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L I B R O P R I M E R O 

I N T E G R A L E S I N D E F I N I D A S Y D E F I N I D A S 

G A P Í T U I f O I 

Diversos métodos de integración 

§ 1.° MÉTODOS GENERALES DE INTEGRACIÓN 

1. DEFINICIONES. Ya se sabe que si cp(,r) es una función 
cuya diferencial es f { x ) d x , la integral general, es decir, la fun
ción que comprende todas aquéllas cuya diferencial es la dada, 
se expresa por cp(,r) + C, siendo C una constante arbitraria. 

También se expuso la noción de integral definida (Pr in
cipios generales de la teoría de las Funciones, pág. 37), que se 
expresa por la fórmula 

P / ( . r )¿ , r = cp(X) — cp^o), 
• J »o . 

expresando / O ) la derivada de cpO). Sin detenernos en estos 
conceptos, vamos á insistir brevemente en los métodos genera
les de integración cuyos principios se expusieron en el tomo se
gundo de esta obra. 

Respecto á las integrales definidas, citaremos el caso si
guiente, para el que la regla general no es válida. Tenemos se-

. gún ésta que 

/ _ ! ( \ ( ' x ) - i 2. 
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Sin embargo, el elemento — es siempre positivo, y la curva 

cuya ecuación es j = ^ 7 está representada en la figura adjunta. 

Considerando las dos integrales 

en las que £ expresa un número positivo muy 
pequeño, la aplicación de la fórmula general 
no ofrece dificultad, y se tiene 

— 1 

dx 
.r2 

r1 dx 1 

y estas dos integrales aumentan sin límite cuando £ tiende hacia 
cero. El área es infinita. 

También tenemos la fórmula siguiente, que se verifica por 
diferenciación 

f dx i 1 -\- x 

I —• x'z 2 " I X 

y aplicando la regla general, se tendrá el resultado absurdo 

/ dx 1 

o i x 
A /-

Esto obedece á que la regla general no es aplicable á los ca
sos propuestos; y el modo de tratarlos se estudió en el tomo I I . 

2 . INTEGRACIÓN POR SUSTITUCIÓN. Dada una diferencial 
f (x)dx, si hacemos x — ?(2), siendo z una nueva variable, ten
dremos 

dx = cp' (z) dz, f { x ) dx = / [cp (¿r)] cp' (0) dz, 

Y si se puede integrar esta diferencial se obtendrá la integral 
de la diferencial propuesta f { x ) d x . 
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Ejemplo. Haciendo i + log x = z, se tiene 

C dx 

x 
^ i + log ,r = / l - = - ^2 = - ( i + log ,r)2 . 

3. INTEGRACIÓN POR PARTES. Ya se vió, (t. I I ) , que puede 
precederse como sigue. Tendremos, por ejemplo, que 

C - f x^dx 
I xdx are sen x = — are sen x 

2 J 2 ]/ i — ,r2 

X* I x , 
= — are sen x -\ are eos x — — V i — x ¿ . 

2 1 4 4 

4. SUMAS REDUCIBLES Á INTEGRALES. La fórmula 

íb 
I <s¡{x)dx = ^{a)dx + ^ ( ^ + dx)dx -f-. . . + + ndx)dx 

permite representar por integrales definidas ciertas sumas. 
Ejemplo i.0 Calcular el límite de la suma 

- + - — + — + . . . . . + - . 
n n -\- i n - \ - 2 2n ' 

a 
cuando n aumenta indefinidamente. Hagamos n — — , y la 

suma se reducirá á 

dx dx dx ^ dx 
a a -\- dx a - f 2dx 2a ' 

cuyo límite es 

x 
2 ° Sea la suma 

2» ¿ir 
— = log 2a — log a — log 2, 

n n n 
n* V i ^ n1 + 22 + + 2 ^ 
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I 
Haciendo n = - r - , será 

[ dx dx dx 
-\- {ndx)%\ 

í 1 dx TC 
= TZTZr* = arc tg i — are tg o = - . j Q i - \ - x - 4 

5. EJEMPLOS. Ya conocemos el método de integración por 
partes. Ahora vamos á aplicarlo á algunas integraciones. 

f x'2 dx 
i.0 Sea j {x sen x -f- eos x)* 

Apliquemos el método á la integral 

f x x eos x d x 
eos x {x sen x -\- eos x) ' 

x 
Haremos u = eos x x sen x - j - eos x 

y tendremos 

/ x x eos x d x x i 
eos x {x sen x + eos x)- eos x x sen x -\- eos x 

, f dx x i -
+ / — i — = — M g 

J coŝ  ^ eos x x sen ,r + eos x 
sen ^ — x eos 
,r sen x -\~ eos ' 

Análogamente 

/

x2 dx x sen x -)- eos ^ 

(sen x — x eos ;r)2 sen ^ — x eos ^ 
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2.° Sea lm = senm.r dx. Escribiremos 

L, = / sen"1-1.r . sen-r ¿¿ir. 

É integrando por partes, 

Im = — senm — 1 x eos x -\- [m — i) sen"1 — 2x cosrxdx. ( i) 

Por ser cos2,r = i — sen2.r, tendremos 

senm ~2 x { i — sen2,r)dx — j senm ~ 2 xdx 

— j sen™ x d x — lm_2 — lm. 

La fórmula ( i ) se reduce á 

mlm = — senm — 1 x eos + — i ) lm — 2 > 

que es una fórmula de reducción, siendo 

l l = Isen xdx = — eos x, l0 = J d x == x. 

/

dx 

Se tendrá 
1 1 /* x1 dx 

¿z2 j («2 + x^y 

/

dx x 1 
:—; ¡TÍ = —7—1 ÍT + - are tg ,r. 
(1 -I- x ^ f 2(1 + ,r2) 2 

§ 2.0 APLICACIONES 

1 . y = f •. solución y — are tg e0 
ex -\- e~ x 
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xdx 
J / = j f x * + a' solución = ^ + 

f are tg2--r I 
- 3 • J = / i dx » y •= — are tg3.r. 

1 , i 
—;—t— ax » y z= — 
I + ^ b 

S • y = j i a + bx dx » j ; = )/ + r̂)3 

6 . y = emxdx » y — 

dx i 

i 
sen^rJ.r » j / = — ^ -sen^eos.r . 

2 2 

9 • / x3lxdx 
T Í " - ; ) ' 

I o . / -f2 eos ,r¿¿ir » _?/=^2_2) sen ^^_2;r cos r> 

11 . sen xdx y ~ ~ ^ (sen ^ _ cos x) 

1 2 - 7 — i , ox, dx » v = — . L 
J [a + bx-y ^ { a + b t f f 

x exdx 

( i + 



INTEGRACION DE LAS FRACCIONES RACIONALES 

G A P I T U I f O I I 

integración de las fracciones racionales 

§ 1.° TEORÍA 

6 . INTEGRACIÓN DE LAS FRACCIONES. Ya se vió (Calo. dif. 
p. 200-207) que ocurren cuatro casos en la descomposición de 
las expresiones fraccionarias racionales en fracciones simples. 
Ahora solo falta obtener la integral en cada uno de dichos casos. 

i.0 y 2.0 Para los casos de ser reales y desiguales ó reales 
é iguales las raíces del denominador de la fracción que se des
compone en fracciones simples, la integración de cada sumando 
se obtiene por las fórmulas 

Adx f dx 
= A ¡ = A log {x — a) {x — a) J 'r •— a 

Adx f A i x — a)1 
= A / dx{x — a)^m 

{x — a)m J 1 ~~ m 

Adx A 
{x — a)m [m — 1) 0 — a)m - 1 

Sea la integral 

A x - f B 
x* + px + q dx, 

en la cual suponemos que las raíces de x* -\-px -\- q o son 
imaginarias. 
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Tendremos que 

A * i-B i f 2Ax + Ap- \ - 2B — Ap 
d,v = — I ; tf-f J x^-^-px-^-q 2 J x2-\-px-\-q 

2 J ,r2 -|- px -\- g tS x- - j - px + q 

La primera integral es de la forma 

A / V A C d A 
^ } ü d X 0 - j ^ ^ g u ) d x = - \ o g u . 

Respecto á la segunda integral, vemos que 

C dx r* dx 

y haciendo 

x -\ , 
2 , dx ^ 
— = t sera —- == dt\ 

luego 

Haciendo las sustituciones y cálculos, se obtiene finalmente 

C {Ax -f- ¥))dx A 

2B — A / 2.r + / 
+ are tg 
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4.0 caso. Tenemos, expresando por a + 6 )/ — 1 las raíces 
del trinomio, que 

f { A x B d x ) dx f A{x — a)dx f (Aa + B)¿¿r 

/ [(-^ — a)2 + &]n J [(^ " a)"2 + J — a)2 + &\n ' 

Si se hace 

{x — a)2 + 6'2 = / de donde 2{x — a)tíLr = dt, 

se tiene, salvo una constante, cuando n^> 1, 

A { x — v)dx í Adt A 
[(«—a)2 - f 6"2]« = ] ~2tñ = ^ 2{n - 1 ) [(,r — a)2 - f &]n ~1 ' 

Para obtener la segunda integral, haremos x — a = 62:. de 
donde dx = 6dz; y resultará 

f (Aa- l -By , r Aa + B /" dz 
J [(,r — a)2 + g'2]" ' ' ^ n - i J (: 4- • 

Para obtener la última integral, observaremos que se tiene 
idénticamente 

dz C dz í z^dz 

Pero 

(1 + z2y j (1 + j (1 + z')n 

í z^dz 1 C 2zdz 

J ( T + ^ r = 2 j 2 ( I + Z Y 5 
2£r¿/£r J" 1 

( i ) 

J (1 + 02)' 

luego, integrando por partes, se tiene 

f z^dz z 
(1 -f- 2̂)w {2n — 2) (1 + 2̂)w - 1 

+ - ± — í * . 
1 27* — 2 j ( I - } - ¿r2)»-1 
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Sustituyendo en ( i ) y reduciendo, se obtiene 

f dz z ,2 /2 — 3 /' dz 
j ( I + z^Y {2n — 2) ( I + ÍS2)»-! 2;« — 2 / ( i + z^y -^ ' 

Se ha reducido pues en una unidad el exponente del denomi
nador. Haciendo las reducciones se llegará á la fórmula 

/

dz z 
O2 + i)n = {2n — 2) + i ) " - 1 X 

2n — 3 (2n — 3) (2n — 5) 
I + + i ) + ) ^ [z* + 1)̂  + .. 

2n — 4 {2n — 4) {2n — 6) v 
, {2n — i ) (2n — 5) ... 5 . 3 

{2n — 4) {2n — 6) ... 4 . 2 

{2n — 3) {2n — 5) 3 . 1 
+ -7 r7 \ are ig z + C. 

{2n — 2) — 4) 4 . 2 1 
También puede obtenerse por un método indirecto la inte

gral de que se trata, pues se tiene que 

C dx 1 x 

1 d / 1 x \ 
- + ^ = i L z \ ñ a r c t g y 6 ; ; . 

y obteniendo n veces la derivada de cada miembro con relación 
á 6, resulta 

( — 1 . 2 ... (TZ — 1) d d"-1 /_r_ x \ 
(6 + .r2)« ~ = ^ d e ^ 1/g arC tg / 6 / ; 

luego 

T dx (— 1)" 
/ (6 + 2̂)K — 1.2. . . (72 
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Ejemplo i . " Sea la integral 

r dx 

indicando p un número entero. Se obtiene fácilmente 

x{a\-bxY ' ' apx ' ' ^ + 1 [(^ 4- bx^ " ' a ^ b x \ ' 

por consiguiente 

C dx I , a-\- bx / = log 
j x{a + bxY ap * 

k=:p — l 1 

k = i {p - k)ak{a + bx)p~k ' 

Ejemplo 2.° Sea la integral de — ¡ r - , expresando m y n 
I -4- x 

dos enteros cualesquiera, y siendo 2n ^> m. Las raíces de 
^2» _|_ j _ 0 son de la forma 

(2^ — 1)71 {2k — 1)71 
eos ± 1 sen — . 

2n 2n 

Tendremos, por consiguiente, 

x m - \ k = n Ak 

l - \ - X 2 n *=1 {2k — l ) - K . (2^ — l)7t 
x — eos • — z sen 

+ 

2n 2n 

Bft 
{2k — l)7r . {2k — i)?: ' 

x — eos 4- i sen 
2n 2n 
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Los coeficientes se calculan por las fórmulas 

eos {m — 1) ^ — + 1 sen im — 1) v 
2n 2n 

B. 

2n [eos ( ^ - 1 ) ^ - ^ . ( 2 . - i ) ( 2 ^ - I ) . -

= eos — ~\- 1 sen ^ , 
2/2 L 2n 2n A 

( 2 ^ - - l ) 7 t . (2^— l )7 t 
eos O — 1) t sen — 1) ^ 

2n ' 2% 
\ {211—1) {2k~\)'¡z . (2;*—I) (2¿ -- l)7r"] 

2n eos / i sen . '— 
L , 2n 2n A 

= eos — 1 sen ^ ; 
2n v. 211 2n A 

y reuniendo las dos fracciones escritas bajo el signo S, el se
gundo miembro será 

WTT(2/&— i ) r (2/§__i)7r-i 
eos — ^ x — eos ^ '— 

1 ^ 2 ^ 2^ 

x — eos ~ I 
2^ 

(2 / é—1 )7 : m - K Í i k — 1 ) 
— sen —^— sen — ^ ' 

2n 2n 
. { 2 k — l)7r 

+ sen2 ^ '— 
2n 

y por consiguiente 

1—zz- = S eos — J- X 
1 -\-x2n 2n h=í 2n 

/ T i — 2 -̂ eos Î 7r + -r2! 
L 2« J 
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(2k l ) ^ 
eos 

k = nn m-K&k — i) , ' 2 « 
S sen are tg - —7-7 ^ • 

sen 
2n 

, {xm-s dx 
Análogamente se obtendrá / —-

7. DIFERENCIALES BINOMIAS. En el caso de ser m, p, n nú
meros enteros, la diferencial x™ "* dx{a -±bxn)p entra en el 
caso de las diferenciales racionales. Expondremos el método de 
reducción, que es también aplicable cuando p sea fraccionario, 
en cuyo caso se tendrá que estudiar la integral entre las de las 
funciones irracionales. Integrando por partes, se tiene 

•̂m — n 
xm-x dx{a+ bxn)p = -r—--.—- {a + bxn)v^ v J nb{p + 1) 

í1) ^ x m - w - 1 ^ _|_ y + 1 ^r> 
nb{p - f 1) 

Sustituyendo en el segundo miembro {a + bxn)v + y por 
[a - f bxn)'p ^ + + bxn)p bxn; y haciendo pasar al primer 
miembro la integral semejante á la que se halla en éste, obten
dremos 

x™-^dx{a-\-bx*)v = j ^ r — ^ T 
/ K r ' (m -\- np)b 

ni — n a xm - n - 1 {a + bxn)p dx. (1) 
m-\- np b 

Se tiene también evidentemente 

jxm~idx{a + bxn)p = a \x™-1 dx{a -\- bxn)p~x 

+ b f xn + n-1 dx{a-\-bxn)p~\ (2) 
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y aplicando á la segunda integral del segundo miembro la fór
mula ( i ) de reducción, resulta 

/ x ^ - ^ d x i a + bxnY = + 
J ' m-{-np 

m -\- n p j v 7 (3) 

Las dos fórmulas ( i ) y (3) resueltas respecto á la integral del 
segundo miembro dan, por un cambio de letras, 

\ x ^ - H a + bx")v dx = ^ + ^ W ) P + 1 
J ma 

— \m -\- n -\- np) j x n + n - 1 (a -{- 6xn)p dx, (4) 

+ 1 
f x ^ - U a - l - bxnY dx = — ' ^ f 6 ^ 

an{p + 1) j v i / \ J ; 

Si se aplican las fórmülas de reducción (1) y (3) á la integral 
de los segundos miembros de (4) y (5), se obtiene 

/

xm x m - í ( a 4- bxn)p dx = — (a -\- bxn)p 

— b7~~: j x m + n-:i{a-{-bx"1)1^1 dx, (6) 

í x m - i í a + b x - f d x = + 1 

m — n 
b n ^ p + i ) . 
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Las aplicaciones de estas fórmulas son numerosas. 
Supongamos n — l , haciendo a + bx — z, se tendrá 

m +1 amxm ' v / ^ 

y esta fórmula permitirá simplificar el cálculo de muchas inte
grales. Sea por ejemplo, 
5 

dx i b [ dx 
xm + 1z amxm a / xmz 

/

dx i z 

— = log — , resulta xz a x 
í dx & ^ z_ l _ 

dx z . b 
- ^ r = log —5 
x?z a3 x a x 

[ dx b3 z_ i>l_ b__ J _ 
J ^ z ~ aiXOg x a3x + 2aíxí 3 ^ 3 ' " 

Si M + i se reduce á la unidad, la fórmula (8) es ilusoria. 
C zv 

Para reducir la integral / — dx, escribiremos 

] x } x p j x 

y por la aplicación repetida de esta fórmula, el exponente / se 
reduce á la unidad. 

Si se cambia p en —p, se deduce, resolviendo con relación 
á la integral que figura en el segundo miembro, 

dx 1 j _ I r ^ 
^ ? + ~1~'apz~p <*] xzp • 
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La ecuación (8) da, suponiendo n— i y cambiando/' en —p 
m en — m, la fórmula de reducción más general 

f dx — I \ ap C dx 
r r 

de la que se deduce 

f dx = 1 i m -\-p f dx 
J xm + 1zp + 1 ' apxmzv ap j xmJr1 zp ' 

Si suponemos n = 2, haciendo a - f bx2, = z, tendremos 

í dx x \ 2 P — i fdx 
I zp + 1 = 2apzp ~ 2 a f ~ I ^ ' 

De esta fórmula se deduce 

dx x 1 í dx 
zl 2az * 2a z ' 

dx x 3x , 3 f d x 
z3 ~ 4az2 ^ Sd'z ^~ 8a? 

dx _x 1 Sx , Sx , 5 f d x 
6az* 24a1 z- 16a3 z 16a3 I z 

Se tiene también 

x^+idx _ xn n rxn-1dx 
zp + 1 = ' ~ 2 d p z p + ^ p l 

xn + 1dx _ 1 í x n - 1 {a - f bx^dx 
z ~ b I a + bx2 

a í x n - { d x _ x" a fxn-xdx 
b z bn 
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de las que se deduce 

i x2 dx 
I 3 

x a I dx 

xidx x* ax a* í d x 

x&dx xh ax3 . d1x a3 í dx 
7 " = ^ 3 ^ + T3 1? I I r 

x%dx x , 1 I dx 
— — = — H / etc. 

2- 2bz 20 ] z 
Además 

dx f dx 1 -i/d 
- — / —1 r .> = 7 = 7 are tg x / - , 0 j a-\- bxl ]¡ ab ] a 

y cuando x* es negativo, 

dx 1 . i l i + x f b . _ 1 -— / — —• — sec T/z . x 
a — bx1 ' 2fab f a — x f b Í ab 

§ 3.0 APLICACIONES 

solución - are tg x* 
1 + x4 2 

dx 1 i x — a 
x2 — a? 2a x + a 

r dx i x — ai 
^. I s » • í r—' 

J + ̂  2aí x + ai 
4-
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S . Í — ^ - d x solución 3 ) + V 3 ¿ ^ J p 

r 2x £ . -y2 + i 
0 - Í (x2+i ) (^ + 3) 2 . x 2 + 3 

j (.T + 2):, 2 { X - \ - 2 ) - X - \ - 2 

r _|_ 2 I I 
8. / -—¡h r— dx » x /JT — 2/ (x — i ) 

./ X ' { X — ^ i ) X 

A 
} [x — I 

dx 2 X — I 
{ X — i f { X — 2 f X 2 [ X — I)'J 2 { X — 2) 

i 7 
+ 2 l { X — i ) I X — - 1 { X — 2) 

4 4 

dx i x — i x i 

(X2+I )2 (X2-I ) = 8 x + i ^ 4 ( ^ 2 + i ) — 2 

11. í = - /(X3 + I) + 7 3~~T~ \ 
j ( x 3 + i)2 z 7 1 3(x3 + i ) 

/• x ^ x i , x-
12. - r - , 1 —^ are tg —r-

j + x4 2¿r ¿Í2 

i ^ - í-^r-x—; dx — — /(¿r4 + x4) J «4 + x4 4 

a- \<22 — x - / a1 — x" 4¿r 

16. . / a4 — X4). 
' ÍZ4 — x4 4 
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C A P Í T U L O I I I 

Integración de las expresiones irracionales 

§ i.0 DEDUCCIÓN DE LAS REGLAS PARA LAS FUNCIONES 

DEL TRINOMIO IRRACIONAL DE SEGUNDO GRADO 

8 . CASO DE MONOMIOS IRRACIONALES. Una función que 
sólo contiene monomios irracionales es siempre integrable. Así, 
por ejemplo, 

3 

i + j/cc - - f x * ) dx 

i + f x 
puede escribirse bajo la forma 

\ \ -\- x¿ •— x 0 ) r 
J I + X3 

y si se hace x = iQ de donde dx = 6ír'd¿, se tendrá la fun
ción racional 

(i _}_ /3 _ t ^ ó t ^ d t 

ó 6dt ̂ — ^ + ^ + ^ — + /2 _ ^ _j_ — 

cuya integral es 

_ 3 i o 7̂ i _ ° ¿.5 i 2Í3 __ 5̂  i g arc tg ^ - f C. 
4 7 5 1 
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Se reduce al caso anterior toda función que solo contiene 
radicales bajo los cuales se halla un mismo binomio de primer 
grado. Así, haciendo ax - j - ¿ = /8 en 

U"2 + r { a x - \ - b r \ d x 

resulta 
x -f |/ ax -p b 

x = 
t*—b , 6t*dt dx — , f {ax - f - V)1 

y, por consiguiente, solo hay que integrar la fracción 

A *5I>0 — ¿Y + ^ / 4 ] ^ 
' /6 — ¿ + «/3 • 

9. INTEGRACIÓN DE F(^r, R)dx. El monomio xm se inte
gra inmediatamente, cualquiera que sea m, pero la integración 

m 
de / F(.T) en la que F ( ^ ) indica un polinomio cualquiera, ofre
ce grandes dificultades, pues ya la integración del radical 
f ax3 bx* -\- ex + d engendra una transcendente nueva, la 
función elíptica, que no es reducible á ningún otro de los tipos 
de funciones estudiados anteriormente. El objeto actual será la 
integración de diferenciales de la forma F (x, R) dx, expresando 
F una función racional de x y de 

R = y ax1 + b x -\- e. 

1.° Hagamos 

]/' ax"- -\- bx c — x f a z 

y tendremos 

bx + ^ = 2xz ^ + 52 , x = 
b — 2zf a ' 
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x y dx son racionales en z, lo-mismo que el radical que es 
igual á x" |/# H~ Por consiguiente la integral 

ax1 + bx + £, x ) dx tomará la forma | ${z)dz, 

siendo $ una función racional. 
Ejemplo. Sea 

jTr2 + ^ 
Haciendo ^ x'1 d1 = x + z resulta 

2̂ _ ^ + ^ 
a'1 = 2^jr + x — - , dx = — ¿Z ,̂ 

2Z 2 Z l 

y sustituyendo, 

í . f X > = — í -^- = — log 0 = — log (f + d* — x) 
J |/ x + a1 J z 

= log j - - = log { x + |/ + — 2 log a; 
y x'2 -{ - a- — x 

y por ser el resultado salvo una constante, será 

dx 
./ j/ X2 + ^ 

2.° Cuando el coeficiente de x - es negativo, la transforma
ción precedente introduce imaginarias. Haremos en este caso 

)/ ax'1 -\- b x -̂ r c = ] l c -\- zx; 

y elevando al cuadrado será 

z f c —b 
ax2 + bx = 2zx y c -\- z^x"2, x a — z'1 

con lo que se reduce el problema á integrar una función racio
nal en z. 

3.0 Cuando a y c son negativos, no se pueden aplicar los 
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métodos anteriores, sin introducir imaginarias. Haremos en
tonces 

r^2 + ¿ x - f - £ = l ^ — f f ( x —a) (P — x ) , 

y nos hallamos en el caso de integrar una expresión de la forma 

j dx F [ x , / ( x — a ) (p — x ) ] , 

siendo F una función racional de x y de )/ { x — a) ( j r — [i) . 
Haremos pues, 

Í - a) (¡3 - = {x ~ a) y ^ r z r ^ 
¡i — x » (B — a-

^j = 
X — a 

n — x 
obteniéndose x , dx y / en función racional de z. 

\¡ x — a 
Ejemplo. Sea integrar 

dx r d x 
Í x* — a1 . v n / x + « ( ¿ — a) 

x — a 

Se hará r = ¿r2, de donde 
x — a 

X = ^ , «X = — « - — ¿̂r; 
52 — I (¿H — l)2 

y se tendrá 

Sustituyendo z por su valor, será 

J r x a y x — a — y x + a 
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no escribiendo la constante — 2 log ( — a ) en el segundo 
miembro, lo que es inútil. 

Para obtener la integral de ^X es preferible obser-
—• XA 

var que 

dx í* dx : a x 
— = are sen — , 
a a Í d1 — x'1 

1 0 . INTEGRACIÓN RÁPIDA. Expresando por R el radical de 
segundo grado de que tratamos, podremos escribir cualquier 
función racional de x y del radical bajo la forma 

cp (x, R) 
7 M*, R) ' 

expresando 9 y dos funciones enteras de x y de R. Pero toda 
función de x y de R se reduce á la forma A -|- BR, siendo A y B 
funciones enteras de x . Podremos por tanto escribir 

_ A + BR 
— C + DR ' 

expresando A, B, C, D funciones enteras de x . Multiplicando en 
los dos términos por C — DR, resultará 

/=ÍM-_S?, g == C2 _ D2R2j 

siendo P, Q, S funciones enteras de x\ luego 

/ ~ S " r S S ^ R S S ^ M R " 

N 
Descomponiendo la función racional — en fracciones sim-
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pies, la función / se reducirá á una suma de términos de la 
forma 

xm i p-^ + v 
I T ' ( x — a ) ™ R ' { x * + p x + q)nR' 

siendo m> a, p., v, ^ constantes. 
Convendría ahora reducir el radical R á una de las formas 

/ ^ + ¿Í'2, ]/ ̂  — x'2, para ello reduciremos la cantidad subrradi-
cal á una suma ó diferencia de cuadrados 

ax- -\- bx c = (mx + «)2 + ^ 

ó = (w^r + — /¿2 ó = — (wx + ^)2 + 

Hagamos mx -\-n—z, y por consiguiente ax = — ; 

y las integrales que se han de calcular serán de la forma 

T ^ . r x m d x . 
11. INTEGRACIÓN DE — = = = = • Hagamos A m = I — = = = = = , 

y observando que 

xm +1 \ 
m * ™ - 1 ] & — x'2 — ^ _ x , ) dx 

dx 
d . xm jAi'2 —x2 = [ r f . r ™ - 1 - + i ) ^ m + 1 ] |/̂ 2 . . . _ ^ r ' 

é integrando, 

^»»f ^ — x2 = m & A m - i — {m + i)Am + 1; 

^ 2 xm r : 
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r d x x 
Pero A(l = ,_- - = are sen 

' 1/ ¿"̂  

fk1 — ^2 

De la fórmula ( i ) se deducen pues, las siguientes: 

y así sucesivamente. 

dx 
12. INTEGRACIÓN DE — = = = = = . Tenemos 

{ x — a)m j / «.r2 + + c 

idénticamente 

bx ~\- c = ^(x — a)2 + (x —a) (Z» + 2^a) + â2 + ¿a + 

Ó para abreviar, 

ax1 \ b x - \ - c = a{x — a)á + ^ ' (x — a) + Í:'; 

luego, el radical propuesto se reduce á 

^ ( x — a) 
{ x — a)m|/^(x - a)"2 + ¿ ' (x — a) + ¿r' ' 

1 ,/ x _ dz 
haciendo x — a = — , — a; — , 

será 

r dx _ C 2m-1dz 

I (x _ a)™)/ ¿ÍX2 + ¿ X + í i / « + ¿',2 + .sr2 ' 

integral que se puede obtener poniendo a -\- b'z + c'z* bajo la 
forma de una suma de cuadrados. 
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§ 2,° INTEGRALES HIPERELÍPTICAS Y ELÍPTICAS 

13 . TIPOS DE INTEGRALES. Las integrales más importantes 
que han dado origen á una teoría completa son las de la forma 

í F (x, yydx, ( i ) 

siendo F una función racional de x é 7 y ésta una función alge-
bráica cualquiera de x , es decir, una función ligada á x por la 
relación 

/ ( x , y) = o, 

siendo/un polinomio. La más sencilla de estas integrales, en el 
caso de ser 7 función racional de x , son aquéllas en que se tiene 

y2 = R(^)) expresando R(x) un polinomio, que supondremos 
no tiene más que raíces simples. Estas integrales se llaman h i 
perelípticas. 

Supongamos que ¡ ^ ( x ) sea de grado par 2/, siendo a una 
de sus raíces, y hagamos 

• 1 
x — v. -t- — . 

z 
La integral se hallará reducida á otra de la misma forma, 

pero en la que el radical contendrá un polinomio de grado 
2p — 1, pues 

^2p{X) — -g- . 
a r 

Si R2p_i(x) es un polinomio de grado 2p —- 1, haciendo 

x === — , tendremos 
z 

y la nueva integral contiene bajo el radical un polinomio de 
grado 2p. 
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La fracción racional F { x , y ) puede ponerse bajo la •forma 

M + NJJ/ 

siendo M y N polinomios en x . Para esto eliminaremos todas 
las potencias de y distintas de la primera, sustituyendo y2n por 
l ^ i Q y2n + i por jRre. Multiplicando los dos términos de F por 
M! — N ^ , tendremos 

F ( x , ^ ) = P + Q x 

siendo P y Q fracciones racionales en x , ó bien sustituyendo y 

por , tendremos 
y 

F = A + l>, 
| / R ( x ) ' 

siendo A y B fracciones racionales cualesquiera en x . Para for

mar la integral ( i ) tenemos primero ^ Kdx , que es la integral 

de una fracción racional ya conocida. Nos queda la integral 

B 
| / R ( x ) 

dx. 

La fracción racional B puede descomponerse en un polino
mio y en una serie de fracciones simples cuyo denominador es 
una potencia de un binomio x — a. Tendremos pues, final
mente, los tipos siguientes: 

f f { x ) d x ^ f j { x ) d x 
J f R { x ) J (x — ^)ay R ( x ) ' 

siendo J^v) y ^(JT) polinomios y a un entero positivo. 
Consideremos desde luego las integrales del primer tipo 

J / R W " 
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Supongamos por ejemplo, que R(.r) sea de grado impar 
2 p 4- i -

Sea m el grado de f { x ) . Vamos á demostrar que este grado 
puede bajarse a l grado 2 p ~ i . Supongamos m superior á este 
número y hagamos 

ni + X ( X > 0 ) . 

De la expresión j ^ L se puede restar la derivada de 

Cxx )/rR"(^) , eligiéndose C de tal modo qne el numerador de 

la diferencia sea del grado m — i . En efecto, se tiene 

í W T 
el grado del numerador es 2/» - f X, y podemos elegir C de modo 
que sea nulo el coeficiente de ,rOT en la diferencia 

/ ( * ) - C [ x ^ - 4 R ( * ) + i ^ R ' ( , r ) ] . 

Por una serie de sustracciones sucesivas, reduciremos la in
tegral á una parte integrada y á una integral 

J ' 

siendo ahora f , { x ) un polinomio á lo más del grado 2 p — i , 
porque la reducción podrá hacerse últimamente cuando se tenga 
^ = o. 

Obtendremos pues 2p integrales de la forma 

/

xmdx 
7 1 ^ = 0 , 1 , 2 S / - 1 ) . 
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En general estas integrales son trascendentes nuevas y dis
tintas unas de otras, que no son susceptibles de expresarse con 
auxilio de las funciones de que se trata en los elementos. Va
mos á demostrar únicamente que pueden dividirse en dos espe
cies. Las integrales de la primera especie son aquéllas que per
manecen finitas cuando x aumenta indefinidamente, las otras se 
llaman de segunda especie. Aplicaremos el método empleado 

Ct I I pág. 36) La función ' es comparable, cuando x es 
v Í ^ { x ) 

muy grande con \ . Si pues 
+ y - , 

2 ^ 

la integral será de primera especie. 
Se tendrá pues p integrales de primera especie, es decir, que 

permanecen finitas para £c = co y [i. = o, i , 2, . . . . , p — I . 
Las demás serán de segunda especie. 

Observaremos además que todas estas integrales permane
cen finitas cuando x tiende hacia una raíz de R(-r) = o. 

Para distinguir las integrales de primera de las de segunda 
especie, escribamos 

™ / A T \ 2 

ó aplicando la fórmula del binomio generalizada, 

de la que resulta 

= 7==- X 2 ̂  + 
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siendo el término escrito el más elevado de la serie. La integral 

será pues de segunda especie, si > ^ i y de primera 

si ^ <; , no excluyendo la última desigualdad la igualdad, 

si m es par. 
14. INTEGRALES DEL SEGUNDO TIPO. Sea 

f (x)dx 
J { x — a ) a f R { x ) 

Distinguiremos dos casos, según que a sea ó no sea raíz del 
polinomio R(^). Supongamos a > i ; y restemos de la integral 
una expresión de la forma 

C j / R ^ ) 

de manera que la diferencia sea una integral de la forma inicial 
en la que a quede sustituida por a — i . Se tiene, expresando C 
una constante, 

/ . —(a.— l ) R { x ) - ] - - i x - a ) R ' { x ) 

dz \ {x _ a f " V {x — a f f R {*) 

En la diferencia 

K i x - a ) * - 1 ) ' {x - a f f R i x ) dx \ x — a) 

el numerador será divisible por x — a, si se tiene 

cp(«) + C ( a — i )RO) = O, 

igualdad que determina á C, porque R(^) no es nulo y a es ma
yor que i . La sustracción indicada nos conduce pues, á una in
tegral de la forma 

/

tp1 (x) dx 
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siendo cp1 un polinomio. Podremos continuar esta reducción 
hasta que lleguemos á una integral de la forma considerada en 
la que sea a = i . Por otra parte, dividiendo ©(a?) por x — a, 
la última integral se reducirá á las integrales del número an
terior y á la única integral 

/

dx 
{ x - a ^ R f á ' 

Cuando R(^) = o, debemos modificar el razonamiento. Con
sideremos la integral propuesta al principio de este párrafo, ha
ciendo qué a sea raiz de R(£c), y formemos la diferencia 

m c d ( 
{x — R{x) dx \ (,r _ a) 

El segundo término puede escribirse 

C , haciendo Ri ix) = — ^ — . 
{x — a Y Í R { x ) x — a 

Pero a es raiz simple de R(V); luego R ^ ) = R'(^) #= o, y 
por consiguiente se puede determinar C de modo que la diferen
cia ( i ) sea de la forma 

( i r , — ¿ f - ^ R O ) 

Basta para ello que 

El coeficiente C es diferente de cero para a == i . Se puede 
pues efectuar sucesivamente la reducción hasta hacer desapare
cer toda potencia de — a del denominador, y finalmente no 
quedarán más que integrales del primer tipo. 
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Bn resumen, el segundo tipo se reduce al primero y d integra
les de la forma 

r dx 
J ( * - * ) l / R ( ^ ' 

no siendo la constante a raíz de R(-r) = o. 
La hipótesis de ser R(.r) de grado impar no tiene influencia 

en la reducción hecha que es independiente de ella. No sucede 
lo mismo respecto á las integrales de la forma 

í 9 (x) dx 

Si el polinomio R(.r) es de grado 2 p , todas estas integrales 
se reducirán á integrales 

C xmdx 

J / R W ' 

en las qne m deberá tomar los valores o, i , 2, 2 p — 2. 
Hay pues en este caso 2 p —• i integrales del primer tipo. 

15. INTEGRALES DE TERCERA ESPECIE. Para llegar á las in
tegrales de tercera especie, consideremos las integrales de la 
forma 

/ dx 
J {x — a) |/R 

y principiemos por reducir las integrales de la forma 

í Pdx 

siendo P de grado inferior á Q. Distinguiremos dos casos, se
gún que sea Q primo con R ó que tengan un factor común. 

Primer caso. Q primo con R. Puesto que el polinomio Q no 
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tiene más que raíces simples, es primo con su derivado Q', ypor 
consiguiente con Q'R. Pero podemos hallar dos polinomios 
A y B tales, que se tenga idénticamente 

de donde 

i = AQ + B(Q'R), h ) 

Q' - fR J Q^/R 

r PA r o ' 
d x + P B f R - ^ dx. (2) 

Integrando por partes la última cantidad, tenemos 

Í P B |/R - 8 _ dx = 1 L _ PB I/R 
J ^ — I Q ^ - 1 

_|_ í d (PB )/R) 

por consiguiente, efectuando la última diferencial y sustituyendo 
en la ecuación (2) la última integral por su valor, se obtiene 

dx = PBF'R 

j Q'a}/R —1 Q ^ - i 

/* PA -f- —--^ [ ( P B ) ^ + i PBR'j 
/ dx. (3) 

La integral del segundo miembro de (3) es de la misma forma 
que la del primero, pero el exponente de Q ha disminuido en una 
unidad. La fórmula (3) es por lo tanto una fórmula de reducción, 
que podrá emplearse para todos los valores de y. superiores á la 
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unidad. La integral propuesta es pues igual á una expresión ra
cional en .r y |/R aumentada en una integral de la forma 
r p 
/ — — ¿¿r, que se reducirá al tipo 

J QfR 

J (x — a)fR 

P 

descomponiendo — en fracciones simples. 

2° caso. R tiene un máximo común divisor con Q. Sea 

R = DR1, Q =¿= DQ,. 
Puesto que D es primo con Qi, por no tener Q raíces múlti-

P 
pies, se podrá descomponer la fracción en dos fracciones 

simples 

Se tendrá pues 

dx = / — ^ — dx -f / — d x . 
Q^j/'R J D ^ f R J Q f ^ R 

La segunda integral del segundo miembro entra en el primer 
caso, porque Q,, primo con D y con R^ es primo con R. En la 
primera, D divide exactamente á R, y puede escribirse esta inte
gral, haciendo salir D del radical, 

í Pl - dx. 

D1 2 ÍR, 

Repitiendo textualmente el procedimiento seguido en el pri
mer caso, salvo el que Q está sustituido aquí por D y p. por 
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¡x + ^-. obtendremos una fórmula análoga á la (3) . Solamente 

aquí, por ser el exponente fraccionario, se podrá hacer [* = r; y 
la única trascendente que subsistirá será de la forma. 

r Vdx r ? d x 

integral ya estudiada, que ha conducido á la nueva trascendente 

{* — )/R 

llamada integral de tercera especie. 
En el caso de ser R de tercer grado, existen las integrales 

. f dx f x d x 
H / , > ta = 

Í ^ — ax —b ¡ i 4X3 — ax - b 

dx 

[x — ¿:)|/4,r3 — ax — b 

de primera, segunda y tercera especie, respectivamente. 
16. R ES DE CUARTO GRADO. Vamos á ver que en el caso 

de ser R de cuarto grado, puede suponerse que es un binomio 
bicuadrado. 

Consideremos el radical 

j/ 4.r3 — ax — b 

y hagamos ^ — a.-f t \ siendo a una raíz del trinomio. Eviden
temente resulta la forma bicuadrada si hacemos x =±= a-j- t \ re
presentando a una raíz del trinomio. 

Recíprocamente, si R es bicuadrado, haciendo ,r2 = se ob
tendrá una de las tres fórmulas últimas. 

Supongamos ahora R de cuarto grado. Lo podemos escribir 
bajo la forma 

R = (¿wr2 f bx + c) {cC.&'+ b'x + c'). 
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Supongamos que las raíces estén en orden ascendente ó 
descendente, y hagamos la sustitución 

- = ^ f r . Adonde / R - ^ / T , 

siendo 

Y = \a{o.y + p)2 + ¿ (aj/ + ¡ü) + I ) + ^ 7 + i)2] 

[a'{a.y + ?)2 4- ^ ' ( ^ + P) + i ) + c ' iy + i)2]. 

Expresemos que desaparece el término en y en cada parén
tesis, y resultará 

2«a|3 + ¿(a + [i) + 2 í = o, 2^7 . (3+ ^(a + ^ ) + 26-, = o ( i ) 

de las que se obtendrán los valores de a|3 y a + 
La ecuación de segundo grado que da los valores de a y (3 

tendrá sus raíces reales, porque la condición de realidad 

{ac' — c a j — {ab' — ba!) {be' — cb') > o, 

expresa precisamente que las raíces de uno de los factores no se 
hallan comprendidas ninguna entre las raíces del otro. 

Hemos conseguido pues, por sustituciones reales, transfor
mar una función racional en y /R, siendo R un polinomio cual
quiera de cuarto grado, en otra función en y /Y, para la que Y 
es el producto de dos factores de la forma my* + n, es decir, 
para la que Y es un trinomio bicuadrado 

Y = ly* + p-j2 + v. (2) 

El razonamiento anterior supone que se puede obtener ap y 
a y [5 de ( i ) , es decir, que no se tiene 

J L = ü 
2a 2a' ' 
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Pero si se verificase esta igualdad, haciendo 

en R, se obtendría 

R = ( a y * H ) ( a f ' + 

que es la forma (2). 
Se ve pues, según la clasificación hecha, que existirán las 

integrales de 1.a y 2.a especie, 

f dx f x'2dx 

— no es elíptica, 

como se ve haciendo x- = 0. 
Legendre, reducía siempre la cantidad sub-radical á la forma 

canónica 

(1 — ,r2) (1 — /Kr2). 

siendo k '2 inferior á la unidad. 
Este geómetra consideraba como tipo de segunda y de ter

cera especie respectivamente 

\ i __ / j ' __ / — 
2 J Í ~ r ^ ' 3 i (1 + m t f ) Í ( 1 — ^ ) (1 - ^ ^ ) 

17. FORMA CANÓNICA. Vamos á ver que puede reducirse 
el trinomio Xy4 - j - ¡Í-JJ/2 + v á la forma canónica (1 - x1*) (1 —/é"2 '̂'2), 
excepto cuando X, ¡J-, V sean negativos 

Supongamos el binomio bicuadrado bajo la forma 

R — {ax* + b) {a'x* + b'). 
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Se puede suponer a^> o, porque se puede cambiar el signo 
de los dos factores de R. Hagamos 

ax* -\- b — de donde axdx = td t 

td t 
V dx — 

a 
a 

La integral elíptica de primera especie se reduce á 

C dx C dt 

j )/R } ]¡ t* — b) {a 'p — ha + ab') 

El factor ax*- -f- ¿ se halla sustituido por el factor r2 — ¿ e n 
el que el segundo término ha cambiado de signo. Podremos pues 
suponer que el primer factor tiene sus raíces reales. Representé
mosle por -r2 — a'2, y tendremos los cuatro tipos diferentes 

R = {x* — a9) ((32.r2 + y2), R = _ a2)(§V — y2), 

R = — a2) (— P2.r2 + y2), R = [x1 — a2) (— ^ x* — y2). 

I 
La sustitución ,r = —, seguida de un cambio de signo de 

los dos factores de R, conducirá de los dos últimos tipos á ios 
dos primeros. Por último, una sustitución análoga á la ya em
pleada, 

¡3̂ 2 - f y'2 = 2̂ j 

conducirá de la primera forma á la segunda. A esta limitaremos 
nuestro razonamiento. Después de suprimir un factor positivo 
constante, escribiremos 

R = ( i — a*x*) ( i —bí¿x*}, 

igualdad en la que a y b no son iguales, sin lo que sería R un 
cuadrado perfecto y |/R racional. 
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Sea 0'2<¿"2 y hagamos #2 = /£2¿'2. Tendremos 

R = ( I — tftfx*) ( i — Fx1). 

x\ 
Otra sustitución x — — dará 

o 

R = ( I — ( i - , r 2 ^ ) , 

que es la forma canónica. 
En cuanto á la integral de tercera especie 

dx 

basta multiplicar los dos términos de la fracción por x -\-a para 
notar que es la suma de una fracción integrable y de una inte
gral de la forma adoptada por Legendre como tipo de las inte
grales de tercera especie. 

Hagamos x = sen c&; los tres tipos se reducen á 

1 = 7 — — , Iá = f rf<p ̂  i - ^ sen2 cp, 
}/1 — Tf sen'2 cp 

13== 
(1 -{ - w sen2*) f 1 — ̂ 2 sen2cp 

Observación. Si ^ = o, las integrales elípticas se reducen 
á las funciones circulares 

I , = cp = are sen x, I1¿ = are sen xy 

I3 = .—L_=z are tg (|/ 1 + w tg cp) . 
/ 1 + 

Si = 1, se obtienen las funciones logarítmicas 

(ir cp \ 

4 ~" 2 / ' ^ = Sen ?' 
I X — « I 

L = log h 7 77 log (1 + x) . 
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Ejemplo. Sea reducir el caso de la integral de tercera espe
cie al de la primera. Hagamos 

i dy 
— a = - y dx = , 

y r 
y será 

I , = — 
dy 

Í a -\- by -\- c f 

Nos basta pues considerar siempre 1^ considerando el trino
mio escrito bajo la forma 

4^ 

, b 

y tomando + — por variable, resultarán las tres formas 

distintas 

f dt f dt C dt 
J U2 + a2' J i f — a2 ' j )/ _ ' 

18. INTEGRALES ELÍPTICAS. Ya hemos visto que cuando 
la expresión que se halla bajo el signo radical es un polinomio 
de tercer grado, las integrales más sencillas son de los tipos 

í dx f x d x 

J VR{x) J j 'R tx ) 

que se llaman integrales elípticas. R(,r) expresa un polinomio de 
tercer grado en x. Cuando R ( » es un polinomio de cuarto 
grado, puede reducirse al caso del de tercero. 

Puede reducirse el polinomio de cuarto grado á un trinomio 
que sólo contenga términos de grado par como hemos visto (17). 
Empleemos según hace el Sr. Picard, la transformación 

1 
y = Y - ^ x ' 
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siendo p una constante, lo que se reduce á hacer la sustitución 
i 

x = p — — . Se tiene entonces 
y 

R. O) 

Vamos á determinar p de manera que la suma de dos raíces 
del polinomio transformado sea igual á la suma de las otras dos. 
Expresando por a, b, c, d las de R(-f), las de R ^ ) serán 

i i i i 

p — a ' p — b ' p — c ' p — d 
y podremos escribir, por ejemplo, 

i . l _ _ _ i _ i ^ o 
p — a p — b p — c p — d 

ecuación de segundo grado en p. Si se toma por p una de sus 
raíces, en la sustitución el polinomio R i ^ ) será de la forma 

R,(^) = A ' ( y + \ y + fO + ^ + m 

siendo X el mismo en los dos factores; y si hacemos y - \ — = ¿r, 

tendremos el polinomio bicuadrado 

Á ' ( ^ + a) + p). 

Podemos, pues, suponer que el polinomio R(X) es bicua
drado. Sea 

R(^) = tf0£c4 + a^x1 + a2. 

Las integrales de la primera categoría son en este caso 

dx f x dx 
Í a0 ,r4 -f ax x* + «2 J Í x* + x1 + ^ 

x* dx 
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La segunda de estas integrales se reduce á las funciones ele
mentales. Basta para ello hacer x2 = y, como se ha hecho (17), 
reduciéndola á la integral 

- I Í + + ^ 
19. INTEGRALES ABELIANAS. Sea f ( x , y ) = o ( i ) la ecuación 

de una curva que no puede descomponerse en otras, es decir, 
/(ce, y) un polinomio entero en x é y irreducible á un producto 
de factores racionales de menor grado. La integral 

/ F { x , y ) d x (2) 

en la que F expresa una función racional é y una función implí
cita de x definida por la ecuación (1) es una integral abeliana, 
que se dice referida á la curva dada (1). 

El elemento fundamental de la curva desde el punto de vista 
de la integración es el género. 

Sean, por ejemplo, las curvas unicursales ó de género cero, 
cuyas coordenadas pueden expresarse en funciones racionales 
de un mismo parámetro; y sean éstas 

* = y = W ) (3) 

cuyos valores sustituidos en la integral (2) hacen racional en / 
la diferencial que puede integrarse. Consideremos una estrofoide 

, y ^ { x - \ - a ) — ÍC2 {a — x) (4) 

Para integrar 

j x — y 

hagamos y — tx , y tendremos 

1—^2 i — /2 tdt 
x = a — r — , y = at — r — ^ , dx = — 4 « 

I + > ' ^ ( I + t f 

' x + y J [ i + t tdt 
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Se tiene idénticamente 

I — t ) ( T + í 2 ) 2 2 ( 1 - / ) ( I + O2 2(1 + 0 

Sustituyendo — en vez de /, se obtiene 
x 

siendo una función de x definida por la ecuación (4) . Pero el 
caso más interesante de las curvas, de género cero es de las có
nicas. Puesto que son unicursales, resulta de lo dicho que se 
podrá integrar cualquier diferencial algebráica que sólo contenga 

la irracional }' ax1 -|- bx - f e , lo que por otra parte ya sabemos, 
puesto que bastará hacer 

y = ]/ ax* -\- bx c 

y expresar las dos coordenadas de un punto de esta cónica en 
función racional de un mismo parámetro, lo que será siempre 
posible. Sea 

dx 

Haciendo y* = (-r — 1) ix — 2) 

veremos que esta cónica corta al eje de las x en el punto cuya 
abscisa es 1; y haremos pasar por este punto una secante 

y = {x — l ) t . 

Las coordenadas del segundo punto de intersección de esta 
secante con la cónica son 
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transformándose la integral en 

2 d t 

Su valor en términos finitos es, por consiguiente, 

. 2^+1 . l/ (.r — i ) (,r — 2) + x 
log — 1 — = log 

* — 1 J ^ — i ) 2) + i — <r 

Las integrales estudiadas hasta ahora han conducido á las 
funciones elementales (racionales, circulares, logaritmos y expo
nenciales). Actualmente nos vemos en el caso de introducir nue
vas funciones. 

El caso más sencillo que se presenta después de las curvas 
de género cero es el de las de género uno. Se sabe que puede 
hacerse corresponder la cúbica 

Y2 = 4X3 — aX — d 
á toda curva de género uno, de manera que á todo punto de la 
primera curva corresponda un sólo punto de la segunda é in
versamente, expresándose racionalmente las coordenadas de 
cada uno de los dos puntos en función de las del otro. Es decir, 
que se puede sustituir la integración de toda diferencial alge-
bráica referida á una curva de género uno por la integración 
siguiente 

f R {x, Í 4X3 — ax — ¿) dx, 

en la que R expresa una función racional. 
2 0 . REDUCCIÓN DE LAS INTEGRALES ABELIANAS (*). Sea 

I - = f ¥ { x , y ) d x (2) 

(*) Picard Traité d' Anatyse, t I, y Rouché Analyse infinitesimal, t. II. 
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la integral referida á la curva simple 

/ ( * , = o (2) 

que supondremos de grado m sin ninguna asíntota paralela á los 
ejes, para lo que basta elegir convenientemente los ejes; y su
pongamos además que los puntos en el infinito sean simples, lo 
que es posible conseguir siempre haciendo una perspectiva de 
la.curva. Todo lo cual equivale á decir que el conjunto de los 
términos de grado superior es de la forma 

+ h y ) + M + ÉW), 

en cuya expresión ninguna de las a ni P es nula, y todas las ra

zones — son distintas. 
, a. 
Esto sentado, sea una fracción racional definida por la 

igualdad 
^ { x , y ) = f ' y . ¥ { x , y ) , 

pudiéndose suponer que el denominador contiene tan sólo la va
riable puesto que si A y B son dos polinomios en y primos 
entre sí, podemos obtener otros dos polinomios en U y V ta-, 
les, que se tenga idénticamente 

AV + BV = K, 

siendo K independiente de y, lo que se verifica de igual modo 
cuando los coeficientes de A, B, U, V contienen la variable x. 
Si pues X es una función de -r, y si se supone que ^ y) es 

A 

una fracción — , podrán obtenerse dos polinomios U y V ente-

ros en ;r é ^ tales, que 

BV - f Ü / z? X 

ó, por ser/(a?, y) = o, tales que BV = X; y se tendrá que 
, A A U _ A U 

^ ~ B" ~ BU X ' 
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é I = f ^ dx. 

j m 
Por último, si se descompone en elementos simples, se 

verá que toda integral abeliana puede considerarse como proce
dente de los tipos de integrales 

en las que el numerador es un polinomio. 
Para reducir las integrales de la forma 1^ supongamos que p 

sea el grado de P, P, el conjunto de términos homogéneos de 
grado / en P y el conjunto de los términos homogéneos 
de grado m en/(.r, jv); y vamos á demostrar que: se puede redu
cir el grado del polinomio P á ser á lo más igual á 2m — - 4 . 

Para ello determinemos un polinomio homogéneo ^{x .y ) tal, 
que la diferencia \ — X pueda ponerse bajo la forma de una in
tegral de igual forma que I , , pero cuyo numerador sea de grado 
p — i . Observaremos, con este objeto, que puede escribirse 

C -dX ' 

d^ 1 .y -.' _ f x y 
y ' pero - 7 - = '̂aj + y'x = M̂> 

dx J y 

en virtud de la ecuación f { x , y) = o. Se tiene pues 

/ / y 
(3) 
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El conjunto de los términos de mayor grado en el numera
dor, será 

P i ^ - ^ V f W ^ ? ' * ) (4) 
á condición de que el grado X sea p — m 2. Dispondremos 
pues de X para hacer desaparecer estos términos. Y del teorema 
de Euler respecto á las funciones homogéneas, resulta que 

x^x + yVy = {p — m + 2) X, 

reduciéndose la expresión (4) á 

x?, — {p — m + 2) + {yo'y + xyx)\ 'y 

x 

xY\ + (/» — m 4- 2')Xcp'2/ - f m f X j 
(5) 

Si esta-expresión es divisible por cp, llamando Q al cociente, 
y restando del numerador de la integral en (3) el producto QX/, 
que es nulo por hipótesis, se habrá conseguido hacer desapare
cer en (3) los términos de grado p. Todo se reduce pues, á indi
car que la expresión (5) es divisible por cp ó, por no. contener cp 
á x como factor, que 

ÍEPJ — {p — m + 2)Xcp'2/, 

se anula idénticamente cuando se sustituye x por las m raíces 

— — d e --p. Basta para ello que X contenga m coeficientes por 
i 

lo menos, ó que su grado p — m -{- 2 sea superior ó igual á 
m — 1, lo que da 

p — m -\- 2 ^ m — - i ó p ^ 2m — 3. 

Asi se podrá disminuir el grado en las integrales I , , mientras 
sea superior á 2711 — 4, lo que demuestra el teorema. 

El caso de contener el denominador una potencia de £c — a 
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se puede dividir en dos, según que los m puntos de intersección 
de la curva /( ,r , = o con la recta x = a sean distintos ó no. 

Supongamos demostrado el lema siguiente: 
Toda curva <I> {x, y) = o que pasa por los puntos comunes á 

las dos curvas f(x, y) = o y ^(x, y) = o puede ponerse bajo la 
jornia siguiente, en la que A j r B expresan polinomios en x / y. 

* = A / ( £ C , ^ ) -+ B^(.r,7) = o, (*) 

cuando los puntos comunes son simples en cada una de las curvas. 
En otros términos: se tiene en este caso, en los puntos de inter
sección de * y / , 

<& 

—r-—r B, (6) 
g { x , y ) 

siendo B un polinomio en ¿c é y. 
Esto sentado, supongamos desde luego que la recta x = a n o 

sea tangente á la curva en ningún punto. Análogamente á como 
hemos procedido, vamos á obtener un polinomio X {x, y) tal, que 

c P (>-, y) dx __ j j g f ) 
j { x - a f f y ' { x - a ) * - 1 

sea una nueva integral cuyo denominador contenga sólo x — a 
elevado á la potencia a — i . Puesto que se tiene 

= [ ± r i- i dx 
dx { X [ ( x — a r - i \ 

dx 
{x — a f 

= / V — a) {K'xf 'y - l ' y f ' x ) — (a - i W y 
j { x - a ) * f y 

dx. 

(*) Nother Math. Annalen, t. V I , p. 352, 
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la diferencia precedente se escribirá 

Para que el numerador sea divisible por x — a (teniendo en 
cuenta la condición /( , r , y) = o), basta que 

P + ( a - i ) X / ' y 

lo sea. Pero según el lema, si la curva 

P + ( a - l ) X / V = o (7) 

pasa por los puntos de intersección de la curva f { x , y) = o con 
la recta ,r = a, se puede poner 

P + ( a - l ) X / y 
x — a 

bajo la forma de un polinomio en x éy (6) . Basta pues expresar 
que la curva (7) pasa por dichos puntos ó que el primer miem
bro de (7), en el que se hace x = a, es divisible por/(>, y). Es
tas condiciones se expresarán fácilmente, si se ha elegido para X 
un polinomio de grado m — 1 en y tan sólo, porque f'y {a, y) es 
diferente de cero. 

Se podrá aplicar este procedimiento de reducción mientras 
que a no tenga el valor 1. 

Consideremos por fin el caso en que la recta x = es tan
gente á la curva f { x , y ) = 0 en el punto {a, y j , siendo diferen
tes los demás puntos {a, f2),Xa, f-s) , O ^ m - i ) . Se tendrá 
entonces f 'yi (a, y j = o; y el razonamiento anterior no es apli
cable. 

Restaremos entonces de la integral que se ha de reducir la 
cantidad 



5 2 LIBRO 1.°—CAPÍTULO III 

y ensayaremos la determinación de X de manera que 

_ a)Fix, y) + — ix ~ ^ íV*fy — ^ 
sea divisible por (a? — «)á. 

Es preciso pues, que desde luego pueda ponerse bajo 

la forma de un polinomio, teniendo en cuenta la condición 

/ ( ^ ^ ) = o; y por ser f'yi{a,y¿ = 0, podemos tomar 
x = ( ^ _ j / 1 ) (JJ/—J2) — ^ m - i ) F ( ^ ) (9 ) 

siendo (̂JJ/) un polinomio en y. La curva X/'^ = o pasará pol
los puntos comunes á la curva / = o y á la recta a? = Í̂, con-

tándose por dos el punto {a, j , ) ; y en virtud del leman(6), — _ ^ 

será un polinomio en x é y. 
Es necesario enseguida que 

'̂ — « 

pueda ponerse á su vez bajo la forma de un polinomio, ó que la 
curva 

p + _ ^ A L . f A ^ = 0 ( i o ) 

pase por los puntos comunes á / = o y á la recta # = a, 
siendo tangente á esta recta en el punto («, j / , ) . Expresemos 
desde luego que la curva pasa por los puntos 0,^,), {a, • • • > 
{a, y m - i ) . Para esto, será preciso sustituir en la ecuación (lo) X 
por su valor (9), lo que da 
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Si hacemos ,r = ¿z, J/=J;U el último factor se reduce á 
Cr, — f-¿)- íy - fá) i^i —ym-i)- En cuanto al segundo 
término, contiene una expresión indeterminada en apariencia 

(I2) 
^ — a 

cuyo verdadero valor vamos á obtener. La ecuación de la curva 
referida á la integral puede escribirse, aplicando la fórmula de 
Taylor, y teniendo en cuenta que por hipótesis f { a , y l ) = o y 
f ' y i ^ y d = ó-

f{x, y) ^ o = { x - a)fx {a, y,) + - . (.r — -2 7,) 

También resulta 

A (--tr' y ) = {* — a ) fxy{a , y d + { y — y i ) f " x y { ^ ^ ) + • • 

y teniendo en cuenta la ecuación (13), 

<•'' . i^ 'v^ñ = . _ 2 f x ( a , A ) _ ( . , _ a ) f x ( ¿ , 

— b — + 

(13) 

El verdadero valor de (12) es pues — 2 f x { a , y ^ ; y la con
dición hallada se escribe 

F J i ) + ( I — 2a) (y:i — y ¿ ) . . . { y l — y m _ t ) / ^ (¿z, ^0 ¡i.(j1) = o. 

Como por hipótesis, el punto (¿Í,^) es s i m p l e , ( ^ , j , ) no 
es nula; y la anterior ecuación da á conocer ¡J-^I). Igualmente, 
haciendo en la ecuación (11) x — a é y = y . i , se obtendrá 

p ( ^ ^ ) + (1 — a) {y.2 — y , ) . . . (j>/2 — y r r i - ^ f x {a, y * ) ^ ) = o. 

Esta ecuación determinará H-(̂ 2), á condición de que f ' x { a , y ^ 
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no sea nula, es decir, á condición de que la tangente en el punto 
{a, y.¿) no sea paralela al eje ox, lo que siempre es posible, eli
giendo los ejes convenientemente. Tenemos pues determinadas 
las funciones ¡J-O,), ¡A(?s), . . . P-(JOT - 1 ) ; y falta expresar todavía 
que la curva ( i i ) es tangente á la recta x = a en el punto {a^y^), 
lo que determinará Con este propósito, expresemos que 
la derivada respecto á y del primer miembro de ( n ) se anula 
cuando se hace x = a , y = y i . Se ve que el coeficiente de [¡-'{yj, 
que nos es interesante el conocer, es 

2(1 — a ) {yl —j/2) (yi —y3) {y, — y m - i ) f yx). 

Este coeficiente no es nulo mientras que a es distinto de la 
unidad. Podremos pues determinar ¡x' (j/,). Esto nos conduce á 
un problema de interpolación, á saber: Determinar un polinomio 
p.(j^), conociendo los valores que adquiere para y — y*, . . *, 
ym — \, así como el valor de su derivada para y — y ^ 

Sea, por ejemplo, vi y ) el polinomio de grado m — 2 dado 
por la fórmula de interpolación de Lagrange 

JK } 9 '{a)x — a - / ( ^ x — d 

que adquiere los valores^ j2 , Se podrá tomar 

A?) = v ( » + C(^ —^0 (7 — A ) — JKm-i), 
hallándose determinada la constante C por la condición 

P-'Cji) = ^'U) + cov—72) (x, — ̂ « - 1 ) -
La demostración hecha en el caso de que la recta x, = a es 

tangente á la curva / en un punto simple no sería válida si se 
tuviese f 'x (a, y,) = o, es decir, si el punto {a, y ^ fuese doble. 
Sería preciso en este caso restar de la integral abeliana una 
fracción racional de la forma 

{x - a ) a + 1 ' . 
siendo ^(x ,y) el polinomio por determinar. (*) 

(*) Rouché, Ánalyse infinitesimal, t . I I , págs. 63, 71. 
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En el caso de pasar la recta x = a por un punto doble con 
tangentes distintas, M. Picard demuestra el siguiente lema. Si la 
recta x = a pasa poi'unpunto doble con tangentes distintas (a, y,) 
de la curva f (x, y) == o, con las condiciones antes enunciadas, y 
hallándose x / y ligadas por la relación f (x, y) == o, el cociente 

HY» y) 
{x — af 

podrá ponerse bajo la forma de un polinomio en x / y, si en cada 
uno de los puntos de intersección de la recta x = a con la curva 
este cociente tiene un valor finito y si además los dos valores co
rrespondientes á las dos ramas de curva, que pasan por dicho 
punto doble (a, y,) son iguales. 

Demostrado este lema (*), el Sr. Picard considera la integral, 

C Q{x,y)dx 

J { x - a f f ' y 

suponiendo que la recta x — a pasa, como se manifestó, por un 
punto doble de la curva, cuya reducción efectúa restando de la 

misma una expresión de la forma v ' — , quedando re-

ducido el exponente a á a — i , pudiendo seguirse en la obra 
citada los cálculos que conducen á este resultado. 

Esta reducción efectuada suponiendo siempre que la curva 
tenga solamente puntos dobles con tangentes distintas, conduce 
á una integral de la forma 

C R (.r, y) dx 

J i * - a ) f ' y 
en la que R expresa un polinomio; y pudiéndose suponer que 
R(a?, j ) contenga á y elevada al exponente m — i , á lo más, si 
se emplea la ecuación f { x , y ) == o para hacer que desaparezcan 
las potencias de y superiores á m — i , ordenando entonces 

(*J E. Picard Traité de Analyse, t. I , págs. 60-62. 
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R(,ir, JK) así reducido con relación á las potencias de x — a, se 
ve que esta integral se reduce á una integral del primer tipo y á 
la siguiente 

C RO)¿¿r 
] X x — a)fy 

en la que R(^) es un polinomio en y sólo y del grado m — i á 
lo más. 

2 1 . OTRO MÉTODO DE REDUCCIÓN Á LA FORMA CANÓNICA. 

Desde luego toda integral de la forma / f { x , R)dx, se puede re

ducir á la forma j ^ dx, siendo F una función racional. 
cp -|- R']/ 

En efecto, / ( x , R) no puede tener más que la forma ' 

siendo cp, f funciones racionales de x . Si multiplicamos 
los dos términos de esta fracción por * — RT, se reducirá á la 
forma 

¥ { x ) 
que equivale á f { x ) 

R 

expresando / y F dos funciones racionales de x . 
Supongamos que R sea el polinomio de cuarto grado 

a ' - f $x + Y '̂2 + ô r3 + sx4. (*) 

Siendo racionales las potencias pares de |/R , y hallándose 
contenido como factor ]/R en las potencias impares, toda función 
racional de x y ^R puede ponerse bajo la forma 

P' + Q'F'R 

(*) Bertrand. Calcul integral, p. 54. 
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y multiplicando los dos términos por P' — Q' l̂ R , el denomina
dor se reducirá á la forma M + N |/R. La integral ¡Mdx se po
drá calcular fácilmente; y sólo nos falta estudiar la integral 

siendo NR una función racional de x . 
Vamos á ver cómo una sustitución racional puede transfor

mar la diferencial precedente en otra que no contenga bajo el 
radical más que potencias pares de la variable. El polinomio R 
se puede descomponer siempre en dos factores reales de segundo 
grado. Sea 

R = [ { * — m f + N] [ (x - ¡i.)"2 + v]. 

Hagamos 

x — m r — sy (0 
X ¡J- p ( T j / 

y tendremos 

x [r — o + (G — s)y\ — m [r — o {<s — s)y\ 

+ ^ ( r — sy) — m {r •— sy) 

((r— m) { r — sy) . 
X — 7« = —í — — — , (2) 

(r — p) + — s)y 

{ x — m) (p —5^) 
y de x — a = 

r — sy 

resulta 

p + (a — Í)JJ = ¡xiv — p + 0 — J)^] + (¡x— m) (? — ^ ) 

ó _ — m) {o — a y ) 
O X ¡j. — — — — {¿ ) 

{r — ?) + (s •— s)y 
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Para que en cada factor de R se anule el término de primer 
grado en JJ/, es necesario y suficiente que 

„ ( O T _ ^ + ( P _ r ) ( , - í ) N = o ) r i = N . (3) 
?<¡{m—ft)2+(o —>) (CT — .y) v = oj ? 5 v 

Dividiendo respectivamente por y ri- cada una de las ecua
ciones (3) , y haciendo sustituciones, resulta de la primera 

(w — p.)2 — + N + - — - / _ - f - - ) I s = o 
v v \ p cr y 

r s N - | - v - f - (m — ¡x)"2 

p (7 V 

y, de la segunda 
rs N + V -h ¡JL)2 

r s N 

Conociendo la suma y el producto de las dos relaciones 
f s 
— y — se deduce su diferencia; y haciendo 
p a 

[N + v + (,„ _ ^yy — 4NV = A, (4) 

se tiene que 
rr Í \0- A + 4Nv A . r s 

= -̂ 7 + 4 ,2 ,/¿ V 
? , ^ \"2 A + 4Nv A , p a 

) = — ! _ _ — = — + 4 ^ 
r s / N- v2 r s 

2 / r _ s Y1 A /p d y 
\P ff/ v2 ' \ r ^ / 

A 
Ñ2 

r s 

Para que ~ y ~ sean reales, es necesario y suficiente que 

A sea positivo. Pero se tiene idénticamente 

A = [{m — ¡x)2 + v — N]2 + 4(m — |x)2N 

= [(m - ¡x)2 + N - v]2 + 4{m - ^ v , ( 5 ) 
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pues desarrollando la expresión (4) de A, y añadiendo ó restando 
bien 4(711 — n)-N, bien 4(171 7t)-v, se obtienen dichas expre
siones (5) . 

Si N y v son á la vez positivos ó uno de ellos solamente, 
una de estas dos expresiones manifiesta que A es positiva, y 

r s 
que, por tanto, ¡T y ~ son reales. Estos casos son aquéllos en 

los cuales dos raíces, por lo menos de la ecuación R = o, son 
imaginarias. 

Consideremos, por último, el caso en que N y v son negati
vas; tendremos idénticamente 

A = [(m — [¿y + N - f v + 2 /íTvJ [(m — ¡x)2 + N + v~-2 F'Ñ~vJ, 

^ = [(m—(JL)2— N + / - V ) 2 ] [ ( m - ^ — ( ^ - N )/—v)2], 

pues los tres últimos términos cambiados de signo dan menos el 
cuadrado de los binomios escritos en la última fórmula. 

Llamando ahora a, t8, y, o á las raíces de R = o, tendremos, 
por ser, 

(X — 7ny N = O Ó X 2 2771 x -f* 7111 -{ - N = o, 

y [x — ¡J-)2 -}- v = o ó — 2 ¡j.£C + l̂ 2 + v — 0: 

« = — — , [A = , — = ! -
.2 2 2 

/ a — 3 / T — o 
luego y — N = v- y )/ — v = i ; 

2 2 
y sustituyendo en la expresión de A, A = 

16 
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Tenemos además que 

• (* + P - T - - (a + r - ¡3 - of-

= 4(ÍB - y) (a - 8), etc. 

Por consiguiente 

A = (a - o) (fá - y) (a - y) - S), ( 5 ) 

siendo a. y [i las raíces del primer factor de R y y, o las del se
gundo. Como estas cuatro raíces son reales, se las puede agru
par según convenga para formar los dos factores de segundo 
grado, haciendo de modo que A sea positivo. 

Si por ejemplo a, ,8, y, o, se hallan colocadas por orden de 
magnitud creciente ó decreciente, los cuatro factores de (5) serán 
de igual signo y A positivo. 

De la primera ecuación (2) se deduce 

{m — p.) (ra — so)dy 
x = " F - p + + 

y de las ecuaciones (3) resulta 

N — rs v — <J? 

{m - a)1 (o - r)\a - s) ' {m - V ) \ (r - f) {a - s) 

N (? — f f _ {m — ^y [(p — — r a + r a ] 

r a — s . 

rHm — [J-V2 + N ( a — r f . . 2 ra — Jo 
—^ — — = {m — y)1 
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y análogamente se obtienen 

oHm — a)"2 + ( p — r)-v ' v2 re — s~ 

(«—¡t )8 4- T — •yyN = (;k _ ^ $ 

5 5 
i"P — rcr 

a2 ( w — UL)2 + í'7 — -y)9 v / \-2 s t — r a 

9 — r 

Sustituyendo los valores de dx, x — m y x — v- dados por 
(2) en 

dx 
(7) 

y ' [ ( x - ^ + N ] [ ( x - t x y + v] 

y valiéndonos de las cuatro últimas fórmulas, después de haber 
desarrollado y reducido á un común denominador la cantidad 
sub-radical, la (7) se reduce á 

dy 

r s A / ? 5 . 
^ ) : :. r 

a — s p — r / :\<J — Í o — r 

y según el signo de los coeficientes, el radical se reducirá á una 
de las formas 

i { i - y ) ( i — £ 2 y % / ( i — / ) ( i + ^ y ) , 1 / ( 1 + / ) ( i + ^ y ) . 

Supongamos que sean reales las cuatro raíces de la ecua
ción R = o, y sea 

R = (̂ r — a) {x — $) {x — y) {x — o); (8) 

la transformación (1) establece entre x é y una relación de la 
forma 

x . 
r -\- sy ' 
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Para que el polinomio R quede sustituido por ( i — y2) 
( i — ^y-) , es necesario que los numeradores de los cuatro fac
tores sean respectivamente i + x i — i ky, i — ky: Ha
gamos pues 

x — a 

X 

r -\- sy r -\- sy 

i + ¿y 
r -\- sy 

(9) 

r-\-sy 

Tendremos que 

x — (3 B i —y t̂: — o D i — ky 
x — a A i + J ^ ' — y C i ky 

(10) 

Haciendo en la primera de estas identidades t̂- = o y x = y 
y en la segunda x = (3, x = a, resulta, considerando que los 

valores correspondientes de y son: -f- —, — —, + i y — i , 
k k 

8 — P _ B k — i y — P _ B ^ + i 
8^—a A y — a A ^ — i ' 

o _ D l — a — 8 _ D l 4 ^ 

y combinándolas dos á dos, 

' B \ 2 , ( B - f t ( y - p ) 

( i i ) 

A / (° — a) (y — a) 
(fi — B) ( a — o) / D y _ (P — o) ( a - B ) 

\ c y ( P - y ) ( ^ - y ) 

/ I - ^ \ 2 _ ( P - B ) ( a - T ) 
_ ( P - y ) ( a - B ) 
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y podremos elegir el orden de las magnitudes a, [3, y, o para que 
los segundos miembros sean positivos y por consiguiente reales 

B D l — k AJ ^ B D 
las relaciones — , — , —•— . Adoptando para — , —- y los 

A C I - M A C 
valores deducidos de las últimas ecuaciones, las (10) dan el 

i 
mismo valor de x para las cuatro hipótesis y = ± i , y = ±. j¡r , 

de manera que son idénticas. 
La tercera de las ecuaciones (12) da 

^ = + 1 / ( í ^ - 5 ) (a — T) 
f (3 I + k - 1 ( l 3 _ r ) ( a — 8 ) 

Se podrá, adoptando el signo - j - ó el —, tener á voluntad 
< 1 ó ¿ i > i . Las ecuaciones (10) dan por diferenciación 

1 (13) 
d x D dy \ 

( l —• y) == — 2 k • , 

Multiplicando estas ecuaciones miembro á miembro y divi
diendo su producto por el de las ecuaciones (10), resulta 

(¡3 — a) (o — y) dx -
4% {X — a) ( X — fi){x — y) {X — 0) 

dy* 

y la diferencial 
(1 ' 

d x 

Í ± { x — a) { x — $ ) { x — y ) ( x — 0) 

se reduce á la forma 
Mdy 

1 ^ 7 - y ) (1 - W ) ' 
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dx 

Así pues, resulta de lo expuesto, que la diferencial se 

puede reducir á la forma 
dy / ( L — M / ) (L' —M>2) 

Distinguiremos tres casos respecto á los signos. 
1.° Si L y M tienen igual signo, así como L ' y M ' , ha

remos 
M , , L M ' 

M L ' 

La diferencial se reduce á 

^ M L / ( i — ^ ) ( i — K ^ 2 ) 
siendo K á voluntad mayor ó menor que i , porque el orden de 
magnitud de los productos ML' y L M ' es arbitrario. 

2.° Si M y L son de igual signo y M ' y L' de signo con
trario, se puede hacer 

M 2 . L M ' „.2. 

y la diferencial se reduce á 
i ^5 

| / _ M L ; / ( i — ^ H T F K V ) 

L L ' 
o 0 si v — son negativos, se hará 

M M ' 

L ^ — ^ , ML' 

y la diferencial se reducirá á 
i dz 

(í6) 

/ - M L ' ) / ( i + 0 ( i + K2^) 
(17) 
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Las diferenciales (15), (16) y (17) pueden reducirse á una 
sola forma, haciendo respectivamente 

y = sen <f, z = eos -f, 0 = tg cp. 

Se tiene entonces 

dx dx 

y (1 — -r2) (1 + K-2,r?) Í 1 — K"2 sen2 cp 

/ ( I - ^ H I + K2*2) ; - — - _ - , / K"2 
F i H- K- 1/ 1 — sen2© 1 + K2 

dx 

F ( i + . r 2 ) ( i + K 2 ^ 2 ) F 1 — (1 — K'2) sen2<p 

De manera que la diferencial se reduce á la forma única 

d'jj 

Í 1 — sen2 cp 

2 2 . POLINOMIO DE TERCER GRADO. Debemos considerar 
especialmente el caso en que R se reduce al tercer grado. Una 
de las raíces, o por ejemplo, debe considerarse como infinita. La 
segunda de las fórmulas (12) manifiesta que también será infi
nita D. Las otras dos se reducen á 

( ^ \ = I z z l f 1 - ¿ \ 
W y — a ' \ l + k ) 

a — v 

La ecuación (14) se reduce á 

(¡3 — a ) ^ 2 dy2 
4¿{X — a) — |3) {x — y) ( I —y2) (i - P f ) 

y la fórmula de transformación es 

x —• B 1 —y 
x — a A 1 ^ - j / ' 



56 LIBRO 1.° CAPÍTULO I I I 

De todas maneras la raíz cuadrada de un polinomio de 
cuarto grado se puede reducir á la de otro de tercero. En efecto, 
se tiene que 

]/ {x - a) {x — ¡3) (a? — Y) ( — 8) 

— ^ 
X ¡3 x —- Y — o 

Hagamos 

.r —̂  a x — a — a 
— p 

x —• a 

T Z I % I 2 

sustituyendo, tendremos 

i T ^ - a ) —P) (̂ r — y ) o) 

= (P — a)2 | / [ft — T + ÍT — [ f i — a ) 0 ] 

OBSERVACIÓN. Como se ha indicado (pág. 41), las integrales 
elípticas se reducen á los tres tipos 

C dx C x^dx 

/ / T T - ^ ) (1—^.r'2) ' j / T T - ^ ) ( i — 

| (se9 + y (1 — ^ ) (1 — k'1 x') 

que se llaman integrales de primera, de segunda y de tercera es
pecie. Legendre hace x = sen f, y entonces se transforman, l i 
mitándolas, en 

r<u d'-o sen2íp<is 

y' j p sen"2 cp / f I — ^ sen-2 ? 
J o 

/ (sen2 © + ]/ 1 —- ̂  sen2 cp 
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Legendre, según ya hemos dicho, sustituiría la segunda por 

J o i — /é2 sen'2 cp 

y bajo esta forma representa un arco de elipse cuyas ecuacio
nes son 

x = f t — k' eos f, -y = sen <p 

de donde ha venido la denominación de integrales elípticas. 

§ 3 . ° DIFERENCIALES BINOMIAS 

2 3 . REDUCCIONES PRELIMINARES. Se llaman diferenciales 
binomias las que tienen la forma 

xm{a + bxnY dx, 

cuya generalidad no disminuye suponiendo que m y n son ente-
2̂  i 

ros, pues si se tuviese x'i{a-\- bx'¿)pdx, se haría x = t6, de 
donde dx = 6t5dt; y se tendría que integrar la expresión 
ót* { a + ót3)p dt. 

Se puede suponer también n positivo, porque si se quisiese 

integrar xm{a + óx-n)pdx, bastaría hacer = - para reducir 

la integral á — tm~2{a + ótn)p dt. 
En cuanto á se le debe suponer fraccionario, porque de lo 

contrario la expresión se reduciría á un polinomio entero, como 
se ha visto (pág. 15). 

Se pueden integrar las diferenciales binomias en los dos ca
sos siguientes: 
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i.0 Cuando — — es entero. En efecto, si hacemos 
n 

a Ar bxn = z, tendremos 
i i 

x 

— i 

dz. 

La diferencial propuesta se reduce á 

que se hace racional en nuestra hipótesis; pues si p = - \ ha

ciendo z = tr, tendremos una función racional. 

fu ~\~ I 
2.° Cuando — no es entero, pero 

n 
m i , , , 

— -\- p = entero, 
n 

tendremos que 

xm{a + bxn)lp dx = xm + nP{ax- n + b) p dx; 

y repitiendo el razonamiento, se verá que la expresión es inte
grable si 

m np i , m ^ 1 \ j , 

. - — — o + p 

es entero; debiendo hacer en este caso ax n -{- b — z. 
i 

Ejemplo. Sea x^a bx^y dx. Se tiene que 

4 + .I _ 5_ 4 + £ + 1 = 2 ; 
• 3 3 ' 3 • 3 

luego la segunda condición de integrabilidad queda satisfecha, 
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2 4 . INTEGRACIÓN POR PARTES. Se puede reducir sucesiva
mente la integral de la diferencial binomia, ya reduciendo el ex
ponente de x fuera del paréntesis, ya. el exponente del binomio. 

i.0 Tenemos 

¡*mÍa + t>*n)1P dx = + bx^Y dx = fudv, 

haciendo 

nb{p - f i ) 

por consiguiente 

m — 1 f , , \ 

La nueva integral, será más sencilla, si m es positivo y mayor 
que n, y p negativo; porque p - f i tendrá un valor absoluto me
nor que p. Pero se puede obtener una fórmula en la que el ex
ponente x exterior al paréntesis sea el sólo que disminuya, pues 
tenemos idénticamente que 

x™-n{a + b x ^ y ^ 1 = xm-n{a + bxn)p{a, + bx") 

= axm-n{a - f bxny - f bxm{a + ^rre)^ . 

Por consiguiente, 

= a jxm-^(a + dx + ¿. + b^)p dx. 
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Sustituyendo en la ecuación (a), se tendrá 

nd{J>+i) J ^ 

Transponiendo el último término y reduciendo, será 

/ xm(a + dxn)Pdx = ——^ -pT^ 

^ ( ^ - ^ + i ) r ^ - r a ^ 4 . ¿ > ) p ^ (A) 
4- ^ + I ) j 

Se ha disminuido en n unidades el exponente de xm; y con
tinuando el procedimiento, se podrá disminuir en el mayor múl
tiplo de n contenido en m. 

Si se tuviese m — ín = n — i , expresando in dicho mayor 
múltiplo, la integral ¡x™-™{a + bxn)P dx se podría obtener in
mediatamente, porque se reduciría á 

x n - i ( a J r óxn)P dx = ± — — — — — + J v - r ; 

Pero la igualdad m — i n ^ n — i se reduce a 2-^1, 

y la primera condición de integrabilidad queda satisfecha. 
Cuando + ^ + 1 = o, el segundo miembro de (A) 

se reduce á 00 — 00 , y la fórmula es ilusoria; pero como 

^ - f ̂  = o, es decir, un número entero, resulta el segundo 
n 

caso de integrabilidad, y la integral se obtiene inmediatamente. 
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2.0 Tenemos 
Ĵ0 , , -r»i -+• 1 

Integrando por partes, resulta 

^xm{a-\-bxn)v 

xm + í i a ^ r b x n ) P pnb C { 
= j — — — - — / ^™ + ̂ ( ^ 4 - ^ « ) p - i ^ r . \ 

w + i m + i j ; 1 

Por esta fórmula el exponente del binomio ha disminuido en 
una unidad, pero el exponente de ta x exterior al paréntesis ha 
aumentado en n unidades. Para reducir este exponente, cam
biemos m emn + n y p Qnp ~ i en (A), y resultará 

í x ^ { a + b x n ) P ^ d x = ^ + 
•' b{np -\~m-\- i ) 

{m-\- i ) a f 
biiip -f- m i ) 1 

Llevando este valor á la ecuación (6) y reduciendo, ten
dremos 

[ ¿ - { a + bx*)P dx = * ' + i { * + b x - V 
J np -\- m-\- i 

+ - T - r r— / xm^a + bx^)v~^dx. (B) 

Por medio de esta fórmula se quitarán sucesivamente todas 
las unidades que contiene el exponente del binomio. 

La fórmula B se hace ilusoria cuando np m + i = o\ 
pero entonces nos encontramos en el segundo caso de integra-
bilidad. 

Ejemplo. Sea la integral 

\ x^ía + bx^y dx 



72 LIBRO 1.° CAPÍTULO I I I 

Se reduce sucesivamente por la fórmula (A) á las siguientes: 

íxlí{a + bxzY dx, j x{a -{ - bx?y dx\ 

y esta última por la (B) á 

j x{a + bx^y dx, . j ' x { a + bx3y dx. 

2 5 . CASOS DE SER m Y p NEGATIVOS, I.0 Vamos á dis
minuir el exponente de x fuera del paréntesis. Para ello despe
jemos en (A) el valor de / xm-n{a + bxn)P dx, y tendremos 

r , \ r xm-n + 1(a- i -bx^P^1 
/ xm-n(a + bxn)P dx = •—-1 
/ v {m — n + ^ a 

{m — n- \ - i )a j 

Cambiemos m—n en —m ó #2 en — m ^ n , y tendremos 

x-m(a-{- bxn)P dx = — r— 
/ { m — i ) a 

—• l )a J 
Por el empleo repetido de esta fórmula, la integral se reduce 

á la siguiente: 

j x - m + a + V n i a _|_ bxn)P dx, 

en la que in representa el mayor múltiplo de n contenido en m. 
. Si se tuviese — m + (/ + i ) ^ = ^ — I , la última integral 

se reduciría á 

{ x n - H a - f bx-)P dx = ^ + + 1 _!_ c 
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Pero como se tiene 

— m -\- 1 
= — z = núm. entero, 

nos hallamos en el primer caso de integrabilidad. 
Si p es negativo, de la fórmula B resulta 

j ' anp 

, np -{- m -\- 1 r 
+ 7 / xm {a + bxn)P dx. 

anp \ x 1 

Si se cambia en este resultado p — i en —p 6 p en p - j - i , 
se tendrá 

j ^ ( / ^ — i ) 

m-\-n — i pn C 

Si i , el valor absoluto del exponente del binomio habrá 
disminuido en una unidad; y continuando la reducción, se aca
bará por reducir este exponente á hallarse entre o y i . 

xm dx 
Ejemplo. Sea • : . Tenemos see:iin fA) 

Í I 4 .r2 

[ x™dx _ ^ a - ^ T-^lx? m — i f xm-2dx 

+ ' f l - ^ m m J r ' 7 ^ 

Haciendo sucesivamente m = i , 3, 5, . . . . , se tendrá 
xdx 

_ = — í l — x * , 
F 1 — x* 
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x3 dx 

i — x: 

dx 

Í i — x2 

= - — Í l - x > + 
xdx 

3 / r 

5 5 / ( / i 

x3 dx 

Y obtendremos sucesivamente 

i — x* 
= — / i — ^2 , 

ce3 dx 

Í l — x * 

X * 

3 1 - 3 

^ + 4 ^ + _ ^ . ^ | / i 

\ 5 3 - 5 1 . 3 . 5 J Í i - ~ x l 

En general, si ?n. es impar, se tiene 

r xm dx 

Í 1 — X * 
+ ; ; + 

m 

+ 2 . 4 

1 • 3 m - 1 

Si m es un número par, resulta 

xmdx 

j y 1 — x2 

1... m— I 1 r 
+ ^ F 

2 . 4 . . . m J 

[xm - 1 _ ^ (m — i)xm - 3 _j 

m {m — 2 ) w 

; . 1 • 3 • 5 . . . (m—i) . ^ 
1 — x2 + — — J- are sen x- \ - C. 

2 . 4 . 6 . . .m 
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2 6 . MÉTODO DE DIFERENCIACIÓN. Podemos diferenciar 
bajo el signo /. Así, por ejemplo, se tiene que 

j nxn-1(p + 1) (a - { - 6xn)P dx = {a-{-dxn)P + i ¿ ~ i , 

Diferenciando i veces con respecto á ¿, tendremos 

j ^ ( í - H ) - í ( p - ^ i ) { a + hn )P : - ip{p — i ) . . . { p — z - \ . i ) d x 

: db1 ' 

y cambiando p — i en q, 

j n { q + l ) { q + 2) + - ^ + ^ « ) ? ^ r 

Apliquemos el método de integración por partes á la integral 

Am = j xm{a + bxn)Pdx. 

Con este objeto, diferenciemos la expresión situada debajo 
del signo / ; tendremos 

d\xm{a + bxn)P] = mxm-i{a + bxn)Pdx 

+ /¿^ . rm + re - 1 (¿Í - f n) ?J - 1 

= [mxm -1a{a^ r bxn)P~x -\- 7nbxm + n-1{a-\- bxn)P~^ 

+pbnx™ + n - i { a -\- bxn)P - 1 ] ^.r, 

es decir, cambiando / en / -f- i é integrando, 

x^{a + ^ ^ P + i = maAm _ j + ¿ ( ^ + ^ + 4Am+W-lt , 
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fórmula de reducción que permite aumentar ó disminuir en n el 
exponente de x exterior al paréntesis. Para efectuar la reducción 
del exponente p, tenemos 

dxm{a - f bxn )P = mxm-1{a + bxny dx 

+ pbnxm + n-x{a -\- bxN)P -x dx =^ [xm~^{a + bxn)P {np + m) 

— apnxm-'[{aJr bxN)P-v\dx\ 

de manera que si se hace 

Ap — jxm{a - f bxn )P dx, 

resultará, integrando y cambiando m en m-\- i , 

xm-\ - i (a 4. b x ^ P -— (np + m + — apuK^-x. 

Luego: Toda integral de la diferencial binomia puede redu
cirse á la forma 

xm{a bxN)P dx, 

en la que m n son enteros y p está comprendido entre o y i , si 
no se puede reducir a l caso p = o. En fin, se puede suponer 
m < n j n \ > o. 

Ejemplo. Sea la integral 

c i . _ P_ 
\ ^ _|_ Y Haremos Ap = / {a? + x1) 2 dx\ 

-P. 
y diferenciaremos la expresión xm{aJr x"-) 2. Será pues 

d _ L -P- - t ó / N 
- ^ ^ { a ^ x 1 ) * = mx™-l{aHx*) 2 -pxm+l{a*+x*) 2 [ 

= (m — p ) x m - 1 ic? + x2) 2 + a?px™ - i {c? + x2) 2 , 
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ó integrando, y haciendo m — \ , 

x{c? + = ( i - p ) h p + ^ A p + 2 

ó A , + 2 = - A,, + ( ^ + f . 
a-p asp 

Así, 

A ' = ^ + • A* ^ + ~ ^ + ^ ' 

pero A., es igual á log (x + )/ ̂ 2 + ^ ) . El valor de Ag es pues 
conocido. 

También diferenciando p veces con relación á a la fórmula 
_ i 

log - f / a + jr'2) = / dx(x2 + a) 2" 

se llegaría al mismo resultado. 
2 7 . EMPLEO DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADOS. El mé

todo de los coeficientes indeterminados conduce en algunos ca
sos rápidamente á la obtención de la integral, que igualaremos á 
una expresión conveniente, cuyos coeficientes se determinan 
por identificación. Así tenemos, por ejemplo, 

f IOX3 + IOX4 + 4X3 + yx2 — KX — 1 
/ dx 

J F 1 + 2jr + 

= K + «3 + ^ á ^ 2 + + a0), 

í 1 + 2X + x2 + K T ^ . 
J F I + 2 X - f X2 

Diferenciando, resulta 

lo-y3 + io^4 + 4^3 + /x2 — $x — 1 

y 1 + 2A: + .r2 
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/ I 4" 2X + x ' 

IOX3 + IOX4 + + 7^'2 — 5-^ — 1 

= {4a,x3 4- 3 ' ^ x 2 + 2a¿*7 4- « i ) (x2 4- 2X + i ) 4- ( i + ^ ) 

X (a4x4 - f ^ x 3 4- ^2^2 + " f «o) + K-

Identificando, se tiene: 

i o = 5^, «4 = 2; i o = 9^4 + 4^3 = 18 4- 4^3> 

lo i i 37 7 
a3 = — 2; a.2 = —-; = — — , ô — — K — / . 

Ejemplo: 

f i o x * + 3o^4 - f I2^3 4- 2i.r2 —• 1 5 ^ — 1 

J f 4 + 2.1? + 3 ? 

== (2.r4 4- .r3 — 3X2 + 4.T — i ) / 4 + 2^ 4" 3 

— Í6 
dx 

siendo 

dx 

Í 4 4 - 2x + 3 ^ 

= — log ( i 4 - 3 ^ + / 3 y,4 + 2 ^ + 3 ^ 2 ) 
j I / 4 + 2.r + 4 ^ 2 / 3 

2 8 . EMPLEO DE UNA DIFERENCIAL. NO solamente son al
gebraicas las diferenciales de las expresiones algebráicas, pues 
también ciertas expresiones que contienen logaritmos y líneas 
trigonométricas inversas pueden tener diferenciales algebráicas. 
Esta circunstancia permite obtener ciertas integrales. 

d x { i 4- ^ ) 
Ejemplo 1° Sea la diferencial 

(1—-r2)!/ 1 4-*4 
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Hagamos, según Euler, ¿ = p. 

Tendremos 

dx f z i i + .r2) dp x d { i + ^ 1 
dp = -, , — = ) 

( I — / I + / ( I — I + * l 

luego 

/* dx ( i + -r2) 

(i — ^ 2 ) ] / i + ^ f 2 j Í r + p 

d x { i — xl) 

L /* ^ — 1 Y ^ i + ^ + ^ A t 

2.0 Sea 

Hagamos 

(1 + ,r2))/ 1 H-̂ 4 

- = p ; sera f 1 —/2 
1 + x l 1 + x2 

— .r2) |/2 - x2) 1/2 

(1 + x y i i — p * (1 + x2) y' 1 +" x" 

J x ( i — x"2) 1 1 x l / 2 
- — are sen p — • • are sen 

(1 +.x-2y 1 + x 4 1/2 1/2 i + ^ ' 2 

§ 4.0 APLICACIONES 

I . / ~ ¿/x = — x — 4)/ x — 4/ ()/ x — 1) . 
I — K x 
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2. 
/ x + i + I 

]/ — x (x •+ 
Í a — x 3 

[ x d x 2 . i , . x 
3- / = — - ] a — x ( x • + 2a). 

4. / ~\ — dx •= Í . i — x"2 — are eos x , 
4 j F i + x 

5. /* ^ ¿ /x = — — / i — x 2 ^ - — are sen x . 
2 2 )/ i — x " 

dx 
= 4 = ^ ! — i + S ^ + í ^ j / i — 2 X + 3 x 2 | 

j / i — 2 X - 1 - 3 X 2 1/3 

3 

7. / x 1/' ̂  + ¿ x ¿3?x = . — ( a + b x ) 
J 3^ 

a -\- bx . 
í a + b x b 

3 

10. 

|/ X 

¿ÍX I j 

Í x + a — Í x — a 3* 
= — Ux -\- a)2 + ( x — a) 

3a \ 

[ Í X , 2 - i / x 3 1 1 . / [ dx — — are sen 1 
j / ^ s — xz 3 a 

C 1 , 1 , Í x - \ - a — f a 
12. / v d x = — log — 

j x M + x ya y x + a + y a 
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C i . . 2 "i I x — a 
13- / — — dx == — art tg / . 

J x \ x — a l/a ' a . 

f dx r , / 1 — x — Í 2 
14- / = - = log \ s-

15- f ^ — r = 2 log ( i + Í X ) . 
X 

16. [ ^ ^ = 2 j/x + log ^ . 
J x — i f x + I 

f dx 2 r 1 n 
I 7 j f ^ + 7 ^ = ^ L ( - + « ) 2 - - 2 J : 

18. / ] / ^ ¿/x = - )/ ¿j;"2 — x- + ^ are sen — 
J f « — x 

/* / "** r" xdx • 
19- / I , / , — = K i + x + x2 

I + ^ + x'2 

/ ( i + 2 X + 2 / I + ^ + X2] 
2 

7 = = = [- ^ j f H - x + x2 
/ i + x + x2 \ 2 4 / 

— -7 ^ + 2X + 2 F' I + X - | - X2) 

8 

21. ^ ) / i + x + X2 ^ X = ^ + ^ R + | / ( l + 2X + 2R). 
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22. j x + x + -r- = i R3 + i + ^ R 

— / (í + 2X +2 R) (R — ^ I T ^ T ^ ) . 
16 

/* . T ^ X 2 2 + X 
23- F (I + X + X2)3 3 )/ I + + X 2 

24- í _ = 2 X — I + / ( I + 2:t: + 2R)> 
J / ( i + x + x-2)3 3 R 

r ¿/x 7 2 + x — 2R 
25- : = / — • 

J x F 1 + x + x- x 

* í dx 1 1 .2 + x — 2R 
26. / — = — — R — - / . x ^ \ 1 + x + x'2 2 x 

27. i ^ - = J L / ( ^ + 2^r + 2}/¿R) ( ^ > o ) 
j M x + ¿x"2 j / ^ 

0 r x j x x — ^ 
28. / — = — R + r are sen . 

J y 2rx — Xa r 
T x^dx -xr + x T, . 3 , x — ^ 

29. / = — - — R + - r2 are sen . 
J |/ 2rx — X2 2 2 r 
C dx R 

30- — r = 

31-

X y 2rX — X2 r x 

dx ir + x)R 
,2 .̂2 x2 y 2rx — x'3 3^ x 

32. /" x i d x = / ^ _ ^ ! + ^ + i ) R 
/3 + 2X + X2 \ 4 12 3 

7 / (1 + x + R) 
2 
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G A P Í T U I f O I Y 

Integración de las funciones trigonométricas 

y exponenciales 

§ i.0 FUNCIONES QUE SE REDUCEN Á LAS FUNCIONES ALGEBRAICAS 

2 9 . INTEGRACIÓN. Se reducen á las funciones algebráicas, 
por simple sustitución, de las integrales que contienen bajo el 
signo / una función algebráica de una transcendente, multiplicada 
por la diferencial de esta trascendente. Así sucede á las integrales 

[ f{ex) ex dx, I f { l x ) — , / / (sen x ) eos x d x , etc. 
x 

Por ejemplo, si se quiere obtener 

dx C,-, \ a x 
J X 

dx 
se hará l x = z) y será — = dz] 

x 
luego 

r . . ^ dx r , sre + 1 ' ( I X Y + 'Í 
\ { I x y — = / Bndz = + C = ^ - L + C. 
J x J n + 1 n + 1 

§ 2.0 INTEGRACIÓN DE znPdz. 

3 0 . DEDUCCIÓN DE LA REGLA GENERAL. Supongamos que 
en znPdx, sea z una función transcendente de x . Escribiremos, 
para integrar, 

/ P ^ P , , m l ^ X , / P S £ ^ = . P 3 
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y se tendrá 

l z n ? d x = Pizn — n ¡ zn-1Vldz} 

¡ zn- l? ldz = P , ^ - 1 — (n — i ) ¡zn-2?.2dz, 

jzn-'¿P.2dz = R $ » - - | + {n — 2) h** 3 p 3 ^ ' 

por consiguiente, 

/ snPdx = P ^ " — 7tP,zn-1 + n{n — i ) P 3 ^ - 2 — 

± 1 . 2 nPn + 1. {d) 

Ejemplo i . 0 Sea P = ^ ' « - 1 , ^ = / . T ; 

se tiene 

xm C xm dx xm 
- p ^ ¡ x™-< d x = , P, = = — r i 

m f m x m 

r Xm r f / 
x"1-1 i l x y d x — ^— (/^)w — ^ 

j m L 

i . \ (^v)n-2 , 1 . 2 
+ ^ ( ^ — i ) ± 

w - 1 

7/2 

. . n~\ 

11 J 
Haciendo 7« = i , tendremos 

¡ { l x ) n d x = x[(¡x)n — ^^(/x)'1-1 + ± i . 2 . . . n ] . 

2.° Sea P = i , 0 = are sen x , 

se tiene que 

p, = f d x = x , P2= / - = = — y i — x2, 

P3 = - ¿ ^ = ^ = / ^ = - x , 
^ )/1 — X2 
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La fórmula ( i ) se reduce á 

/ dx{arc sen x)n = \ v + ^ / i — 
L are sen x 

n (n — 1) — ^i-c sen x ) n . 
(are sen x)2 I v 7 

Si hacemos are sen x = z, se tendrá 

Í i — x - = eos 5", dx = eos 

y ía fórmula anterior se reducirá á 

¡zncos zdz = sen z [zn — n(n —- i ) z n - * 

+ n{it — i ) {it — 2) (;/ — 3 ) ^ - 4 i 

+ eos z\nzn-1 — % — 1) (« — 2 ) ^ - 3 + ] 

En general, tendremos 

/ / ( x ) eos = i f { x ) ~ f " { x ) + / ^ V ) - ] sen x 

+ í / / k - / / % r ) + ] cos,r. 

31. CASO DE SER n NEGATIVO. En este caso se emplean 
artificios especiales. 

Ejemplo i . 0 í , siendo n positivo. Haremos log x - ^ z 

y sera 

J z n {it ~ 1 ) ^ - 1 « - 1 j ¿«=n[ • 

Por medio de esta fórmula se hará depender {eZdz de J zn 
'ezdz 
—— , que sólo se puede obtener por medio de una serie, y 

r d x 
la propuesta de / . 

I x 
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Así tenemos que 

rezdz -eZ + Íel—L 

2 \Z- Z 2 Z 

•e*dz P = n i - i i M 1 feZdz 
— — ez v — ^ -

p l ' . p \{m — i)pZm-P {m — i ) \ 

r exxdx 
Ejemplo 2.° j ( T + ^ f ' ' 

Haremos i + x = z, x = z — i , 

y será 

i / C dz í dz 
= 7 p ^ T - r v 

e 

Integrando por partes, tendremos 

L e * d z = \ -d{ez) — — — ezd l - ) = — + e 
dz 

z z z \ z l z z -

por consiguiente 
r exxdx _ i ez g 2 ^ 1 ^ 

/ ( r + x f ~ e z z i \ - x 

3 2 . OTRAS INTEGRALES. La integración por partes con
duce á 

r , eax eos b x . b C nn, i 
/ ^«^ eos bxdx = + - 1 âa; sen bxdx, 
/ a y ' a j 
r 6ax sen ¿ /* 
/ eax sen ^ r ¿ / x = \eax eos ^¿ /x , 
/ a a 
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y de estas dos ecuaciones se deduce 

. „r ' , a eos bx 4- b sen bx \ eax eos bxdx = 

r ^ , , « sen bx — b eos bx 
/ sen = _ eax. 

Se tiene evidentemente 
(a + 6í)a; ^ i . " 

/ + ̂ > dx = - - = + ' 
a - j - ¿z* «2 -f- b'2 

pero + (cos _^ i sen 

é igualando las partes reales y las imaginarias, se obtienen las 
fórmulas anteriores. 

La integración por partes permite reducir las expresiones 

/ eax eosnbxdx é / e*** sennbxdx', 

pues tenemos 

r eax nb C 
eax w ^ b x d x = cosnbx — - f — / eax c o ^ - ^ x sen bxdx. 

J a a I 

Una nueva integración por partes, da 

j eax cosn~xbx sen bxdx = — c o s " - 1 ^ sen bx 
a 

— _ / eax[cos>nbx — {n — i ) cosn-Hx serrbx] dx. 

Sustituiremos sen2 bx por i — cosnbx, y sustituyendo en la 
primera ecuación el resultado obtenido, será 

fe**cos*bxdx=aCOs d'r + n b sen ^ e** z 6 & ~ H x 
J a1 A- n1 h'1 dl + rí1b'í 

a1 - f - nlb'1 
+ - v - ; — ~ ^ / cosra-2^r^r, 

n- -4- / 
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y de igual modo se obtendrá la segunda expresión. Tenemos 
además 

\ eax sen xdx = • (a sen x - eos x ) , 
J i - f ^••J ' 

r , eaxSQV]. X . . . 2 ^ . 
/ sen* xdx = sen — 2 eos ,r) -—- - — -
J 4 + a 2 ^ ( 4 - r « - ) 

*§ 3.0 INTEGRACIÓN DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 

3 3 . ALGUNOS EJEMPLOS. Para integrar/(sen A-, eos ,r)¿¿r, 

cuando / expresa una función racional, haremos tg ~ x == 2, y 

resultará que 

I I 2Z 
sen x = 2 sen — ,r eos — ,r 2 2 i + 02 

1 W I — .sr2 2dz 
eos ,tr = eos- - x — sen- - x = —, , dx = —•—- , 

2 2 i -\- zi i -{ - Z' 

por consiguiente 

/(sen x, eos -ir) = / ( — , — - — — - — , 

función racional con relación á 0. 
Desde luego se integran fácilmente las funciones siguientes: 

, , sen2 x . ' 
i . 0 í sen x eos dx = í sen sen ^ = — + C 

1 2 

í sen -r eos x d x == — 7 sen 2,r¿¿.r = — sen i x d í z x ) ; 

luego / sen x eos ,r(i,r == — — eos 2,r + C. 
4 



FUNCION-ES TRIGONOMÉTRICAS Y EXPONENCIALES 89 

„ , . , Cd eos x 
2.0 / tg . r ^ r = — / = : — log eos x - f C 

/ eos x 

ó A g x d x = log — 1 — + C. 
J eos x 

r r f d sen x 
3.0 / eot x d x = / == log sen ,r - f C. 

f sen ,r 
0 í dx f dx-.cosKv 

4.° / = / log tg ,r + C. 
/ sen x eos -r / sen x : eos ,r 

d 

= log tg - x + C. sen x l 1 1 2 
sen — x eos — ,r 

2 2 

6.° /•.'/-'- . log tg f f 
/ eos-r \ 4 2 

7.0 j d x f 1 — c o s x = j 2 d ^ — ^ x 
sen — 

2 
/—' x 

— — 2 f 2 eos — + C. 
2 

1 r dx 
asenx + ^eos,r j / ¿2 ^ | « sen x ± b eos ce 

)/ dl + fá*+¡)x 

Si se haee = eos _ _ _ _ _ = sen k, 
Í cf + Ü1 Í a1 4- ¿á 

será 

dx t í dx 
sen x + ¿ eos ,r j / 2̂ _ j_ J sen (,r - f k) 
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/ tg + C. 
y ^ + ó* 2 

g ° ( — ; Para integrarla, 
/ a sen + 3 eos # + c 

haeiendo tg - x = 0, tendremos que integrar la fracción 
2 

2az + ¿ ( i — 2f2) + (̂1 + ^ ) ' 

lo que da, según los casos, 

{c — b) tg 1 x - { - a 
are tg 

]/ c'2 + ^ — a2 F ^ — ¿á — a1 

(c — ^) i g - x - \ - a-r- y' ̂  I f ¿-2 ? 

log — + C. 
^ á + — c- Íc _ b \ i g L x + a + i ár + ¿"2 — c1 

2 

10. Sea la integral 

r x%dx C x x cos x d x 

J {x sen x + eos x f J eos ,r sen x + cos r̂/2 

Integrando por partes, el segundo miembro se reducirá á 

,r 1 . sen x --— ,r cos .r 
— • + tg ;r = • , • 

cos x x sen x + eos x x sen x -f- cos ,r 

I I . Sea lm = í — - ^ A •• Tendremos 

J {x1 + a1)1'1 
1 Ca^-^r x?—x* 1 1 f x-dx 

IJ/I = -rr / —; ^—• " X — —r ^« — 1 
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r % d x 
Escribiendo la última integral bajo la forma / •—-— .r, 

resulta 

x \ X ? { 1 1 dx 
{a2 + x*)™ - 1 2 ( 1 — 7;/) j 2 ( i — (a-4 - f - x-)m - 1 

y finalmente 

j 1 , m — 3 ^ _ T 

3 4 . PRODUCTOS DE SENOS Y COSENOS. Sea 

/ sen («,r -f ¿) sen {cC x + 

Tenemos que 

sen (^r + ¿) sen (V ,r + = —1 i 
2 

_ eos \{a + « V - f 3 + b'] _ 
> • 

2 

de donde 

T / 1 LN / » 1 I / A 7 sen [(¿z — - f ^ — ¿I 
/ sen [ax + sen {a' x + ^ = 

2 [a — ri '\ 

+ C. 

2{a — a ) 

sen \_{a + ¿z')^ + ^ + ^'J 
2{a -\- a') 

3 5 . DIFERENCIALES DE LA FORMA senm,r z o ^ x d x . 

1.0 Si hacemos sen x = z, tendremos 

JL̂  _ 1 
eos * = (1 — s2)2 y = (i — 7 ¿ir, 

M — 1-
senmx cosMx = 2rm(i — ¿;"2) 2 dx. 
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Si n es un número entero impar, positivo ó negativo, se po
drá integrar, para cualquier valor entero de m. 

2.0 Sean m y n números positivos. Se podrá reducir la in
tegral á otras más sencillas mediante la integración por partes, y 
tendremos 

/ senm x eos74 x d x = / eos'1-1 x senmx eos x d x 

r rsen'7l + 1x 
= / eos" - 1 x senm x d (sen x ) = / cosn-1xd 

luego: 

m -f- i 

sen"^1^: 
sen'"x cosnxdx = cosn ~1 x 

n — i /• 

in + i 

m + i 

| sen'" + 2x cosw "2 x d x . (a) 

Para que no quede aumentado el exponente de sen x , ha
remos 

sen'̂  + ^r cos71-2^ = senmx(i —COS'2.T) cos"-2x 

= senMA7 cosn-2x — senmx cosnx; 

luego 

f senmx cosnxdx = eos" _ 1X 
senOT "h 

- f ~ 1 ̂  ^senmx c o s n - 2 ^ r — j senmx eos" x ¿ x ^ ; 

y reduciendo 

sen"1 + 1 .r eos" - 1 x 
j sen'"x cosn.rd.v = — 

7n n 

11 T [• 
+ / sen7" x eos» ~ 2 x d x . (A) 
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Reduciendo sucesivamente, llegaremos á una de las inte
grales 

/ sen^^-r, / senWi.r eos x d x , 

según que n sea par ó impar. La última integral es 

/ senmx eos x d x = f SQnmxd sen x = — - + C 
m -f- 1 

y la anterior se integra como en el ejemplo siguiente 

1 , 
= Tg" ŝen ~ 5 sen 3* + 10 sen *) 

1 
senJA: 

JsenKrdx = / _ 1 eos + - eos 3,r — 10 eos x \ 4- C. 
16 V 5 3 i 

Podemos escribir como sigue la fórmula recurrente deducida 

_ s e n ^ ^ r eos"-1,!- « — i 
ím,n + l m , n - 2 -

m -\- n m -\-_n 
Si n — i , la integración es inmediata: 

sen'w + i — / senm.r eos ,rJ.ir = 
+ i 

Si n = o, tenemos que integrar Jm = / sen'n,rJ,r, y la fór
mula recurrente será 

T m ~ i i 
Jm — — 2 — — senWi — xx eos .r. 

m 
Observación i . a Sabemos que 

2 m ~ 1 cosm,r == eos 7;/^ - f w eos (7;/ — 2)x + , 

(— I)2 2m - 1 senm^ _ cos m v _ ^ cos ^ _ 2 y r _|_ 

m — 1 

(— 1) 53 2m~1 senm ,r — sen mx — w sen { m ~ 2 ) x -\-
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Según que m es par ó impar, y tendremos que integrar 

¡ sen px eos pxdx, / eos px eos qxdx\ 

y puesto que 

2 sen px eos qx === sen (/> + .í');r + sen — (Í)X^ 

2 eos /'.r eos qx = eos -f + eos — q)x, 

la integración podrá considerarse efectuada. 

Ejemplo 2.° j sen3,r cosixdx 

= - 1 - eos 7x + - eos — 2 cos 3-r + 6 cos 1 • 
64 \ 7 5 / 

Observación 2.a Cuando m — — n, la fórmula (A) es ilu
soria; pero en este caso la (a) da 

/• t2''n+1 r 
\ i^mx dx = — — / tg m±2 x dx. 

J m -\-1 J 
Cambiemos m + 2 en m ó m en m — 2 y resolvamos con 

relación á / tgm.r dx, y tendremos 

c tsm ^ ^ x r 
\ tgmxdx = — — / tgm-2xdx, (B) 

J m — i ' 

fórmula que sirve para reducir el exponente de tg x, y conduce á 

j dx = x -\- C ó á / tg xdx = — log cos x -f- C, 

según que m sea par ó impar. 
Se puede reducir el exponente de sen x sustituyendo en (A) 

x por — — x, m por n y n por m\ y tendremos 
2 

. sen"1-"1^ cos'^1 x 
senm x cosnxdx = — • 

m -\- n 

+ / senw-2^ cosre,r^r, (C) 
m nJ 
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Por medio de esta fórmula llegaremos, si m es impar á la in
tegral / sen xdx = — eos .r - j - C, y si es par á ¡ dx = x + Q,\ 
luego cuando m y n son enteros y positivos, será siempre posi
ble hallar la integral » 

¡ senm,r cosnxdx. 

3.0 Supongamos que sea m entero negativo, siendo n po
sitivo ó negativo. Sustituyendo m por — + 2 en C, y resol
viendo con respecto á la integral del segundo miembro, ten
dremos 

ícosnxd.v = cos^ + ^r m—n — 2 T cosnx d 
J senmx (m ~ 1) sen '«-1 ,r m — 1 ]senWí-2.r 'r' 

La integral propuesta se reducirá pues á / cosw,r¿/,r ó á 
/ cosn 
/ dx, según que sea m par ó impar. 
/ sen x . 

Se deduce de la fórmula (C) haciendo n = o, 
„ , s en^ -^ rcosx . m — i f 

sen™xdx = — \- / sen™-*xdx; 
m m 

y por consiguiente, si m es par, 

m , eos x sen?11 x d x = — . 
m 

fu j 
senm —1 x -f- sen771 - z x 

m — 2 

— 1) [m _ 3) — 1 . . . 3 . 1 1 
+ 7 w í s e n ^ - s ^ - f . . . - f ^ í £ sen,r 

— 2) — 4) ^ ( m — 2) . . . 4 . . 2 J 

_ j _ ( ^ — i ) 3) • • . 3 . 1 ^ 4 . c . 
{m — 2) (7;? _ 4 ) . . . 4 . ¿ ^ ' ' 

y si ^ es impar, 

í senmx^x = — I s e n m - i x _ j_ ^ " l i senwl-3a- - 4 - . . . 
• m \ m — 2 

• . + ^ - ' ) ( ' « - 3 ) - _ 2 l ^ 
— 2) ~ 4) . . . 1 J 
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De igual manera se obtendrá / cosnxdx. 

dx 
eos a + eos x 3 6 . OTRAS INTEGRALES I.0 Sea 

Se tiene que 
^* I . Q£ . 

COS a -f COS A7 = 2 COS " COS , 
2 2 

^ + a x — a ^ — a ^ + a 
sen a = sen — - — eos — sen eos 

2 2 2 2 

d X 
eos a -[- eos ,r 

a a 
_ eos .— 

d x 2 2 2 2 

sen 1" eos - sen — \ — eos 

2 sen a 
eos 

eos i + tg — tg -
d x I / 2 1 _ / 2 

eos a + eos x sen a ^ x - f a sen a j _ . * tg * 

2 ^ 2 & 2 

I / X a -
sect. hip. { tg — tg -

2.° Sea 

sen a 

/" dx 
sen x + ^ eos .r) 

Se tiene idéntieamente 

i b~ sen x — 3 eos x 
sen ,r + ^ eos ,r) — ¿^(^ + ¿eos.r) " (¿í9 — sen ,r ' 

— b r b sen 
] sen ,r + ^ eos x) ~ — b* J a-\-b eos x 
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a r dx b r eos x dx 
~ a? — h * í a1 —- b - } sen x a1 — b'1 J sen x 

b a x b 
— l { a - \ - b eos x) 4- — — / tg — 4- — — / sen x. 

— b1 ^ 7 1 «2 — b'1 2 cv~ —~ b 

3.0 La integración por partes conduce á la reducción suce
siva de las diferenciales de la forma xm sen x dx, xm eos x d x , 
xmaa:dx; y se tiene que 

xm sen x dx = — xm eos x -f- ^ ,t'm ~1 eos x dx 

I xm eos x dx = xm sen ,r — m j xm ~1 sen x dx 

r xmax ni r 
/ xmax dx = —: — / x™-1 ax dx. 

J la la J 
Ejemplos: 

Ix3 sen x dx = {^x- — 6) sen x - - (x3 — 6x) eos x, 

íx* sen x dx = {4X3 —• 244:) sen x — (,r4 — I2,r2 + 2 4 ) eos x. 

r x dx 
4.0 Para rebajar el exponente n en la integral | — r h r f 

x dx 
I SQTín X 

tenemos que 

d nx eos x - j - sen x n -̂x sen2 x — ni i t 1) x 
dx sen" + 1 x • senn + 2 x 

Integrando y trasponiendo, 

r x dx nx eos x s e n x n r x d x 
1 senn + 2 x n (n + 1) senw + 1 x n -\- 1 J sen" x ' 

Por la aplicación repetida de esta fórmula, se reducirá la 

7 
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integral / ——, según que sea n par ó impar, á , que 
] sen" +2 x sen x 

no es expresable explícitamente, ó á 

\ " = — x cot x + cot x dx = — x cot x + / sen x . 
J sen"2 x J 

Hallaríamos igualmente que 

x d x nx sen x — eos x n f x dx r x d x nx sen x — eos x 11 f 
.1 cosn + 2x ~~ 11 (n + 1) cos'l + l 7Í + l i cosw X 

pudiéndose reducir la integral, cuando n es par, á 

Ejemplos: 

c x d x 
\ — = .r tg x + ' eos x . 

J eos"2 X 

= —• x cot x - \ -1 sen x 

{x c o i x — l senx) 

J sen- x 

x d x sen x -f- 2 x c o s ^ : 2 

J sen4 x 6 sen3 x 3 

x d x r x d x 
; = X X -\- í COS X 

J COS' X 
x d x 2x sen x — eos x 2 • ,. , , 

+ - tg x + / eos x ) . J eos4 6 eos3 x 3 

5.0 Se pueden reducir por descomposición, las diferenciales 
de la forma 

eos nx dx eos nx 
cos^r ' sen^r 

En efecto, tenemos idénticamente 
cos nx 2 eos {11 — 1) x eos {n — 2) x 
eosvx c o s P - ^ eos?'x 

eosnx 2 sen (n — l ) x eos (n — 2) x _ 
sen? x~~ ~ senP-lx sen? x 
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por consiguiente 

íeos nx dx Ceos {n — i) x dx f eos — 2) x dx 

J eos? x J C O S P - 1 * J COSP x ~ ' 

f eos nx dx f sen (n — 1) x dx f eos {n —2) x dx 
- 2 + senP x J sen?-1^ ^ sen^ 

6.° Tenemos que 

dx d x : eos2 x 
a sen2 x + b eos2 x a igl x + b ' 

dz 

y haciendo tg x = £, resulta ^ ^ ^ que se integra fácilmente. 

dx 
La diferencial —-— se integra de dos maneras dife-

a ^ b eos x > 
b , a a 

rentes según que - es > o < 1. Si - < 1, haremos - = eos a, 
y tendremos 

C dx 1 í dx 
j a -\- b eos x b J eos a - f eos x ' 

que ya conocemos. Si T > i , haremos - = eos a, y se tendrá 

dx i dx 

Pero 

« + ¿ eos x a \ -\- eos a eos x ' 

1 1 -f- eos a eos .r 
1 + eos a eos x (1 + eos a eos x)2 

1 -f- eos a eos x 
1 -\~ 2 eos a eos x - { - eos2 a eos2 x 

1 + eos a eos x 
1 4- eos a eos (eos a -f- eos .r)2 

(eos a 4- eos x)2 - { - sen2 a sen2 , T sen2 á sen2 x 
I + (eos a -|- eos x)2 
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y por ser 

sen a sen x i + eos a eos x 
d ¡ = sen a 7 ; ¿x , 

eos a -|- eos x (eos a - j - eos x y 
sera 

dx 1 sen a sen 
are tg 

1 - j - eos a eos x sen a & eos a -\- eos x 

2 / x a . 
— • are tg ( tg — tg — 

sen a & \ ^ 2 & 2 

7.° La difereneial - — — — puede integrarse por re-

dueeiones sueesivas. Hagamos 

í dx A sen x í B - f C eos x ^ 
J (a-^dcosx^ ~~ {a + d eos x)n - 1 j (¿z -f- ¿ eos A.')n 1 * ' 

siendo A, B, C tres constantes que determinaremos de modo 
que se hagan idénticos los dos miembros de la ecuación. Dife
renciando é identificando, tendremos 

1 = A eos x + ^ cos x ) + {n — 1) A ^ sen- x 

+ (B - f C cos x ) - f ^ eos x) ; 

sustituyendo sen2 x por 1 — eos2 x , y observando que la ecua
ción debe verificarse para cualquier valor de cos x , resulta 

{n — 1) A¿ - f B¿z = i , Aa -\- Bó - j - Ca = o, 

A — {n — 1) A + C = o; 

1 6 a n — 2 b 
A = 7¿ _ ! _ ' B ^ ^ — P ' C = n - 1 b̂  — a^ 

y la fórmula de reducción es 

dx 1 b sen x 
(a -\- b cos x)n 11 — 1 a2 — ¿2 + ^ cos •;^)'* _ 1 

1 1 /" (72 — 1) a — {n — 2) b eos x ^ 
•n — 1 ÍZ- — b* ] [a -̂ r b cos x)n - 1 
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Pero se tiene que 

{n — i ) a —- {n —• 2) b eos x — {n — 2) 

{a b eos x)n - 1 (ÍZ - f ^ eos x)n -2 

{2n — 3) ^ 

{a + b eos x)n -1 ' 

y la fórmula se reduce á 
C dx b sen x 

{a -\- b eos x)n {n — 1) {a1 — b'1) {a + b eos x f 1 - 1 

n — 2 C dx 

+ 
{n —• 1) (¿r — b'1) J {a -\- b eos .r)w —a 

{2n — 3) ¿3; C dx 
{71 — 1) (V — b'1) J {a b eos x ) n - 1 ' 

Ejemplo: Tenemos inmediatamente que 
/" dx b sen x 

{a -\- b eos -T)"2 {b'1, — ár) {a -\- b eos x') 

a C dx 
dl —: br" \ a ~{- b eos x ' 

/

dx eos x 
n se reduce á una diferencial ra-
l^cos nx 

cional, pues haciendo 

eos ,r - j - 1 sen x 
: = «> 
/eos nx 

tendremos 

eos nx - \ - Í — 1 sen nx , ,/ 
= 1 + F — 1 tg = ti11, 

eos nx 

tg nx = Í — 1 (1 — n11), ndx (1 + t g " nx) = — mi71*1)— 1 du, 

— 1 ti11-1 da. — Í — 1 du 
dx = , dx = —7 r. ; 

2Un — U2n u{2 — Un) 
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y la expresión considerada udx queda reducida á la forma ra
cional 

— / — I du 
2 — un 

Después de integrada, se sustituirá por u su valor, y el coe

ficiente de / — i será 
"dx eos x 

J Í eos n x 

9.0 Tenemos que 

eos px - \ - Í — 1 sen px 
eos nx 

eos {p + n) x -f F — 1 sen {p -f n) x _ 
2 / : ' 

1 -j- eos 271 x -j- y — 1 sen 2n x 

haciendo eos + y'— 1 sen x = 2, se llegará á 

cospx + / - 1 senpx dx = 2 
eos /or ' 0 1 — 1 (1 + 02n) 

10.0 Sea 
/ / (x, > sen ajr, eos ax ), siendo/entera.' 

Sustituyamos los senos y cosenos por sus valores en expo
nenciales 

sen ax = ; . cos v-x = : > 
22 2 

entonces_/ será función entera de x , í?aa;, y será una su
ma de términos de la forma A x.™ enx, y la cuestión se reducirá 
á calcular la integral / xm enx d x que representaremos por Im. 
Integrando por partes, tendremos 

r̂aa; -yyi r enx M 
m ^ n n ] n n 
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Repitiendo la operación, llegaremos á la integral 

l0 = \ enx dx = — , • . 
J 11 

en la que sustituiremos las exponenciales imaginarias por sus 
valores en senos y cosenos. 

I I . 0 Sea calcular / / ( , r ) enx dx , siendo / racional. 
Esta fracción se descompondrá en una parte entera E y en 

T (>nx 
fracciones simples de la forma / — dx. Quedan las inte-

/ [x — a)m 
grales de la forma 

¡ { x — a)m ' 

Si m^> 1, la integración por partes dará 

f enx l 
dx = enx 

{ x — a)m ' (— m + 1) (x — a)™-1 

n C enx 
dx. — m -\- i j { x — a)m - 1 

Este cálculo conduce á calcular la integral / d x . 
j x — ¿i 

t dt 
Hagamos x = a + de donde dx = — . Tendremos 

n n 

- r d t = e ' - j — d t , 

r 
que haciendo e1 = y , se transforma en/ — . Esta transcen-

j log j / 
dente, en la que se determina la constante de la integración, de 
modo que se anule para j / = o, se llama logaritmo integral de y. 

12.0 Las integrales 

/ / {x% log x) dx é / / are sen x) dx. 
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en las que / expresa una función entera, se reducen á las que 
ya se han tratado, tomando log x y are sen x por nueva va
riable. 

§ 4.0 APLICACIONES 

2 f e l S Z l d x = f ^ " T 1 , ' dz = 2 log {e* -h 1) - ^. 
"J e* + 1 J z { 2 + 1) 

^ f 1 ¿/x = are tg ex. 

4. | ^ y r + T ^ ^ = | /(1 + • 

5. / 4-^-^)2 ^.r = + 2X. 

6. [ — ^ — ^ = log {e* + 
J ex -\- a 

c ex , 1 
/ dx = . . ^—¡ r 

j + an [n — 1) + a) 
n—\ 

/ ¿c4 • Q , 3 ^ 3 ^ 1 3 

9. / x3 ^ dx = — + 3 ^ 2 + 6 x + 6 ) . 

10. f (log x)'2 dx = x [(log x f — 2 log - f 2]. 
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r1 I 12. / — log x d x = ¡ y d y = - (log x)2. (¿x f=y) . 

13. / x log (1 4 = Í - t ^ l log (1 + x2) — . 
2 2 

. 
,. = iog (y 1 + ^ _ 1) _ iog ( ^ 1 4 - ^ + 1 

r 1 + ^ 

/• ¿ra; ¿/.r 1 
15- / ¡ • = log (a2x + 1). 

D J a* - \ -a -x 2 log a ^y ^ 1 
16. / f f i g ^ - H i ^ = £ (log ^ 3 + ^ 

i / - —7, ~ = tg X — cot X. 
J sen^r eos- x 

/
i i 

cos"2,r seir2 x d x = — x — sen dv 
8 32 4 

r i eos -r , i i 
19- — = — - —^— + - log tg i ,r. 

J sen3.r 2 sen-.r 2 2 
20. jcosKr sen ,r¿/^ = — i j ^ l eos 3* -}- eos ,r l 

21. Jeos2.r sen2 = —1 |~£ sen 4,r — ,rj 

= —-— eos3 .r. 

22, j eos3-r sen x d x == — - eos4x. 

23. /"eos3,r sen2^r = i sen3,r — - serfx. 
J 3 5 

dx 
24 ' + ¿> eos ,r 

1 ± ¿ + ^ eos ,r + F ¿- — a- . sen ,r 
/ — a- a ± bcosx ' v ^ y 
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d x 
COS — (a — x ) 

log 
a-\- b eos x b sen a 

eos — (a -f- x ] 
2 ' 

; {a = b eos a) . 

26. ^ 

27. [ 

^ eos"2̂ '+ ^ sen2x ^ 

eosTOx 

i= are tg ^ j / i tg x^j- (¿ y > o). 

/ eos nx 

= - S (— i)7' eos ^ —— / 
n h=o 2n 

\{2h + 1)71 .rH 
sen- ^ — + — 

4 ^ 2 J 

"(2/z + i)71 

4 ^ 2 sen 

28. cos2m,r dx 
sen 2nx 
h = n — 1 

211 1 
/ sen x 

S (— i)'4 eos2'71 — / ( sen2,r — sen- — ) 
= 1 2n \ 2 n ) 

29. 
eos 2x 
eos ,r 

2;/ \ 

d x = 2 sen A: — log tg ( — + — ) 
\ 4 2 / 

[m ^ n). 

reos 2x j 
30. / • d x = 2X — tg x . 

J cos^x 

31-
COS 2x 7 

•,— d x 
COSd X 

senx + 1 / ^ 
2 cos2-r 2 

ir . r ' 

r sen 2 x , 
32. / — 

33-

34-

sen x 

sen 2 ,r 
sen n x 

eos 3 
coŝ .' 

sen x 

dx 
{11 — 2) sen M ~ 2 

r/̂ r = 2 sen ,r eos x —• x. 
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/• ( /x)n I 

J x n -\- \ 

36. / {a + bx) I x d x = bxY l x 
J 2/? 

— — l x — ax — — b x ' . 
2b 4 

l x l x ' , . I . X 
./ [a-^-bxY b{a-\-bx) ab bx 

3S. f are sen x dx = x . are sen x - \-^ i — x ' \ 

39. f are tg ,r ¿/.r = x are tg x — I Í l + r̂'2. 

40. ^ are see X dx = ,r are eosee x -f /(-r — i) 

41. / M̂ are sen ,r ¿/,r = are sen ,r 
/ _J_ T 

W -f 1 

n + 1 

1 T .•rK + 1 
y =1 dx . 

+ 1 J n — x* 
1 are sen x dx i 

42. / —, — = — [ are sen x \ \ 
J í l - x* 2 1 

f dx x are sen ,r , i T 
43- / are sen x = —: -f _ /(i _ x2). 

j {1/1 - x*y i i - x > 2 

44- / are tg x . . ^ = — _ ^2 + _ _|_ 
./ : 1 + x"2 6 ^ . 

+ ( x \ are tg ,r + - (are tg x f . 
\ 3 / 2 



I08 LIBRO 1.°—CAPÍTULO V 

C A P Í T U L O V 

Cálculo directo de las integrales definidas 

§ i .0 PASO DE LA INTEGRAL INDEFINIDA Á LA INTEGRAL DEFINIDA 

3 7 . FUNDAMENTO DEL MÉTODO. Sabemos que si / es la 
derivada de <p, se tiene 

/ / (x) dx = i (x) + C ( i ) 

y por consiguiente, que 

íb f i x ) d x =='H6) — 'fia}. (2) 
J a 

La función cp debe suponerse continua, porque sin esta con
dición, el incremento total no sería igual á la suma de los incre
mentos parciales. 

Esta condición es muy importante, porque indica la elección 
que debe hacerse en ciertos casos entre varios valores que tiene 
simultáneamente la función, los cuales dan una apariencia inde
terminada á una integral bien definida. Así por ejemplo, en vir
tud de la fórmula (2) 

Y^—^r = arc tg 1 " arc te (— 1)' (3) 

La función arc tg x está mal determinada. A una misma 
tangente corresponde un número infinito de arcos diferentes. 
Los dos términos del segundo miembro de ( 3 ) son indetermina
dos separadamente, pero no lo es su diferencia, por representar 
el incremento de un arco que varía de una manera continua 
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desde el valor para el que la tangente -es — i hasta el valor 
para el que es -f- i . La expresión del primero de los arcos es 

k - a — —, siendo k un número arbitrario; pero elegido una vez 
4 

este número, no se le debe cambiar cuando el arco varía hasta 

el valor k i z -f- —, cu} 

ambigüedad, tenemos 

7C -
el valor k n -f- - , cuya tangente es - f i . Por consiguiente, sin 

Sea la integral 

'+1 dx 

- i i 

4 sen x dx 
J 0 i + cos2x 

Tenemos evidentemente que 

T sen x 
= are tg J i + cos"2 x " eos x 

y aplicando la regla general. 

/" 1 sen x d x i i 
/ —¡ 5— = are tg — are tg 

j o i + eos- x 3 ^ eos o 
eos — 

4 

= are tg ( - y'2) — are tg 1. 

Para saber el sentido que ha de darse á las expresiones mal 
determinadas are tg (— )/2) y are tg 1, consideremos la función 

1 

arc tg ™c ^ que provienen; y tomemos arbitrariamente para 

X=0, 
' ; I . TU 

are tg • = arc tg 1 = — . 
eos o 0 4 
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Al variar x desde o hasta —, la función aumenta desde — 
2 4 

hasta —, y en este caso no hay dificultad; pero al pasar por el 

valor —, la función que representaba un arco cuya tangente era 

muy grande y positiva, representa un arco cuya tangente es 
muy grande y negativa. Es por tanto preciso, para la continui
dad, tomar este arco positivo y un poco mayor que , de ma-

ñera que al continuar creciendo x , se debe tomar, para x = — , 
4 

are tg = are tg (— i 2) = — \ 
3 TU 4 eos— ^ 
4 

y se tiene finalmente 

3 7T 

f 4 sen x dx 3 TT -k n 

o 1 + eos"2 x 4 4 

rb dx 1 A A Sea / — = | ( ¿ 3 _ a*). 

J a Í X 

Esta fórmula es exacta aun cuando al tener a y b signos con
trarios, x pasa por cero, pues podemos considerar las integrales 

r-z á x 

a Í ^ Je' Í X 

en las que s y s' son positivos; y los límites de las dos integrales 
3 1 3 2 rb d x 

son — — as y - b3, cuya suma tiende hacia / 3 ' 
2 2 J a . - i x 
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§ 2 . ° TEOREMAS DE LAS MEDIAS 

3 8 . TEOREMAS. Si M y m son el mayor y el menor de los 
valores que f ( x ) adquiere entre a y d, suponiendo xí_ |_1> X { , 
se tendrá 

M ( X i + i — xu ) > / { t i ) (.r,¿ + 1 - XÍ) > m + 1 — , r { ) , 
i = n — 1 

1 = 0 

> S ^ O Í + 1 — .r¿), 

es decir, suponiendo d ^> a, 

M (3 - a) > (,r) dx > (¿ — a). 

Si pues/(.r) es continua, el producto (ó — a) f (x) pasa por 
todos los valores comprendidos entre m {b — a) y M {b — a), y 
particularmente, existirá un valor ? comprendido entre a y b tal, 
que se tenga 

j * f { x ) d x = { b - a ) f { l ) . 

En esta igualdad consiste el primer teorema de la medía. 
Se vió además (t. I I . pág. 114) que conservando las anterio

res notaciones, se tiene siendo ? {x) una función que permanece 
positiva para todos los valores de x comprendidos entre a y b 

M ' f m ( x i + 1 ~ X i ) > ? ( i O / C w X ^ + i - X i ) 

> m cp ( ^ í+1 — ,r ,¿); 

y efectuando la suma de todas las desigualdades análogas para 
z = o, 1, 2, . . . , ^ — 1; y pasando al límite, se obtiene 

M \ h cp (.r) > í 6y (.r) ? {x) dx > ^ /"1 cp (,r) ^ r , 
" " JQ' J a ' 
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ó, razonando como anteriormente, 

( b ? (x) f {x) dx = f m í % ( ^ ) ^ T , • 

hallándose ; comprendida entre a y b. 
Esta desigualdad se conoce con el nombre de segundo teore

ma de la media. 
Aplicaciones: i .a Sea 

T1 dx 
K = — 

/ ( i — x2) ( i — ^•2^-2) 

Tendremos que 

Pero 

f1 ^ 
o fx — ^ 

= ( — 2 y i — = 2 ; 

y hallándose .r comprendido entre o y 1, 1 + ^ estará compren
dido entre 1 y 2, y 1 — "̂2.r'2 entre 1 y 1 — k'2] luego 

2 > ( i + x) (1 - - ^¿c5) > 1 - •̂2. 

1 _ 1 , 
Podremos pues hacer m = -—, M = = : ; y sera 

i 2 n — k * 

2 2 
> K > i 2 

2.a Sea la integral 

j ^ 1 log sen x dx. 

Siendo log sen x constantemente negativo, la integral tendrá 
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todos sus elementos negativos; su valor tendrá pues cero por 
límite superior. Para obtener un límite inferior, haremos 

j log = j log x dx - f y" log Sen X dx. 

Integrando por partes resulta 

/ ; log ^ ^ = [ x log ] ^ _ / ; x ^ = - 1 . 

. , , . , sen x 
Ademas, siendo creciente desde i hasta o, el menor 

x 
sen x 

valor de log corresponderá á este límite, y se tendrá 
x 

c 1 sen r 1 
/o log dx > log sen ( i ) dx ^ log sen ( i) ; 

luego ^ log sen x ^jr > — 1 - f log sen ( i ) . 

3.a Sea 

J 0 r 1 — ^- sen- cp 

Tendremos 

1 
(1 — ^ sen2 ¡p) 2 = 1 4- - ^ sen2 ? + . . . 

, 1 . 3 . . . (2 .n — 1) , „ 
+ — £ ^ i sen2w cp + . . . 

2 . 4 . . .2n 
T 
Integrando desde o hasta y haciendo I2w = / sen2rí cp dcp. 

resulta 

2 2 . 4 . . . 2^ 
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En el caso de ser * = —, se tiene 
2 

V _ I . 3 > • • (2« — i ) 7t 

2 . 4 . . . 27i 2 

de donde 
2 

+ 

L 2 , 4 2;z J j 

Si k está próximo á la unidad, hagamos Z'2 = i — Z'2, y 
sera 

(i — fc1 sen2 cp) 2 = (eos2 cp + Z"2 sen2 

— [ i - - ^ t g 2 ? + 
COS <p j_ 2 

- f ( _ i ) « 1 -3 ••^••(2^ i ) ^ 
r + 

2 . 4 2^ I 
integrando desde o hasta ^ resultará 

F ( * ) = J o - - J . ^ + . . . 2 

+ ( - 2 ) . i i i ^ ^ j 2 „ ^ + c v . ; 

2 . 4 . . . 2« 

expresando por J2ra la integral 

tg^cp — L _ = / sen2" 9 C o s - 2 r c - W ' ¿ . 
eos a> / , 

Y, haciendo cp = •]/, será 
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2 

/ T I <I) 
= - log tg ( 

\ 4 2 
Así la integral 

J o — X2) (I — k * * * ) 

en la que ,r y &2 son menores que i , es igual á 

1 fx d x aro sen x 
)/ 1 - r2 J o Z 1 — x2 F 1 _ 

Se puede escribir también, sustituyendo \ por o y i , 

dx are sen ,r are sen x < / _ ^ _ 
Jo ^ (I — (I — klXl) Í I — P 

§ I.0 PASO DE LA INTEGRAL INDEFINIDA Á LA DEFINIDA 

Ejemplo i . 0 

dx C dx 
1 - f a2 sen2.r J cos2,r4- (a2 -f- i)sen2.r 

d x 
eos2 1 

i + ( ^ + i ) t g ^ / O j i 
are tg /a'2 + 1 tg r̂; 

luego 2 ¿/^r 

0 l + a2sen2^ 2|/a2 + i 
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' + 1 dx 
Ejemplo 2° Sea 

./ — i { x — a)^ \ — x l 

i —y-
Haciendo x — ; 

i 
se obtiene 

X are tg y 1/a' + 1 
(x — a ) Í i — xil i a2 — i F « — i 

/" + 1 dx * 
j - i ( x — a) ]/1 — ,r"2 / «2 — I 

Ejemplo 3 ° Sean / eos eos nx dx , 
J o 

/

'TZ r% 
sen mx sen nxdx , \ sen eos nxdx 

o J o 

en las que m y n son enteros. Si se supone nt = n, se tiene 

/* u i _|_ eos 2mx ^ T: 

o 

cos-mxdx -
1. 2. 2 

TZ n i — eos 2mx . K 
SQrrmxdx = / dx = — . 

J o 

m— l i X 
Ejemplo 4 ° i —— dx. Se obtuvo esta integral su

j o i - f ^ 
poniendo n par, (pág. 13), extendiéndose la suma á todos los 

n • 
valores enteros positivos menores que —. Supongamos que 

2 
m — 1 sea par, así eomo n; y sustituyamos á la integral obteni
da la expresión equivalente 

1 r+ x dx 
2 J - o o l + X n 
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Podremos considerar á ésta como el límite de 

dx , 
J — h I + 

cuando h aumenta indefinidamente. Pero sustituyendo á x los 
valores — h y h, y restando entre sí los dos resultados se 
obtiene 

i — 2/z eos (2/£ — i ) - + k* 
i (2k — i ) in-r: 7 n 

eos / . . • 
n n ' ' 

i -|- 2h eos {2k — i ) - + /Ü2 
n 

y cuando h se hace infinito, esta expresión se reduce á cero, 
por tener como factor el logaritmo de la unidad. Los términos de 
este género no tienen influencia en el resultado. Además se tie
ne, para un valor infinito de x , 

x — eos [ i k — i ) ü 
n 

are ts; Tí 
{2k — I ) TC 2 

sen — 

y para x = — co 

x — eos (2/£ — i ) 
are tg — 

(2k I ) TT 

sen — 

La - diferencia de estos dos resultados es T T , y se tiene por 
tanto 

1 r+00 x ™ - i d x ^ v ' ^ 
— / = — L sen (2k — i ) — 
2 j _ ao i .r* n 1 n 

ü s e n ^ + s e n ^ ü - f . . . + ^ 
n \ n n 

i ) ^ T T J 
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es decir 

00 

#«1-1 dx 27c / xm-xdx 7t 

i _ i_ xn mr. j i — xn miz 
^ «sen — J o n sen •— 

n n 

Observación. Si se hace xn = z la fórmula anterior se re
duce á 

m 
1 

n j z dz TT 

o sen — 

m / 00 za-x , T I 

Si se hace — = se tiene / — — == 
« J o i + ^ sen «TT 

Si se hace en esta fórmula na = n — k, se reduce á 

>7l — — 1 
\ A- zn n — k k-K 

n sen r, n sen — 
n n 

Ejemplos.0 Sea im = 1 2 senm.xdx. (0 

Introduciendo los límites en la integral 

m — i i 
Jm = JM-2 — — sen'»-1 x eos x, 

m m 

m — i . . 
resultara \m = Iffl_2 ; (2) 

m 
y cambiando sucesivamente 

m en m —• 2, ;« — 4) 7W — ^ + 2> 
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T - T T m — 2 p — l 

Multiplicando y simplificando, 

_ (w — i ) (7^ — 3) {m — 2p -f i ) 

m ~ {m — 2) .77. . {m — 2/ + 2) 17,1 - ^ ' 

Si m es par, se obtendrá para / = —- la integral I0 cuyo 

valor es - . Si m es impar, se llegará á ^ es igual á í; luego 

l f ^ {2% — l ) { 2 k ~ 3) 3 . I ^ ^ 
2k {2k — 2) 4 . 2 2 ^ 

2/̂  (2/é — 2) 2 
^ === (2^ + I) (2^ — I) 3 ' ^ 

§ 4.0 FÓRMULA DE WALLIS 

Puesto que sen"1 x disminuye cuando m aumenta, se tiene 

hh > U + l > I > I2T + 1 > L2! + 2 ' 

Pero la última razón tiende hacia 1, en virtud de (2), cuando 
k crece hacia el infinito; luego 

hm — — = 1; 

y sustituyendo los valores obtenidos en el número anterior, 

j . 2k 2k 2k — 2 2^ — 2 2 2 2 
fcmoo 2k \ 2k — 1 2k — \ 2k — 3 " * **' ' 3 I T I •'' 
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resultando que 

i=-ii.....="rr(-^)V+I). (6) 
2 1 3 3 5 «= i \2n + ^ 

Esta expresión de TT constituye la fórmula de Wallis. 
3 9 . OTRO PROCEDIMIENTO. Si en la expresión (*) 

sen,r = x i l — ^ ) ( i — —7 ) ( 1 — 

se hace * = - , resulta 
2 

i \ / i \ / i \ 

71 \ 4 1 6 / \ 3 6 / 

el factor general de este producto puede ponerse bajo la forma 

i 2n — \ 2n -\- \ 

TT 2 2 4 4 6 6 

1U g 2 1 3 3 5 5 7 

§ 5 . ° EXTENSIÓN DE LA NOCIÓN DE LA INTEGRAL DEFINIDA 

4 0 . TEOREMA I . Si para x = x,, f(x) se hace infinita, con
servando el producto (x — Xo)a f(x) un valor finito, y siendo a me
nor que /, la integral j ' if{x)áx, en la que a < XQ < b, tendrá una 

significación determinada. 
Basta probar que cada una de las integrales 

[ X * f { x ) d x y f ( x ) d x 
'' • l a J x_ 

{*) Véase 1.1, p. 219. Estas fórmulas se deben á Eulcr. Introductio in Analysim in-
finilorum, t. I , § 158. 
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tiene una significación determinada. Consideremos la pfimera. 
Sea L el límite del producto {x0 — .r)a/(,r); se tendrá, siem

pre que x esté bastante próximo de x0 {x <^ ,r0), 

L ^- s < ( x 0 - x ) * / ( * ) < L + s, 

siendo e tan pequeño como se quiera; y resultará que 

L - £ ) < / ( . v ) < L + £ 

Por consiguiente, 

( L - £ ) r o 7 - ^ < r o ( ^ < ( L + o ^ ^ 
« (^o — ^ ) a 7« j a { x 0 ~ a ) a ' 

Pero la integral del i.0 y 3.ei- miembro tienen un valor de

terminado luego la integral j f [ x ) d x tiene un límite L . L, 

bien determinado. 
Igualmente, si este producto no tiende hacia cero; y si a es 

> i , la integral / 0 f { x ) d x no tiene sentido. La expresión 
J a 

f a ! o ~ e 
crece sin limite cuando e tiende hacia cero. Se podrá, 

para s bastante pequeño, y suponiendo, (.r0 - x ) a f { x ) positivo,, 
por ejemplo, hallar un número n tal, que se tenga 

{ * o - x ) a f { x ) > n ; 

y por ser ( - f o — ^ )a > o, / { * ) > 

ó, integrando. 

f { x ) d x ^> n 
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E f valor del segundo miembro es 

que crece sin límite cuando e tiende á cero. 
TEOREMA I I . x mjímto, el producto xn {{^perma

nece inferior en valor absoluto á un número dado L, la integral 
{x f(x) dx teyidrá un limite, siempre que n sea mayor que i , pues 

L 
x n f { x ) < i U . de donde 7 ( ^ ' X ' x 

L 

i — n \ x n i 

Cuando x tiende al infinito, el segundo miembro tiene un 
límite finito, y lo mismo sucede al primero. 

Si L es el límite de xn f { x ) , se tendrá 

fíx\ dx = — r 
J a K J n — l an-1 

Al contrario, s i n ^ l , y si el product oxn f(x) permanece, pa
ra x suficientemente grande, superior en valor absoluto d un nú-

/• 00 

mero dado, la integral \ f(x) dx no tendrá limite. 

Ejemplos. Las integrales 

P i dx dx 

ja }'4 x ' — ax — b j a )/(l - ¿ 2 * 2 ) 

tienen valores bien determinados, cuando x, es una raíz de poli
nomio subradical y « < xL, pero mayor que la raíz inmediata
mente menor que x^ 

Se puede afirmar igualmente que / e-x dx tiene un valor 
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finito; pero en virtud del teorema de la media, podremos calcu
larlo aproximadamente. La integral 

1 j o e~X dx> 

puede escribirse 

¡o e~* dx + / e-* dx. 

Para valores de x positivos y menores que i , se tendrá 

x dx < j ^ ~ x ' dx. 

La primera expresión puede integrarse completamente, por-

I 2 que se conoce la función primitiva de xe - x \ que es —e-x 
2 

Se tiene pues, 

y l ( I - 7 ) < / o V a j 2 ^ < 1 ' . . . . ( i ) 

observando que e-* es siempre < i . Además, para 4: compren
dido entre i é oo 

o < ^ e-* dx < / e -x^dx 

ó o < r % - ^ ¿ ¿ r < £ ; (2) 
^ 1 2 ̂  

luego, sumando ( i ) y (2), 

1 . ; < T < I + 1 ' . 
2 2^ . 2 6 

El valor exacto de I es L^- , según veremos en el número 
2 

siguiente. 
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§ 6.° CASO DE NO CONOCERSE LA INTEGRAL INDEFINIDA 

Ejemplo i . " Sea la integral 

I = / 2 log sen x dx. 
. /o 

Para integrarla sin conocer la integral indefinida, dividamos 

el intervalo comprendido entre o y — en n partes iguales, y ha-
7t 

2 

7t 
gamos k = — , t i = X Í + U de modo que se tendrá 

n 71 . T t ' . , 7t . • I. .: .: 
I = lim S — log sen z — o I == - lim - log 11, 

„=«, i 2 ^ & 2% 2 « i 

haciendo 

» TU 71 / \ 71 

I I == sen — sen 2 — sen — i ) - , 

se tiene evidentemente 

sen — ^) — = sen (n 4- /2) — v ' 2n y x ' 2n 

y sen — k ) — = eos — k ) - — 

y resulta, multiplicando I I por la misma expresión, en la que se 
i 

han escrito los factores en orden inverso 

( w\2 2ra —1 I i = n—l 
I I ) = I I = I I sen i 

i / i 2n-x i U 

Este producto se puede calcular formando la ecuación que 
•K 

da sen — , conociendo sen ^ = o. n 
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El producto de las raíces de esta ecuación después de supri
mirse la raíz nula, será el producto buscado. Se obtiene así, 

i = n — l i 
I I = n; 

i = í 2 n - 1 
de donde se deduce 

n i ,— 7C T 

1 1 = — ^ , I = - l i m - l o 2 71 2n~1 

I 
^ — log n — (n — i ) log 2 

I = — lim 
2 n 

2 log sen x d.r = — — log 2. 
o 2 

Ejemplo 2° La integral 

I = / log ( i — 27- eos X + a2) dx, 
J o 

fué calculada por Poisson. Se tiene 

w -1 
I = lim S - log ( i — 2a + a2) 

íi = 00 0 ^ L 

+ log (1 — 2a eos - - f - a5* -f- = iim - l o g \\n 
n J w = oo ^ 

haciendo IIW = (1 — 2a - j - a2) (1 — 2a eos - + a2) 

• . . . . ( I — 2a eos f- a2) (1 — 2 a eos 7t + a2). 

Y por ser este producto igual á ^LAJ 1, se tiene 
a - j - I 

T r 77 f, (a2ra — I ) ( a — ^ 
I = hm - log -

- 1) (a — 1)1 
a + 1 J 
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Si ja| <̂  i , escribiremos 

I = lim - I log i~ + log (i - a2n) L i - r a J 
y se tiene evidentemente r = o. 

Si por el contrario, el módulo de a es mayor que i , tendremos 

I = lim - [log + log (a2» - i) 

= lim - log (a2M — i ) == lim ^ log a2M I — 

y se ve que l = % log a2. 
Ejemplo j.0 Sea otra vez la integral 

r * 
I = / e-* dx. 

[•h 2 
Esta integral será el límite de / e-x dx, cuando ^ = oo , si 

C e- ^ dx tiende á cero, cuando ¿ y Í: son ñnitos. Por la defi

nición de la integral, escribiremos la primera bajo la forma 

lim + e -# + e - ^ + ^ - 9^ + . . . + h*), 

con nh = b, y la segunda bajo la forma 

¿=?w — 1 

lim I h {e-h% + ^ ( 6 + ^ + ... + ^ - f 6 + « - ^ ) ] 
¡t=o ¿=0 

Pero en la última suma se tiene que 

e 

de la que resulta 

(6 + ihf _ (,— ir '¿bih ¿? — ¿2 ^ 6'2 e- i2] l* 

e-** dx O-&'2 lim [i + é ' ^ + e'4^ + ] 
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Esta suma es finita, y puede escribirse 

S = k ^ ^ f i t i 
t i — e- h 

haciendo 

y representando por \ ]ln\ el mayor número entero contenido en 

compararemos las dos series, divergentes para i , 

= AÁ9) = i + I F T U + l i ^ U 2 + . . . + 1 ^ | ^ + . . . 

3 

2 

1 . 3 . . . 2% — I 

2 . 4 . . . 2^ v ^ 

pudiéndose escribir en ésta el coeficiente de ^"bajo la forma 

/ I ( i + £ ) ^ T = ^ ( I + s ' ) , 

en la que s y s' tienden hacia cero cuando % = oo . La relación 
de los coeficientes de q11 en (̂ ) y F (̂ ) es 

I / T I | F ^ | 

2 

1 '.1— 
luego tiene por límite - U \ luego en virtud del teorema: Ctian-

dô  dos series ordenadas según las potencias ascendentes de una 
misma letra son divergentes, y la relación de los coeficientes de una 
misma potencia de la letra ordenatriz tiene un limite, la relación 
de la suma de los n primeros términos tiene el mismo límite, cuan-
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do n crece al infinito. (*>, la relación de las dos series tiene el 
mismo límite;, y se tiene, haciendo tender á q hacia I , 

Hm lim ^ ^ i y - . 
^ = i F(^) ^ = 1 2 

§ 7 . ° VALOR PRINCIPAL 

4 1 . Cuando la función <p (x) cambia de signo al hacerse 

infinita, Cauchy llama valor principal de la integral^ «{x) d x , 

al límite de la expresión 

cuando la letra 3 expresa un valor infinitamente pequeño, ó si 
c' y c" expresan puntos del contorno de integración situados á 
derecha é izquierda de c, á la suma 

Ejemplo 1° Cuando se hace ¡x = 1, v = i , log ^se reduce 

í + í d x u 
, que es el valor principal de / — . ; log [- es el va lor a cero 

general. 

Ejemplo 2.0 Sea la integral / —^ . 

T - ^ x 1 . 1 f 1 ^ i i _ _ L 
Se t i e n e J _ i - = - ^ + - > j £ ^ - 2 + 23.' 

L a suma de estas dos integrales es nula, y por consiguiente 
el valor de la integral (1) es cero. 

(*) Rouché et Levi Obra citada t. I I , p. 90. 
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Aplicaciones. Para apreciar la utilidad de los valores princi
pales en el cálculo, vamos á calcular el de la integral 

r+co / s e n ^ \ 2 , , 

n = ] „ Á — ) d x ( ¿ > 0 ) -

Para ello, integremos á lo largo de un contorno 

formado por el eje de las x , desde — oo hasta — s, de una se
micircunferencia de radio infinito descrita desde el origen como 
centro en la parte superior del eje de las x y de otra también, 
con el mismo centro y á la parte superior de dicho eje, con el 
radio e. Suponiendo e infinitamente pequeño, se tendrá 

/* + oo j ^ h i 
val. pr. / dz + 2-KÍ. bi = o. 

es decir. 

val. pr. / —— dz = 2 ^ . 

Separando las partes reales y las partes imaginarias, y obser-
f - ^ * (sen óxY-

vando que el valor de / dx es igual á su valor prin-
J — co x 

cipal, se tiene 
/"+00 2 sen2 óx /*+00 /sen ¿>x\* 

dx = 2-Kb, \ I ) dx = Tzb. x" \ x 

r+00 /sen bx\n 
Para calcular j ( — ' - — j , siendo n un entero cualquie

ra, se sustituirá sen bx por su valor en exponenciales; y la cues
tión se reducirá á calcular los valores principales de integrales 

/

+ =0 gíbix 
dx. 

- 0 0 ^ 

4 2 . Cuando uno de los límites es infinito, consideraciones 
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análogas á las precedentes permiten el decidir si la integral tiene 
un valor finito (véase t. I I pág. 121-25). Solo añadiremos que 
para integrar, se sustituye á co un valor b que se supone crece 
indefinidamente, hallándose la integral definida; y enseguida se 
hace en la expresión de ésta, b — co . 

roa 

Ejemplos, i.0 Sea |o e~x dx. Tenemos 

6 , 1 , . , r00 
e-x d x = \ — — & e~x d x = 1. o eh Jp 

d x 
2.0 Sea / —r—¡—- . Se tiene 

jo x l + c-

d x 1 b d x 1 * 
—s—¡—7, = - are tg - , / — — ¡ — - = - are tg co = — . 
X2 -\- C¿ C & C J o X2 - \ - C2 C 2C 

§ 8.° INTEGRALES DEFINIDAS SINGULARES 

La consideración de las integrales definidas singulares pro
porciona el medio de calcular el valor general de una integral 
indeterminada, cuando se conoce su valor principal. 

fx 
Sea / J-{x) dx; y supongamos que se haga 

E = / 1 1 f { x ) d x + \ 2 ' f { x ) d x + . . . 
J a¡0 J xi + vs 

+ ^ / { * ) dx. 

F = / J { x ) d x + f i x ) d x + . . . + f { x ) d x . 
x0 J X[ + s J s 

A = lim E será el valor general y B = lim F el valor prin
cipal. La diferencia A — B = lim (E - F) equivale al límite 
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hacia el que converge la suma de las integrales singulares, y 
sera 

A - B = f 1 l o g ^ + / 3 l o g ^ + 
1 V2 

1 
Ejemplos, i . 0 / v £ x d x _ a 

x1 + «á 
a s 

xdv i ve / A — B Z 
= o, 

H — = ^ = 2A log - + 271 B, 
^ — a -f- 6 )/— 1 / v 

Á - B 1/ - i A + B ) / - 1 \ 
H • ax = 2 ^ B . 1 \ 

\ ,r — a 
— 6 Y— I - a + g ) / _ 1 

f(x) 
Mas generalmente, si ^A-f es una función racional cuyo de-

F(.r) 
nominador no, puede anularse por ningún valor real de x, la 
ecuación 

/(^) _ A . - B . y — 1 + A. + B ^ i 

implica la siguiente: 

. 1 
ve 

- ± F { x ) ) ^ = 2 ( A 1 + A 2 + + A w ) l o g ^ 

+ 27.(B1 + B2 + -^B, , ) 
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E l segundo miembro dejará de contener el factor arbitrario 

log y se tendrá por consiguiente, 
•y . 

r - 0 O ^ 4 = 2 . (Bl + B2 + + B m ) , 

siempre que A, + A2 + + sea cero. Pero esta condi
ción se cumplirá cuando el grado de F(,i;) exceda, por lo menos, 
en dos unidades al grado de / (* ) . En efecto, se tiene 

f{,r) z A ^ r — a j - j - 2fBi 61 ^_ _^ 2 Am — am) + 2BOTg m 
F ( ^ ) (,r__ai)2-f- — â )'2 + gL 

_ [ 2 ^ ^ — a 1 ) + 2B16j [ ( . . r - a ^ + g2]--- [ ^ - ^ n f + ^ í ] + _ 

Siendo 2m el grado del denominador, el numerador será del 
grado 2w— 1, si el coeficiente de x*™-1, es decir, 2(A1 + A 2 + . . . 
+ Am) no es nulo. Es por tanto necesario que esta suma sea 
nula, para que el grado del denominador exceda por lo menos 
en dos unidades al grado del denominador. 

Ejemplo. Sea la integral / ' en la qUe n y m < n 

} { x ) _ 2̂WI 
son dos números enteros. En este ejemplo y — ^ _|_ I • 

Todas las raíces de la ecuación 

F [x) = x2n + 1 = 0, 

en las que el coeficiente de 1 es positivo, son de la forma 

, 2k -\- 1 , 1 2k + l 

a + g f — 1 = eos. TC - f f— 1 sen — r̂; 

y dando á 2^ + 1 todos los valores impares comprendidos entre 
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o y 2/2, obtendremos las diferentes raíces. El valor general de 
A — B í ~ es 

f ± ± Z Í - I ) _ ( q - f g / — I ) 

F' (a + 6 ) / — I ) 2« (a + 6 ^ 1) 

2w 

2?i —1 

/ 
eos (2/& + 1) — „ _|_ f _ ! Sen (2^ + í ) — ^ 

1 ^ n 
2n , , . 2^ —̂  1 , 2^ — 

2 w - - + F - i s e n (2^ + l ) _ _ eos (2^ + 1) — ^ — TU + )/•'_ i sen (2/& + 1) 

y haciendo 

2W + 1 , • , 2in — 2^ 4- 1 
• 1 — = ^, de donde — = a 1; 

2n 
y recordando que para dividir dos expresiones imaginarias, se 
restan los argumentos, tendremos 

A - B Í ~ i = - L [cos _ {2k + j ) ^ 

+ r— 1 sen (a — 1) (2^ -|- 1) 

1 , 

= ~ '2n CC0S ^ (2^ + 1) ̂  + F — 1 sen a {2k -]_ 1) T T ] , 

de donde 

A 1 i 

A — ~ cos ^ (2^ + 1) ^ B = — sen ^ {2k + 1), 
B = sen aiz B = sen 3 an sen (2^ — i ) « 7 r 

1 2% 5 2 ~ 2% ' ' Wl= ; 

y puesto que, por la hipótesis hecha, el grado del denominador 
excede en más de dos unidades al del numerador, se tendrá 

/

+ & r 2 n i 

^ 7 = ^ ^ + 6 , + + Bm) 

27r 
= — [sen «TI + sen 3 ^ T T - f + sen (2% — 1) a*]. 
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Se puede calcular la suma del segundo miembro, pues las 
ecuaciones 

as | . 301 
* eos 0 + i sen 6 = r , eos 3 6 - M sen 6 = ^ , 

dan 

[eos 6 + eos 38 - h . . . + eos {2n — i ] -f- i [sen 0 + sen 30 + . . - ] 

= = ^ + / f J í . f + ^ - i ) 6 ¿ 

= ^ [1 + e2bi + + • • • + ^ 2 ) 6 i ] = e m ~ ~ *** • 
L ^ — I 

En el caso presente, 

2m + 1 
6 == a-Tc = T C ; 

2n 
luego 
^2weí = ^ { 2 m + l ) n í _ c o s - } - 1 ) T : + ?' S E N ( 2 W + I ) ̂  — — ' I ' 

Por otra parte, 

. ¿Qi x i 
,fji ^ —0i 6̂* ^-6* 2Z sen ¿í-n; 

luego 

cos + cos 3 « 7 i + eos (2n — i) - \ - ¿ [sen «TT + 

2 I I 
- I - s e n (272 — i ) ¿ ÍTC! = 

COS «TÜ + COS 3 « T T + + COS (272 — i) ^ T C = O, 

I 

s e n ^ -f. s e n 3 ^ -f -f s e n (2n — l ) = ^ ^ 

00 4-2»» ^ TT 

i _|_ ^r2" n sen 2772 + 1 00 1 TÍ sen 
n 
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Haciendo z = .r2w, resulta 

2m~2n + l 

o I - M Jo 1 - i -Z ~ J 0 I + 

== 2n f • — = n 

2m + 1 sen ai: 
sen x 

2n 

De igual manera, reduciendo cada integral indeterminada á 
su valor principal, se obtendrá 

r x^dx TT 

/_oo ! = - [sen 2«7r + sen 4 ^ + . . . + sen (2^ — 2 ) ^ ] 

?2 tg « T T + I ' 
2n 

' .o-1. r x ^ d x r *2mdx - 2n I — = n 
o 1 — ^ Jo 1 ~ x2n J ^ i — xn2 tg a-K 

§ 9-° APLICACIONES. 

11 / . ,i~> 1 ~ |^arc sen ^ o = are sen 1 — are sen o o fd2 —• x-

2' i * i*3 — 3*2 + 2x) dx = — i 
3- / log = — í 

^ ( ^ + l ) 2 " 

4- / sen2 cp J 9 = — 
Jo 4 
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r 2n 

5. I ( I — COS cp)á dz> = 3^. 

r i * 
dx 

o r a ' — x 

a x2r d x r 1 . 3 . 5 . . . (2r — 1) ^ R K 

ó. | /^ _ ^2 ~ 2 . 4 . 6 . . . 2r . 2 ' 

« r̂2 d x a? n 

o ] / ^ 2 — X * 2 2 

x ' d x 3 

o — ^ 8 2 

r« o ^ i z - i — 1 ; 3 . 5 . . . (2^ — 1) 10. ^ 7 « - * d x = 7 •—r a21 +2 Jo 2 . 4 . 6 . . . (2r -f- 2) 

r« ./-s 5 , 1 n 
11. ya- — x dx = - a* 

Jo 2 2 

í 1 1 
12. x ™ - 1 flog^r) d x = - . 

jo n¿ 

1^. / x n 1 (los: x)3 d x = — — — • — . 
J Jo . n4 

14. / e - ax eos d x = , — - . 
j o a¿ + di 

rb 7 \ 1 2 ab -\- d3 — 20? - dlb 
15.. J {a -f ¿.r) «A* == —• 

16. í a ^ } / ; r = - ] / 2 ,/-^ 
3 ' 

17. 3^ j /^2 + 4 ^ ^ = ^3 (5 ̂  — 8 ) . 
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T4 x dx o 

18. . . [ = ± f ¿ . 
11 y2 -\- 4x 2 

fa ^ d x 3 ̂ 2^ , 
19. / - = . - = • — ± — . 

J o yax — x l 8 

20. / dx^2bx — x1 ~ ^ 71. 

J 2 

21. / (eos '1 x —• cos6,r) dx = 
Jo 32 

71 

, r TZ 
22. I sen- 2^ ¿wr = - • 

j o 4 

23. / sen3 xdx = - l / L . 
6 ^ 2 

4 
7t 

f T . 1 
24. / tg ^r^r = — log 2. 

/o 2 

25. r ^ t 
j 0 1 + 2,r eos ^ + ,r2 2 sen cp 

26. ^ ^ 

27. 

o 1 -\- 2x eos cp + ,r2 sen cp 

o « H - ^ c o s c ^ | / ^ L ~ ^ 

28. / dx a ^ 
j o (a.r -h (3) ( a ' + ,3') -IT^pt • 

r 1 r̂ »» — 1 ^ n 
29- / —: — dx = log n — n. 

J o { x log ^ log n 
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I 
e - n x d z = 

0 
30. / e-nx dz 

n 

/•ce g—z e~uz 
31. / dz = log n. 

Jo * 
, 2(3«2 — 1) 

32. / e — a x x l sen X£lx -
Ü {a1 + i)3 

33. / sen xdx = are tg 
j o ^ 

. ¿i2 — 1 
34. / e~ax x eos .r«,r = —-

i*2 + O2 

, 2a(al — 3) 
35. / ^—aa;^-2 c o s — —— 

0 

/• u 
+ I)3 

eos.r^r 7r(i + a2) T I 
36"J0 l+a2 — 2a eos 2a (1—a2) 2a 

I T 

p ¿3?̂  _ 71 

37 jo + a2 sen2 ĵ 2 f a2 + I ' 

38 - 1 (^ — 1 — ^2 ^ 2 — 1 

/*00 sen «-r . a 30. / e - ^ d x = are tg — . 
j o ^ ^ 

40. / eos .r^r = - log (a? + 1). 
L x 2 
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G A P Í T U I f O V I 

Integrales de las diferenciales totales 

4 3 . PROPIEDAD FUNDAMENTAL. Dada una expresión de la 
forma 

? x d x x + P2^r2 + + ? n d x n _ ^ d x , (1) 

en la que Vx, P2, PM son funciones de x.2, x n , n o 
existe, en general, una función de estas variables cuya diferen
cial sea la propuesta, de manera qué deben existir algunas con
diciones necesarias para que esto suceda; y en efecto, si existe 
una función F(^, , x.2, , x n ) cuya diferencial sea Z P d x , es 
necesario que se tenga idénticamente 

aF 
Z — d x = Z P d x , 

TÍX 

es decir, identificando, que sea 

Pero diferenciando la zsiiaa ecuación con relación á x j y la 
yesima ectiación y respecto á Xi , se tendrá 

_ 3P¿ SPy 
c)Xj I x j ' ^ry ŝ -j ' IXÍ ' 

luego i ^ L = _EL R2̂  

Permutando los índices i y j de todas las maneras posibles, 
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se obtienen ^ ~" ^ relaciones análogas, que deben verificarse 
2 

para que la expresión ( i ) sea una diferencial exacta. 

Recíprocamente, si se verifican las relaciones (2) 

existirá siempre una función F cuya diferencial sea SP<ix, pues 
si hacemos 

F i = i 1 ' P l d x i + F2(x2, X3, , X n ) , 

1 

se tendrá -r—- = PD (3) 

^ = P ' í l ^ i + ^ ; (4) 

ó, en virtud de (2) 

expresando A2 lo que es P2 cuando se sustituye en ella .r, por 
3F ^F 

. Y si hacemos —3 = A, , resultará que — ^ = P2, ó, llamando 

F3 á una función de ^ , , , ̂ w, 

F2 = / 2 A2 ¿fcr9 + F , 03, .r4, , #„•); 
J "2 

luego la función 

F, — j j dx, + j j A2 ̂ r2 + F3 , xn) 

admite por derivadas, con relación á xx y ,r.2, las cantidades P, 
y P2. Se tiene pues, 

7>x8 J « , ^r3 1 ' j a , ^ 3 2)̂ 3 
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es decir, 

Expresando A3 el valor de P3 para = ax , esta fórmula da 

- — = P3 — A3 I- A3 - A'3 H , 

expresando A'3 el valor de P3 cuando se hace x \ = ax y 
x2 = a.2, de la que resulta: 

3F, W 
— = P3 ~ A'3 + 

y se tendrá 

3Fi . , SF3 
= P3, si A'3 = — ^ , es decir, si F 3 = A'3 d x 3 ; 3x3 

entonces la función 

F i = a 1 Pi + A2 ̂  + D A'3 + F4 

admitirá por derivadas, con relación á , x2, „T3 , las 
cantidades P, , 'P2, P3, , resultando que la diferencial de 
la función 

// P* dx + fa* A2 ^ 2 4 ^ A3 Jx3 + . . . + j** A n d x n 

será la expresión ( í) , si se tiene en general, 

Aí+1 = ? i J r X { a l ) a 2 , . . . , ^ + x ¿ + 2 , . . . , x n ) . ' 

Caso p a r t i c u l a r . Sea la expresión 

y i d x + N ^ / , 

que debe ser la diferencial de z¿ = / (x, j ) . 
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Tendremos 

du = — dx + 

y resultará, identificando, que 

Recíprocamente, si se verifica esta condición, y buscamos 
una función u tal, que sea 

du = Mdx + N ^ ; 

debiendo tener á IVto por diferencial con relación á x , será 
igual á la integral de Vídx aumentada en una cantidad cp (7), 
independiente de x , pero función te y \ u será pues de la forma 

haciendo ^ — / M ^ x 
„:« ^ 1. k ri-, I ni\ r i o rY\r\c\r\ n n p C P f l Falta ahora determinar á <p {y) de modo que sea —- = N ; 

pero se tiene 

•hu ĉp , , , "vr 
— — U — i - de donde —^ = JN — —- . 

Se ve pues que N — — no debe contener x . Se tendrá pues 

a A: i x 

y si esta condición queda satisfecha, será 

* W = / (N - J ) ^ " = /Mrfx + j ( N - g) ^ . 
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Ejemplo 1° Sea 

ydx xdy 
du = —— — —™-— 

x¿ + y2 x2 -f- y 

J co J x x + y y y 
0 o • 

j N ^ _ _ _ r ^ H I T i = - are tg — + are tg - 1 , 

u = are tg — — Uro, tg ^ + are tg ) + are tg S ; 
y \ y x0 J y0 

y, puesto que are tg ^ -f- are tg Z_ = - , 

x , 
« = are tg — -|- C. 

y 
Ejemplo 2 ° Sea 

du = r i _ ^ i r ^ _ i l 

Tenemos ^ = _ 2 ^ = Í ÍL 

« = Í M ^ x + cp(7) = log x + - Z 2 — 4- $ (y) 

~ dy ~~ { x ~ y f ' Í~ dy ~ (x — y f ~ y ' 

afy _ I 

~ i f y = = 1 ~ y ' ' f = ^ — log^ + C 

JTJ/ X 
u = + log - + C. 

x — y ^ y 

dy. 
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§ 2.° APLICACIONES 

i . dti = \ i g y - — - — + — — (tg x + senj/) \dy 
L cos^xj \cosl y J 

u = x i g y — y ig x — eos,y C. 

* xs J \_2y x l J 

y i y i x * ^ y 1 i l o g + / • ^ ' • ! + « .== log x j 
2X~ 2 X 2 , 2 X 

• • 

I 
+ - log^ + C. 

3. du — {y -\- z) dx + (x -\- z) dy -\- { x ^ y ) dz 
u — xy xz -{-yz -\- C. 

4. u = {2Xy + 02) d x + {2zy + x*) dy + (2^JK + dz 
du — x^y -\- z-x +> '20 + C. 

a ax -\- bz b ax -\- bz 
— d x — dy A dz u = . 1- C. 
y f y y 

dy 6 • r + / = l = = 1 dx + \ y 1 

x* -\- y2 x 
u — h are sen 1- C. 

2 • 

/x-2 + / i/̂ '2 + y2 J ^ 

u = l o g + y ^ T y ] + c . 

8. ^ = (x2 — 4-^7 — 2 / ) ^ + ( / — 4 x y — 2^2) ¿fy; 

T3 y3 
u = -— — 2 •̂2 y — 2y2x -\ 1- C. 

3 > : • 3 
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C A P Í T U L O V i l 

Integración por diferenciación é integración 

§ i.0 EXPOSICIÓN DE ESTE MÉTODO 

44 , INTEGRACIÓN POR DIFERENCIACIÓN. Se pueden obtener 
integrales diferenciando con relación á un parámetro la expre
sión contenida bajo el signo de una integral definida. Por ejemplo: 

i.0 Diferenciando n veces respecto de a la igualdad 

a 2 0 X * -\- Cl 2 
resulta 

1 • 2 g = I • 3 • 5 {211 — i ) TT 
o (x-¿ + a ) « - M = 2 . 4 . 6 211 "7^1 

2a 
2.0 Diferenciando n — i veces respecto de a los dos 

miembros de 

e-axdx = —. 
o d 

obtendremos 

6-"* XK—^dx = 1 . 2 (« — i) ^ w. 

3.0 Diferenciando ^ — i veces la igualdad 

¡ " é - ^ + ^ V d x = 
"O á + ¿, ) / ._ ! 

10 
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se tendrá 
/ * 00 

4 5 . INTEGRACIONES OBTENIDAS POR LA INTEGRACIÓN BAJO /. 
En vez de diferenciar con respecto á un parámetro puede inte
grarse, obteniéndose así la integral de muchas funciones. 

1.0 Sea la igualdad 

e~oxzo^ bxdx = 

Se tiene que 

í a J í * , J í a a á a \ da \ c - ax eos bxdx — \ 
Je j o j e «2 + ' 

pero 

da \ e~ as0 eos bxdx = dx l e~axC()sbxda 
J e J 0 J c 

g— ex g— a x 

eos bxdx. 
X 

J O 

fa ada 1 , d2 4- b" 
Ademas / = _ log — 

c «2 + ¿2 2 0 ^ - f ¿2 

luego 
r * e - c c o _ e - a x ! ^ - f ¿ 2 

/ eos bxdx = — log 
J o ' r 2 ^ + ^ 

Observación. Si se hace ¿? = o, se tiene 

=== log — 
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Se obtendría también este resultado, integrando respecto de 
a entre los límites Í y ^ la igualdad 

e- axdx = - . 
a 

2.0 Por el mismo procedimiento, de la expresión 

6 

se deduce 

e - ax sen bx dx — -
cf + P-

^ bda / da \ e-axsQnbxdx = 
Jo K Jo <** + ^ 

are tg 4 — are tg - == are tg ~~ ̂  . 
^ b * f l + ac 

3.0 Sea la integral 

2 \ úí-t' 

X 

Integrando por partes los términos en — , se tendrá 
x 

x + s dx"\ 
e - n x \ 

r J " 
El término integrado se reducirá á 

Hm i 

I 72 £ + — I + 

s = 0 

= lim = — n -f-
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El valor de la integral, restante será — log n; luego 

la integral total será 

l \ , i 
n log n — H — 

2/ & 2 

4 ° Análogamente, tendremos 

/e-x — e-2x - e2x\ 
\ — \dx = v — log 2. 

jo \ . -y / 

5.0 Puede obtenerse por el procedimiento de la integración 
bajo el signo de la integral ya obtenida 

1 = / e-*1 dx ó 1 = é?-a 1 '¿dt, 
Jo 0 

habiendo hecho x = aif, y después multiplicando por.¿_a' é in
tegrando con respecto á a desde o hasta 00 , pues tendremos 

j o j o ./o 

di TZ i ,_ 
1 = - y 

o 2(1 + ¿ 2 ) 4 ' 2 
Con auxilio de esta integral podemos obtener otras. Así, ha

ciendo x = y y/a, en la hipótesis de ser a positiva, se tendrá 

1 = r e-a,f yj:ády = - i ñ , 
Jo 2 

r <*> _ -2 i - _ _ _ 
de donde e air dy = - yj^ a 2; 

Jo 2 

y por una serie de derivaciones sucesivas respecto de a, 

reo „ i , _ i ' — ~ 
y'1 e-w dy = - y j i : - a \ 

. J o 2 2 
2:, 1 _ 1 . 3 . . . . (27̂  — 1) _ 2w+1 

^a»^ - ay ¿y = - ^ ^ '- a 2 . 
JO ' 2 2re 
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Falta demostrar que la integral 

K = J y2ne--(a + ü h ) y - dy, 

en la que e es una función desconocida de y, comprendida entre 
o y i , tiende hacia cero, cuando h tiende hacia o y p hacia oo . 

Pero a es una cantidad positiva menor que a] y cuando h se 
haga suficientemente pequeña, a -\- 0/z será > a, y la integral 
será inferior á la siguiente: 

K, = y2n e - zy* dy; 

y como para valores suficientemente grandes de y, se tiene 

y*n ea.ri ^ JL, será K < í ~ = - , 
f v P f p 

que tiende hacia cero para p suficientemente grande. 
6.° Sea la integral 

e x-2 
J o 

Tendremos 

d i 
da 

2a _ ,.-2 _ «_ 

a 
V haciendo ,r — —, 

t 

d\ fo - t ' - ^ . d i 
d a = . L 2 e 1 d t = - ~ ^ -T = - 2 d a -

luego log I = _ 2« + log C, I = C e - ¥ . 

Para determinar la constante C, hagamos ^ = o, y será 

1 = e - x \ i x = - Í r . -
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luego C = ^ 7 C é I — - ! ^ " 2 0 -

7.0 Sea la integral 

Se tiene (50) que 

/ e 
I = ^ dx. 

1 2 Y * - t f x ' 

~T= \ e da; fx 

luego 1 = - = e™ dx e da, 
& ^ ..'o ./o 

é invirtiendo las integraciones, 

I = — / d a ] e ^ dx = -j= 
1/' Jo Jo VTC •K J O — 1 

1 - 3 . / _ _ ^ _ Í M J H 
- e ± d a \ %i - TIÍ y* 7 o ¿ V a —- ^ T a + ^ 

4 
log \a — 4 j — log \a -f- é * 

pero ^ 4 = eos - + z sen - — — z = r — , 
4 4 - ^ 

[ log (a — e ~ ) — log (a + ^ 4 ) - i 

2)o 
I I 

^ 1/2 
+ z I are tg • — are tg 1 , 1 

1^ 1/2 ' o 
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La parte real de esta expresión puede ponerse bajo la forma 

í H ( " - ^ H K i ) ' + H ' 
y se anula en los límites, por reducirse la cantidad bajo el signo 
logaritmo á la unidad. Además cuando a varía desde o hasta co , 

los dos arcos tangentes varían respectivamente desde - hasta T 
4 • 

y desde - hasta cero. La parte imaginaria será pues igual á T T / ; 

y se tendrá 

' - 4 4 " * " 
Por otra parte = eos .v - f i sen x; luego 

Jo l x /o i x 1/2 

.0 Sea 1 = / " e-ay* eos 2 by d} 

Tendremos 

/ o L 1 . 2 ^ 1 . 2 . 3 . 4 J 

i - i (2¿)21 - i n 

i - i -

Observación i . a Si se hace en el ejemplo 2.0^ = oo,¿: = o 
se tendrá 

/ sen bx TC 
í dx = -
0 ^ 2 
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siempre que ^ > o. Si se tuviese ¿ < o, el segundo miembro 

sería— Esta integral ofrece pues una discontinuidad nota-

ble. Siendo constante cuando b varía conservando el mismo sig-

no, pasa bruscamente de = j á — cuando, al anularse b, pasa de 

negativa á positiva. 
Observación 2.a Podemos concluir que es finita la integral 

/ sen x 

Jo * 

y obtendremos de otro modo su valor. En efecto, podemos es
cribir dicha integral de la manera siguiente 

oor. a- r^sen- r /*37lsen.r 
dx + / dx -f- / dx -f J Q X J n X J 2TZ X 

ó bien, sustituyendo .r por ,r -|- x, -|- 11 Por + 2:1, 

sen,r /*71 sen .r , , f% sen x 
/ dx - / r dx - f / r dx — 

j o * ' Jo * + * Jo x + 27t 
El límite del término general es cero, porque se puede escri

bir así 
1 T71 2 

sen x dx E + 7Z7T J 0 C -|- %7r 
permaneciendo ? comprendido entre o y T T . Esta cantidad para 
n — 00 es nula. Por consiguiente, la serie y la integral tienen un 
valor finito. 

Esto sentado^ para > o se tiene 

r a sen ,r -}- eos ,r 
^ - ^ sen x d x = — —. e 

I nL _ l - T 

— ax-

luego / e~axser\xdx 

d1 -|- 1 

1 
d1 -f- 1 ' 
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é integrando desde a = s y o hasta a =.= oo , se tiene 

Jo e ; • ^ ^ . = - — a r c t g s i (!) 

La integración puede efectuarse, puesto que la derivada se 
gunda bajo el signo / es finita. 

/»en 

Restando / dx, tendremos 
J o x 

'd - — ^ = ^ - are tg 3 _ f üif ̂  ./ 0 
o 

Para hallar el límite del primer miembro, lo escribiremos así 

/"71 / • c sen x r2~ r ^ 

ó también / ( i ^-e^) sen -r ^ 

— L ( í — ^ - £ a ; - ^ ) — — - + 

Todos los términos de esta serie son decrecientes, alternati
vamente positivos y negativos; luego es convergente, y en suma 
esta comprendida entre su primer término y la sumare los dos 
primeros. Este valor es pues cero para s = o. • 

La fórmula ( i ) se reduce, para e == o, á 

l - i <** = o; luego f * Se-n^ d x = í . 
J O ' • J 0 X 2 

Cuando se hace x = zz, tenemos, suponiendo a > o, 

/ sen y.z , ^ 
/ d z = • — . 

Jo Z 2 
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4 6 . INTEGRALES, DE FRESNEL. • Si sustituimos x por x ' i a 

n la fórmula / e-x dx = -— obtendremos 

_ i 

e- acc* d x _̂ 2, 

de donde 

Multipliquemos los dos miembros por eos a da, é integremos 
desde o hasta oo ; tendremos 

_ _ eos a = ¡ ¡ e- ax eos adadx, 
o i * r. J o J o 

é igualmente 

da sen « = -^r / / e~ axi sen adadx. 
] Q Í a J o J o 

Multipliquemos la segunda por j / — i y sumemos; resultará 

Jo i a I / T : j o Jo 

2 i * dx 2 r* / x%dx dx \ 

Haciendo x =^ i Se obtiene 

Jo i ~ i o ^ + 1 ' 

lueg0 J o " 7 r = ( I + ¿ ) ^ i o ^ + T -
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Pero / — dx es igual á -==. Se tiene pues, igua-
j ü + 1 Í2 

lando á cero las partes reales y los coeficientes de f — i , 

eos a da í00 sen ada 
o 

si se hace a = x-, resulta 

/ sen x*-dx = / ' eos2 x d x = - ] / - • 
-'O Jo 2 \ 2 

4 7 . EMPLEO DE CONSIDERACIONES GEOMÉTRICAS. La integral 

A = /0 ^ a:" ^ fué obtenida por Poisson mediante un proce

dimiento muy notable. Cambiando x en y se tendrá todavía 

A = / w - r y 2 ^ , 
./ o 

y por consiguiente, 

= ,/o ' ^ /o ^ ^ o 
'00 /- co ^ - « , _ Jgü _ y2 

= i« io ' 

Sean tres ejes rectangulares Ox, Oj, O2; é 

7 = 0, i? = ^_ a:" , 
las ecuaciones de una curva situada en el plano s CU

SI esta curva gira alrededor del eje Cte, engendrará una su
perficie cuya ecuación será 

y la integral doble 

JO JQ 

— x Z — y i 

e dx dy 
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representará la cuarta parte del volumen comprendido entre la 
superficie y el plano xOy. Se puede valuar este volumen divi
diéndolo en una infinidad de secciones cilindricas, cuyo eje co
mún sea Oz. La sección terminada en las superficies cuyos 
radios son r y r + dr es igual á su base 2-rdr multiplicada por 

su altura z 6 e~ ' ; luego 

¿{i —. — i e ' x . 2^rJr = — T T ; . de donde A = — j/n . ( 1 ) 
. 4 ^ 0 4 2 

Análogamente se determinarán otras integrales. 
Supongamos que se trata de valuar 

dy \ f { x , y ) d x . 
Jo Jo 

M 

H 8 

Esta integral representa la parte situa
da en el ángulo de las coordenadas posi
tivas del volumen comprendido entre la 

superficie cuya ecuación es z = f { x , y ) y el plano xOy. 
Descompongamos este volumen en elementos infinitamente 

pequeños por medio de los planos ¿rOS y zOR, trazados por el 
eje de las z y cilindros PQ, RS cuyo eje común es Oz. Si se 
hace OP = r, POx — 0, el volumen prisma infinitamente pe
queño MPQRS, cuya base es el rectángulo PQRS = rdOd?' y la 
altura 
z = ' f{x ,} ' ) = f i r eos 6, r sen 0), será r d U r f { r eos 0, r sen 6). 

La integral propuesta se podrá sustituir por la siguiente: 
IT. 

í 00 Í 2 / ( ^ C0S 0' r 36,1 0) rtí?6 
Jo Jo 

cuyo valor es fácil hallar. 

Observación 1* La integral e dx = - ^ conduce a 
Jo 2 

la siguiente: 

dx = Í-K (2) 



o 
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pues f * e~x* dx == í0 e~xi dx + e~x% dx, 

y cambiando ,r en — x resulta 

I ^ ^ dx = - } l z ; luego 
^ - «3 ^ o 2 

En general, se tendrá 

X x-2 
e dx — j/Tr i 

/_"oo/W^ = 2 j * f { x ) d x ó o, 

según que/(,r) sea función par ó impar, es decir, según que 

/ ( * ) = / ( — ó . / ( — * ) = = — / ( » . 

Observación 2.a Si en la integral (2) se sustituye x por ,r )/^, 
se tendrá 

^ ¿.r = — . 
• - 0 0 

Diferenciando « veces seguidas con relación á rt, se tendrá 

f s : ^ » ^ = r ' x I - 3 - 5 

y si se hace a = 1, 

§ 2.0 APLICACIONES 

1. Diferenciando / e-avsenxdx = se obtiene 

, 2a 
j e—axx sen x d x = 

f x ' sen , r ^ r = 2 ( 3 ^ ^ ) 
-,0 ( ^ + l ) 3 
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Integrando entre o y a, se obtiene 

1 — e-ax 
sen xdx = are tg a. 

J o X 

Haciendo (2 = 00 , resulta 

sen x TT 
dx — — 

o x 
/•« • a 

2. Diferenciando / e~ax eos xdx = — , 
Jo cr -\- 1 

r 00 

/ e-aoc x c o s x 
1 n 

I e~ ax x1 cos x d x 

a? — 1 

resulta 

i o (^ + i)2 
2a{a'í -— 3) 
(a2 + i)3 

Por integración entre o y ^ resulta 

I — e-ax , 1 
COS ^ ( i ^ r 1= — log {a1 + i ) . 

X 2 
^ o 

3. Integrando { 1 ^ _ 1 dx = —, con relación á ^, se obtiene 

' 1 ^ r e — 1 I 
0 l0g X 

'x == los n 

• i r - K " 
¿/.r == n los ^ — ^. x (log -r)2 log 

4. De / ^-M2 = ñor diferenciación respecto 
Jo 2 F ^ 

resulta 

/ ^ « ^ - ^ dx = — — — — ^ • 
^0 2K + 1^ 2 
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5. Se obtiene directamente 

dx 
J o 1 +a?tg2,r 2(1 + a) ' 

Multipliquemos los dos miembros por da é integremos entre 
o y a; obtendremos 

f 2 dx , Tt j0 ^ arC ^ ^ ' r ) = - log ( i + 

Si se hace # = i , / 2 = ü log 2 

6. Demostrar la fórmula 

o \ ^ / ^ H- I J/Q \ ~ ^ " / 

Para obtenerla, hagamos 

1 :n 
X n \ P X n 

m 

y tendremos 

1 . 
1 

n 
Integrando por partes, 

A w " / 1 / - _ i ~ / (1 — u)v u11 du. 
o 

J o 
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C A P I T U L O V I I I 

Integrales definidas entre límites imaginarios 

§ i .0 INTEGRACIÓN DE LAS FUNCIONES VARIABLES IMAGINABLES 

48 . La consideración de las integrales definidas, cuando la 
variable pasa por una serie de valores imaginarios, se debe á 
Cauchy, que constituyendo un método fecundo para el estudio 
de las propiedades de las funciones, señaló un gran progreso en 
el Análisis matemático; y aunque parezca salir del dominio de la, 
práctica es útilísimo este empleo de las imaginarias para propor
cionar el camino más corto en la obtención de resultados dentro 
del dominio real. La teoría de Cauchy se funda en los teoremas 
siguientes: 

TEOREMA I , Seaí{z) una junción continua, cuando la va
riable z describe una curva z 0 z . Si se toman en la curva plintos 
intermedios zlrz¿, z ü _ ] , /# suma 

f(z0) (Z. — Z0) + fiZ.) (Z, - ZO + . . . + f C Z n - i ) ( Z - ' Z n - i ) ( i ) 

tiende hacia un limite determinado, cuando se aumenta indefini
damente el número de puntos de división, de manera que cada uno 
de los arcos tienda hacia cero. 

En efecto, al describir el punto z — x -\r y i la curva z^Z, se 
pueden considerar k x é, y como funciones continuas -f, {t), cp2 [t) 
de una variable real t que crece desde tQ hasta T. De esta ma
nera la variable imaginaria z es una función de la variable t, 

z == ?! (¿) + i 'f-2 if) = T (') • 

Supondremos que cada una de las funciones reales ?! 'fá(̂ ) 
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admite una derivada. Y para fijar las ideas, podrá tomarse como 
variable real auxiliar t la longitud del arco de curva contado á 
partir del punto zv Las derivadas cp', (¿) y ^ (¿) designarán en
tonces los cosenos de los ángulos que la tangente á la curva for
ma con los ejes O.r y Oy. Llamemos tx, ¿¿ . . . , ios valores 
de ¿ que corresponden á los diferentes puntos de división seña
lados en la curva. Por tener derivadas las funciones ^(¿f), o2(t) 
podremos escribir 

fi (A) — f i (¿o) = (A — ta) ['f'i (̂ o) + e'0], 

n (ti) - ?2 ^ ) = - ío) [ - f V W + £"o], 

tendiendo £'0 y s"0 hacia cero al mismo tiempo que ^ — ^. 

Se deduce enseguida 

^ — r̂, = cp, (¿i) — ^ ^ -|- 2 [cp.¿ T2 (¿o)] 

= (A — ô) Wi ih) +.i<?\{t0) + e'0 + = _ . t0) l y (/fl + a j , 

siendo £0 una cantidad imaginaria que tiende hacia cero con 
tí — /0. Se tiene igualmente 

- ^ = {t, — A) [? , (A) + ^ ] , . . . . . ) 

tendiendo hacia cero las cantidades s.,, £2, , Sw_1 respecti
vamente con las diferencias í2 — ^, , T íre _ i . 

La suma ( i ) se reduce, por consiguiente, á 

[ / W ^ (̂ o) - ^ ) f (A) ^ — A) - f 

+ =?' (^n- i ) (T - ,) + [ / ( ^ ) 3U (A _ Al) 

£i (A - O - r ^ - i (T -

cuya segunda parte tiende á cero, porque si se llama M al má
ximo del módulo de f{z ) en la curva z . Z . y e el mayor módulo 
de £i' £2J , s „ _ i , el módulo del segundo paréntesis es me
nor que M £ (T — /0). 
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En cuanto á la primera parte, si se hace 

se descompone en dos 

[ | (/0) {t, - t0) + ^ (A) (f, - ^ ) + • • • + ^ - - 4 - i ) l 

+ ^ /. (̂ o) (A — ¿o) + Z W - ^ ) + • • • + /• - 1 ) (T — ^ - 1 > ] , 

la una real y la otra imaginaria, y los límites de las dos sumas 
contenidas en los paréntesis son 

J t 0 x ' ¿o 
La suma ( i ) tiende pues hacia el límite 

/ T •]> (/) dt + i r x (t) dt. 

que se llama la integral definida 

J Zo 

tomada á lo largo de la curva zü Z. (*) 

COROLARIO I . Se tiene 

í * j ( z ) d 0 = r ^ { í ) + ¿ / { t ) ] d t = r / { * ) <*'& a . 

COROLARIO I I . Si se llaman c0, ^ , , i las longitudes 
de las cuerdas que subtienden los arcos z0 zu zx 02, , ! Z 
y / á la longitud de la curva 0(,Z, el módulo de la suma ( i ) es 
menor que 

M ( ^ + ^ -h + ^ _ j) < M / . 

r z 
Se tiene pues, mod. ^ f { z ) < M /. 

(*) Véase t I I pág. 202. 
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TEOREMA I I . S¿ se cambia de variable haciendo 2 = y («'), 
se tiene 

. i * f { z ) dz== f * ' f ( z ) Y {z') d0', 
J Z0 J Z 0 

Se supone continua la función o (z) cuando z' describe cierta 
curva Z ' y que además admite una derivada y {z'). La varia
ble z describe una curva correspondiente ¿r0 Z , tomándose las 
integrales según estas dos curvas; y se tiene 

Z , — = 0 ' . — ^ ' 0 ) [ ? ' (*'o) + ^ 0 ] , 

Z — zn_1 === ( Z ' — [tp' (z'n_1) + £„_! ] . 

Por consiguiente, 

/ ( * o ) ( * l — ^ 0 ) +7,(^1) (^2 — ^)4-- • • + / ( ^ n - l ) ( Z — ^ _ 0 

- [ y w ? ' ( * W i - ^ 0 ) + - + / ( ^ - o í ' ^ - o í z ' - . s v - i ) ] 

+ [ / ( O e0 — ^'o) + • • • + y (Z' Z ' n ^ , ) ] . 

Si llamamos M al máximo del módulo de / (z), y £ al de las 
cantidades , . . . e „ _ i , y Í(M-.-, ^ - 1 á las cuerdas que 
subtienden los arcos z'0 z \ , . . . z ' n - i Z , y /' á la longitud de la 
curva z'0 Z ' , el módulo de la segunda parte es menor que 

M . e ( í o + ^ 1 + . . . + ^ - i ) < M s / ' ; 

tendiendo esta segunda parte hacia cero, las dos integrales son 
iguales. 

COROLARIO. Si cuando la variable z describe la curva ztí Z , 
la función F(z) es continua y admite á f(z) por derivada, se tiene 

lzZfÍ2)dz = F { Z ) - F { z 0 ) , 

hallándose tomada la integral á lo largo de la curva. 
Hagamos u = F (z). Cuando la variable z describe la curva 

Z, la variable u describe una curva correspondiente u0 U, y en 
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virtud del teorema precedente, se tiene 

/'U du = P F'C?) d z = I * f { z ) dz. 
J u0 J z0 J ~0 

Si se designa por uu u.,, , una serie de puntos in
termedios en la curva u0 U, la primera integral es la suma 

{ul — U() - f (U2 — + - |_ (U — U n - y ) . 

Pero esta suma es igual á U — u0; luego la integral definida 
es igual á U — u0, es decir, igual á F(Z) — F{z0). 

TEOREMA IÍI. S I la f tinción f (z) puede desarrollarse en una 
serie 

f { z ) = 0̂ + Ul + « 2 . + 

Í / ^ Í 1 términos son funciones contimias de z, cuando esta vai iable 
describe la curva z0Z, convergente en todos los puntos de esta cui'-
va,y tal que se pueda tomar n bastante grande para que, ev cada 
uno de estos puntos el módulo de la suma Un -f- un _|_! - j - sea 
menor que un número dado a, se tiene 

r % /"z * /"z 
/ f{z ) dz = u0dz Utdz -\-

i «o Jzo JZo 
tomándose todas estas integrales d lo largo de la curva z0Z. 

Designando por SK la suma de los n primeros términos, ten
dremos 

/Z f { z ) dz = SK + / Z í {2) dz\ 

y siendo el módulo de cp (2) menor que a, el módulo de la última 
integral es menor que a/. La suma SM tiende pues hacia un lí
mite igual á la primera integral, cuando n aumenta indefi
nidamente. 

TEOREMA IV. Cuando una función f (z) es holomorfa en una 
parte del plano de contorno simple, la integral definida 

l f { z ) d z 
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relativa á una curva cerrada situada en este punto del plano, 
es nula. 

No es necesario demostrar este teorema y sus consecuen
cias inmediatas por haberse demostrado en el tomo I I de esta 
obra; y únicamente terminaremos este párrafo con algunas apli
caciones después de demostrar el siguiente 

TEOREMA V. Si para z = co ó para z — o el producto zf (z) 
tiende hacia cero, la integral / f (z) dz, tomada á lo largo de una 
circunferencia de radio infinito, ó de una circunferencia de radio 
infinitamente pequeño, cuyo centro está en el origen, es nula. 

En efecto, siendo 

mod [ ( z ) d z < : j ' \f(z)\ \dz\, 

hagamos £ = R (eos cp - f i sen ?), 

de donde 

dz = Ri (eos o -\- i sen a)ú?<p, \dz\ = R¿2fcp; 

pero lim zf{z) = o; luego \f{z) \ < ~ , 

siendo s un número arbitrario, ó 

\z\ 

y será 

mod [ f{z)d2 < f l Rd'f < 27:3, 

lo que demuestra el teorema, porque s puede tomarse tan peque
ño como se quiera. 

Ejemplo. Sea la función e-^ holomorfa en todo el plano. 
La integral 

{ e-*- dz 

relativa á un contorno cerrado cualquiera es nula, pues si con-
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sideramos el rectángulo AtABB1 formado por el eje de las x, 
una paralela.B, B á este eje, á la distancia b y dos paralelas 
AB, Ai B, al eje de lasj/ á la misma distancia a\ se tiene z = .r, 
según A.A, variando x desde — a hasta + a; según AB, se 
tiene z = a-\- y¿, variando y desde o hasta b\ según BBt, se 
tiene z = x -\- bi, variando x desde + a hasta —- a, y según 
Bj A! se tiene z = — z •+ y i , variando y áe b k o. Siendo la in
tegral relativa al contorno nula, resulta que 

/ e-x' d x + i \ e-ía+yi> dy 
J - a Jo 

+ [ ~ a e~& + 6¿>2 dx + z j e - í -«+^) '2 dy = o. 
J + a J b 

La segunda integral 

fb e - ( a + y i f dy = e -^ fh e'J' - ^ dy 

Jo Jo 
tiende hacia cero cuando a aumenta indefinidamente, y lo mis
mo sucede á la cuarta. Pero el límite de la primera es (p. 156); 
luego 

/

_(_ ce . 
e-r-{x + b i ? — |/ "Jl J 

/ e-* -2bxi + b' dx 

2 r+Qo ^—^ (eos 2bx — i sen 2^r)¿¿-r = ^ 

por consiguiente" 
• + «> „ . r— ,2 

é1-21- eos 2bxdx = ] TZ e ° . 

4 9 . OTRO MÉTODO. La integral J6 e - ^ dx puede es

cribirse así 
' lim £ ¿ ( 1 + ^"/i2 + e - ^ + + e-*h ) (1) = ¿) 

A = 0 
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1 = 171 1 
e~ x d x = lira ^ k \ e - b' 

h h=0 i=0 

Pero en ésta se tiene 

e- ib + ih? _ ^ - ^ e - i h i h e - i * h * << e - h \ - i * h \ 

de lo que resulta 

j b h = 0 I . . . . . j . 

Esta suma prolongada al infinito, es finita. La escribire
mos así: 

s = ^_ , 

haciendo 

E~H* = 4> /(<?) == i + ^ + ^ + + + 
Expresemos por [)/«] el mayor entero contenido en y'n , 

y comparemos las dos series, divergentes para ^ i , 

~ - b - ^ ) = l + [ f l \ q + [)/2 J ^ + ... + [|/^J ^ + ... 

? (?) = (1 — q V ^ == 1 + - ^ ' 
2 

I . 3 • 5 • • • 2« — I 

En ésta puede escribirse, en virtud de la fórmula de Wallis, 
el coeficiente de qn, así: 

2 
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tendiendo s y s' hacia cero para , r . = oo . El límite, pues, de la 
relación de los coeficientes de qn en ^ {g) y en F {q) 

^ [ I n ] i 

Pero: Citando dos series ordenadas según las potencias ascen
dentes de una misma letra son divergentes y la relación de los 
coeficientes de una misma potencia de la letra ordenatriz tiene un 
limite, la relación de la suma de los n primeros términos tiene el 
mismo límite cuando n crece a l infitito, porque la relación 

+ ^ + + ̂  
+ ^ + + ̂  

está comprendida entre el mayor y el menor valor de las rela

ciones — , — , De manera, que si n es bastante grande; 
para que la relación de los términos de igual lugar de las series 
divergentes 
/ { n ) = 0̂ + a, x - j - ^ 2 4- , o («) = ¿0 _ j - Arr + 

difiera, para dicho valor de n y para los valores superiores, de 
su límite / en un número inferior á e, se podrá escribir 

^ + + ^ • 

Si pues, (-r) es la suma de los n -\-p primeros términos 
de f { x ) y ^v{x), la relación intermedia podrá escribirse así 

fv {x) - {ais + ^ l ^ + - f a n ^ x — ^ 
rp{x) ^ (¿0 -|- ^ ,r 4- . . . . . + b n - x x * ^ ) 

g0 4- a^x 4- 4- an-xxn~x 
fp jx) fP jx) . 
<pP(̂ ) i - ¿ 0 4 - ^ + + ^ - i ^ - r i 
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Y se hallara comprendida entre / — s y / - { - £ para n sufi

cientemente grande. 
Por consiguiente, haciendo tender q hacia i , será 

Esto sentado, se tiene que 

/ dx < ¿ ' - ^ S . 

Si pues, se hace crecer b hacia el infinito, el segundo miem
bro tiende hacia cero, y también el primero; y tendremos 

I = lim S ¿ ( i -f- e-n* - j - e-M* 4- ) 

El segundo miembro es precisamente S; luego 

§ 2.° CÁLCULO DE RESIDUOS DE CAUCHY 

DEFINICIONES. Ya se expusieron en el tomo I I algunas no
ciones de la teoría de los residuos. El residuo de una función 
monódroma y monógena es, según se expuso, la integral 

27^ — I 
f{z ) dz 

tomada á lo largo de un contorno circular infinitamente pequeño 
descrito desde el punto cy en el que f { z ) se hace infinita, como 
centro y recorrido en sentido directo. 



170 LIBRO 1 .°—CAPÍTULO V I I I 

Se demostró también que: L a integral de una junción monó-
droma y monógena, tomada á lo largo de un contorno cerrado sim
ple es igual al residuo integral de esta función relativo á dicho 
contorno, ó sea, á la suma de los residuos de dicha junción rela
tivos á cada uno de los infinitos contenidos en el contorno, multi
plicado por 27c / — 1. 

Vamos ahora á aplicar la teoría de los residuos á la obten
ción de algunas integrales. 

I .0 Sea 

•+ao dx 
- = 2* 1/— I S & 7 - ¡ r r— , ( i ) 

( ^ + 0 ™ ( ^ - M 2 ) m 
El residuo es relativo á los infinitos situados sobre el eje de 

las x, no existiendo más que el solo infinito a Í— 1 , situado en 
la parte superior de dicho eje. Dicho residuo será pues, 

[ 1 dzm-x i I 
{m— 1)!. a^1-1 (0-_|_^|/Zrí)mJa = ay31 

(— 1) m{m -\- \) {2m — 1) 

0 . (2«}/^T)2m-1 ( m - i ) ! 

la fórmula (1) da por consiguiente, 

C^^ dx m {m + \) — {2m — 1 ) í 
j - o o + = 271 im — 1)! ' \ 2a ) 

sen óx 
2.0 Sea la integral / dx. 

Jo x 

Supongamos que se integra la función á lo largo de 

un contorno formado por el eje de las x negativas, desde un 
punto situado á la distancia — R del origen hasta otro situado á 
la distancia — e, enseguida por una semicircunferencia de ra
dio £ situada sobre el eje de las x con su centro en el origen, 
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enseguida por el eje de las x positivas desde - f s hasta -f- R y, 
por último, cerrándose el contorno con una semicircunferencia A 
situada sobre el eje de las x y cuyo radio es R. 

La integral á lo largo de este contorno será nula. La integral 
tomada á lo largo de la circunferencia de radio R será nula para 

R = co , si se supone que 6 sea positivo; pues estonces z — 
• ; z 

ó e1™ se reduce á cero, cuando la parte imaginaria de z es posi
tiva, lo que se verifica á lo largo de dicha circunferencia. Se 
tiene pues, suponiendo R = oo , 

dx. 
x 

La segunda integral á lo largo del semicírculo A para 
gbzi 

E = o es, salvo el signo, el semi-residuo de — para 2 = 0, 
z 

multiplicado por 2 r A ó — %i. Se obtiene pues. 

£ ghxi gbxi . 
dx H dx = TI 1/ I . 

— 00 x x ( : 
Si se sustituye ebxi por eos dx -)- ¿ sen 6x, se ve que la parte 

real del primer miembro es nula, y que 

— £ sen dx , . sen bx , 
dx -\- ¡ dx = 7:. 

Añadiendo el elemento Sen bx dx, que es infinita

mente pequeño, se tiene 

+ 00 sen , . . T00 sen bx ^ / + 10 sen bx ' f 
/ dx = K , y por consiguiente / 

/-oo ^ ' ^ 'c 

C A .'• /'C0 Sen ^ 7 
bi b = o, se tiene / dx — o. 

x 

x 
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La integral / sen ax CQS bx ¿ x se deduce de la anterior, 
7o x 

puesto que se descompone en 

i r d r + 1 r * ™ J ? - M DX. 
• 2 Jo x 2 L 

Supongamos que a y d sean positivos. Si # > ¿, "esta suma 

es I . -f- - — ó — ; s i ^ < ¿ , dicha suma es igual á cero. 
2 2 2 2 2 

Si ^ = ¿ será igual á - • 

eos ax 3.0 Sea la integral / ———^ dx. 
J _ oo 1 - j - ,r 

Si se integra la función . 21 en la que a es positivo, á lo 

largo del eje de las x desde — 00 hasta - f 00 y á lo largo de 
una semicircunferencia de radio infinito descrita desde el origen 
como centro, á la parte superior de dicho eje; la suma de las in-

azz 
tegrales así calculadas será igual al residuo de i _^ g2 relativo al 

punto z == Í — i para el que la función se hace infinita, multi
plicado por 2 ñ i , es decir, á 

2 T Z \ — 1 o T t e - a . 

2|/— I 

Pero la integral tomada á lo lar^o de la semicircunferencia 
es nula. Se tendrá pues, - . 

f + x e a x i ¿ x 

/ - 0 0 1 

y separando las partes reales y los coeficientes de z, 

,+00 cos^r /'+00 sen ax -ce I + ^ /-oc I 
¿¿̂ r == o. 
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La primera fórmula queda sustituida por nea, cuanglo a es 
negativo. Diferenciando esta fórmula, se obtiene 

4-oo 
^ x sen ax 

, — d x = Tzé~a. 
-ao i + ~r¿ 

4.° Sea la integral / —; dz. 
j - oo i -\- ez 

Si se integra la función 

^ = 7 ^ { o < a < i ) 

á lo largo de un contorno rectangular formado por el eje de las 
x, una perpendicular á éste en el infinito en la parte superior del 
mismo é igual á 27r, una paralela también al eje de las x á la 
distancia + 271 de él y por otra perpendicular trazada, al mismo 
en el infinito negativo, de longitud 2TZ; la integral tomada á lo 
largo del contorno será igual á 2izi por el residuo de la función 7, 
relativo al punto z = ra que la hace infinita; luego 

+ co eax f + n ea{x+2ni) 1 4-ez 
== 2712 oR. ^ . J - * . 1 + ex /-co i + el 

observando que á lo largo de los lados verticales del rectángulo 
la integral y es nula. 

Podemos por lo tanto escribir, 

de la que resulta: 

27:2 

ó en fin. 

— o, 1 -\- ex ea™ — e—a™ 

r+co eaxdx * 
— 0 0 1 sen a* ' 



I 7 4 LIBRO I . CAPITULO VIII 

Cambiando a en i — a, resulta 

/ 00 t - a d t 
J 0 i + / sen ^ " 

§ 3.0 APLICACIONES 

Í + Í dx 

j _ i _ ^ | / 1 — x* y «2 — 1 

Si se trazan dos circunferencias infinitamente pequeñas, que 
rodeen los puntos — 1 3̂  + 1 y se forma el contorno C, tendre
mos que calcular la integral á lo largo de C. 

Partiremos del origen, tomando el radical igual á + 1. 
A lo largo de la circunferencia descrita alrededor del punto 1, 

la integral es infinitamente pequeña; pero después de haber ca
minado la variable z alrededor del punto 1, el radical / i — x'1 
cambia de signo, y la integral tomada desde el punto 1 hasta el 
punto cero, adquiere todavía el valor 

dx 

o {x1 + — 

A lo largo del resto del contorno C la integral adquiere el 
valor 

r - i dx 

luego la integral, tomada á lo largo de C, es 

"+1 dx 

- 1 {x* + a*-)Íi — x* ' 

Siendo cero la integral á lo largo de la circunferencia de radio 

infinito, la expresión precedente será igual á 2 ^ Í — 1 multiplicada 
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por los residuos relativos á las puntos a f — l y — a i - ^ l . Los 
valores absolutos de estos residuos son 

2a Í - i Í l + a* y + 2 a ] l ~ i i i + a ? 

Como la integral propuesta no es nula ni negativa, es necesario 
tomar estos residuos con el signo + , y se tiene 

C+1 dx TI 

Por otra parte, se pueden determinar los signos de los resi
duos, observando que el argumento de ^ á lo largo del eje de las 

x tomado en el origen igual á cero, es igual - en ^ Í— i y á — 
2 2 

en — a]l— i . 

sen ax ^ i aa -\- i i 

o e2™ — I 4 ^ — 1 2 ^ " LEGENDRE. 

f2 sen 2.-tr T: 
3- / —- x d x ~ — log ( i + a) 

J 0 i — 2a eos x -\- a¿ 4a 
si I < ^ < I , = ^ L i o g / i + i \ Si a* \ j , 

4a \ a j 

,0-1 - . ' ^ \ r dx 4- / ^c,!-1 sen ( d x ) ] = _ r a - l e - b r 
Jo \ 2 + ^ 2 ? 

1 — ^ eos 2 0 , ^ T 4_ r 
5- / — — j log eos 0^6 = ü log Ü L l 

j0 1 — 2 r c o s 2 e + ?-̂  6 4 4 
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G A P Í T U I f O I X 

Cálculo de las integrales definidas por series 

§ 1.° TEOREMAS FUNDAMENTALES 

5 0 . PRIMER TEOREMA DE CAUCHY. Si las junciones reales 
u , Ui, , un) de y. son susceptibles de integración en
tre los limites ^ y X, y si además es uniformemente convergente 
entre dichos limites la serie 

cp (x) = utl + ^ + + un - f ( i ) 

y representa una función 'f(x) susceptible de integración; si, por 
último, se tiene ^ x0 < a < b < X, ̂  verificará que 

jb cp (,r) dx = ¡ba u, dx + ^ u{ dx + + J * u n d x + . . . 

Hagamos Rw = +1 + ^« + 2 + 
Por ser la serie uniformemente convergente entre x0 y X, se 

podrá suponer en este intervalo n tal, que sea mod. R < s; y de 
( 1 ) resultará 

cp (x) = M0 + + + «w + Rre (^) 

^ f (*) dx = u0 d x + . . . + fba ttn dx + Rre (x) dx. 

Pero, siendo mód Rw {x) < s, será mód RB dx menor que 
£ ^ _ a), qUe se podrá representar por 8 e (¿ - a), expresando 8 
un número comprendido entre — 1 y + 1, de modo que la fór
mula anterior, para % = co , será 

/h ^(x) dx = \b u^dx + ^ \ b iindx + 
j o ' ' a . J a 
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Obsefvación. Esta regla solo es aplicable cuando a y b son 
finitos, pues la serie 

l _ . ' J L _ i 

' W ~ (.r + i ) ^ + + 2)'̂  + • • • • • + ( ^ + ^ + ' ' • ' ' 

es uniformemente convergente entre o é oo ; porque el resto 
puede hacerse < s, tomando n de manera que 

i i 
~ + 7 r—r:. -f- sea ^ e; 
n- + i ) 

y se tendrá, integrando desde x hasta co , el resultado absurdo 

puesto que el segundo miembro es divergente. 
51. SEGUNDO TEOREMA DE CAUCHY. Si las junciones u,o 

Un , Un , de y. son sinécticas en el interior de un con
torno C cerrado simple, siendo además uniformemente convergente 
en el interior de este contorno la serie 

= + ^ + + ^ + (3) 

I.0 es continua y monódroma en el interior de C. 
2.° Se tendrá 

Í H*) dx = i d x + + íhundx-\-

si el contorno ab no encuentra a l contomo C. 
3.° Para todo punto x interior a l contorno C, se tendrá 

dy du . du, . , du,, 
— = — -f- — - + -f- - - j -
dx dx dx dx 

y la función v será sinéctica en el contorno C. 
En efecto, por ser la serie (3) uniformemente convergente, se 

podrá tomar n tal, que se tenga, cualquiera que sea x conte
nido en C, 

mod {un + 1 + u n . ^ -|- ) < s 

12 
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ó, llamando Rn á la cantidad colocada entre paréntesis, 

mod R ( . r ) < 3; (4) 

y puesto que (3) da 

= U0 + + + Un + R^') ' 

resultará * 

[ h * ( x ) d x = í b u 0 d s + . . . + ¡ b u n d x - \ - j b R { * ) d * ; (5) 
J a J a • J a J a 

pero llamando ds al elemento de arco del contorno de integra
ción, será 

í b R ( * ) d * = r R ( x ) ^ - d s ; 
J a Jo as 

d x 
y si se observa que el módulo de -— = 1, 

ds 

mód / R ix) dx < ó < 
•Ja JO • 

La integral / & Rdx puede pues representarse por Oes, expre-
J a 

sando 0 una imaginaria de módulo inferior ó á lo más igual á 1; 
y la fórmula (5) se reduce á 

fb f (x) dx = ^ u0dx -\. -|- j b un dx -f 6ss. 

Si pues, el contorno de integración s es de longitud finita, 
Ocrs podrá hacerse tan pequeño como se quiera, y se tendrá 

{b * ix) dx = [b u^dx + + í ^ undx -f-
J a J a J a 

Además, si se toma por contorno de integración una circunfe
rencia infinitamente pequeña descrita alrededor del punto x in
terior á C, será 
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es decir 

/fcp du^ diiK i dun 

§ 2.° DIGRESIÓN ACERCA DE ALGUNAS SERIES 

Y PRODUCTOS INFINITOS 

5 2 . LEMA. La inversa de la suma de una serie entera cuyo 
primer término no es nulo es desarrolladle en serie entera. 

Sea cp {x) = i - f aj x + a2 ^ + 

una serie entera en la que los valores absolutos de los coeficien
tes son á lo más iguales á la unidad. Esta serie es convergente 
para todos los valores de x comprendidos en el intervalo 
(— i > + i ) • Además se pueden obtener siempre números 
Po> > • • • ) > • • • tales, que la serie 

¿ = 1 + 1 3 , x . + & ^ + (33*3 + 

sea convergente en el interior del intervalo ^ — í - , + ~^ Y sa

tisfaga á la ecuación 

? ( 4 ^ ) == i , ó ( i + ^ ,r + . . . ) ( i + í3! ̂  + • • •) = !• 

En efecto, las ecuaciones 

ai + I3, = o, a2-|- a, ^ - f a2 == o, 

aw4-a í i - i (V ;+ + Pw-r+Pra = o, 

determinan sucesivamente los coeficientes , §2, ; y por 
ser el valor absoluto de aw á lo más igual á la unidad, resulta 
que 

I M < I , | 8 2 l < 2 , \ ^ \ < 2 \ , |Pn| < 2 « - l . 

La serie (^r) es pues absolutamente convergente en el inte-
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rior del inlervalo ; luego en este intervalo, la fun

ción no se anula, y su inversa puede desarrollarse en serie 
entera. 

Sea ahora f { x ) una función desarrollable según la serie 
entera 

a0 dy x -\- a.¿ -\- , 

cuyo radio de convergencia es R, no siendo nulo su primer tér
mino a0. Para un valor positivo x0 de x inferior á R, se puede 
determinar un número entero m tal, que á partir de n = m, se 
tenga 

\a,nx*\ < |^0| ; 

entonces, si r es una constante inferior á ,r0 y al menor de los 
números 

» i — i 
^ 0 

2̂ 
a* 

haciendo x = rt, se tiene que 

pero, cualquiera que sea n, el valor absoluto del coeficiente 
de in queda inferior á la unidad; luego, según lo que se ha 

concluido, es desarrollable en serie entera en el intervalo 

( r r \ r 
( — —, " i - — K siendo ciertamente superior a ~ el menor valor 
absoluto de las raíces de la ecuación f { x ) = o. 

5 3 . NÚMEROS DE BERNOULLI. Sea 

v = 
x ex -\- i 
2 ex— i 

x 
y — — | — 

x 
— i 
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Siendo desarrollable en serie entera de primer término no 
. , ex — i 

nulo la función — - — , también lo será su inversa (p. 179); lue

go también lo será y . Pero y no cambia al cambiarse x en — x; 

luego se puede escribir 
x ^ + 1 x* x'' B.,x6 

1 + B , - _ B2 + 2 ex — 1 1 1 2! 4 4! 1 6 

x2n 
( - i ) B B ¡ 

{2n) ! 

de lo que resulta 

e x \ e - x ra r3 
x ~ Í = i + 2áB. — — 24B.) — + 

e00 — 1 1 1 2! 4! 
tr2?l 

Y por ser 

{ e * - e - - )0(2W + 1 ) = 2, {e* + ^ - )o(2n) = 2, ' 

(̂ x _ e- = 0) + ^ - ^(2» + 1) o; 

¿>ic _|_ —̂ a; 
si se representa por z la función , tomando la deri-

ex — e~x 

vada de orden. 2« 1 de los dos miembros de la ecuación 

¿{e00 — e~x) = x{ex -\- e-x) , 

se obtendrá, para x = o, 
2 n + 1 „ m j (2« + 1) 2« (2^ — 1) _ (2n_2) 

+ ^ ~ f 

(2% -|- 1) 2n 
H —j V + ¿o = 2« - f 1; 

(*) Euler Institutiones Calculi differentialis prs. § 2 114. 
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pero féM = — ( -

p V n - . * ) l ) « - l 2 2 « - 2 B B _ a , , ^ n = 2 ^ , ; 

y sustituyendo, resulta que los coeficientes B0, B l , , B.n sa
tisfacen á la relación recurrente 

(I) ^ ± 1 2MB,. _ ^ ± '> ^ <!" - '> a * - ' B » - + . . . . . 

_^ ( _ j ) » - ! ^ —í—~ 2-J B, + (— l)?l2^ — O, 

relación que permite calcular sucesivamente B1, B, , , obte
niéndose 

1 1 1 1 
B' = 6 ' Bá = ' ^ ' 63 = B 4 = 3 ^ ' 

R _ 5 T-> 69i p 7 fí 3617 
66' B 6 = = ^ ' 7 " " 6 ' ^ - 5 1 0 ' 

que son los números de Bernoulli. 
COROLARIO. La smna de las potencias de los números enteros 

puede expresarse por medio de los números de Bernoulli. 
En efecto, de 

I - f ̂  + ^ . - f + e^-^x, 
se deduce 

= 1^^ + 2 P ^ + + O — i ) ^ - 1 ) ^ , 

y por consiguiente: 

^ > = 1̂  + 2 ^ + . . . . . + ^ - 1 ) ^ ; 

pero 

= . n -\- n — + n3 —- -f-
enx — ! 2 ! 3 ! 

X X X* x* , 

e x— 1 2 2! 4 ! 
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Se puede por tanto escribir 

j / : = #0 _|_ a%x -f- a,.^ -\- a.pxp -\- , 

hallándose determinado el coeficiente ap por la relación 

P ( / + ! ) ! 2 'p\ ' 2! ( ^ - 1 ) 1 

" Por otra parte 

^op)== I - 2 

luego, si Sp expresa la suma de las potencias de orden / de los 
n primeros números enteros, se tendrá 

1 „ nP-1 
p + 1 2 ' x 1 2 ! 

, p - 2 

4 

y, en particular, 

— P<J> — l ) { p - 2 ) B , — - 4 - . . 

^2 ^ 
1 + 2 + 3 -f + - 1) = — - -

12 + 22 + 32 + + - I )2 = ^ _ - + . - , 

/¿^ /̂ '̂  

13 4- 23 + 3̂  + + (« - 1)3 = ^ - - + 

Observación. Para n = .00 , 

i P - \ . 2 P + 4- ( « ~ l ) p 1 
lim = 

/ 4 - 1 
5 4 . POLINOMIOS DE BERNOULLI. Se llama poünojnio de Ber-
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noulli á todo polinomio Bj, (,r) que se anula con x y satisface á 
la relación 

B p ' ^ - f i ) — 6 ^ ( 4 = ^ , 

siendo p un número entero positivo ó nulo. 
Expresemos por m el grado de {x)\ la diferencia 

Bp (.r + i ) - BP (-r) 

es un polinomio de grado m — i ; pero por ser dicha diferencia 
igual á , su grado es p, y m = p -\- i , pudiéndose escribir 

Bp (x) = A0 xp + 1 + A. xP + A 2 x p - 1 + . . . + A p - i x * + Ap 

Bp{x- \ - i ) = A0(* + l)P + 1 - j - Ax (x -\-

Si desarrollamos y obtenemos la expresión Bp{x + i ) — Bp (x), 
igualamos á i el coeficiente de xP é igualamos á cero los coe
ficientes de las demás potencias de x, resultará 

I 

7A. H 7 T ~ A n = 0' 

— — A, H — A, H — A0 = o, 

Ap + A1,_1 - f Ap_2 + + A, + A,, = o. 

Estas ecuaciones permiten calcular An, A, , y determi
nar el polinomio Bp {x). Si en 

Bp {x + i ) — Bp (,r) = ^p 

se sustituye ,r sucesivamente por o, i , 2, — i , 
hallaremos 

Bp ( i ) - Bp (o) = o, B,, (2) - Bp ( i ) = , , 

B p » — B p ( « — i ) = (« — i f , 
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y por consiguiente 

* p & y = i p + 2 p + + 

Los coeficientes del polinomio (x) son pues los mismos 
que los de las potencias de n en el desarrollo de la suma Sp de 
las potencias del orden / de los ^ - i primeros números ente
ros; luego 

Bí,(.r) = _ - i ^ + ^ B . 
/ + i 2 1 2 ! 

- P i P — 1) - 2 )B, — _ + 

figurando los números de BernoulM en la expresión de los potz-
nomios de Bernoulli Bp (x). 

55. SERIES DE EULER. Hagamos 

(1 + ax) (] -|- aKx) ( 1 4 - a*x) == Fn {a,x). 

Se tiene evidentemente, que 

Fw {a, x) (1 + ^ + i,r) == FM {a, ax) (1 -|_ ax). (1) 

Si se hace ahora 

M a , ,r) = 1 + A r r + A3,r2 - f + A n ^ » , 

se tendrá, en virtud de (1), 

(1 + h , x + + K n x n ) (1 + (in+xx) 

= ( i + ^ Kxx + + Aw^w,rre) (1 + 

é identificando, 

A 1 — « w 
A, + ^ + * = A, + ^, 1 "~ ̂  T ^ T T ' 

A, + Ai^n + 1 === A2 ̂  + A, «.2, A2 = 2 1 — an i — ¿j; n — l 

1 — a 1 — ¿r 
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Por consiguiente el desarrollo de F { a , x) es 

( i + ax) ( i + a \ r ) + ( i + anx) 

= i + ax + a-} + 2x- + 
i — a i — a i — ar 

Los términos de la serie positiva 

^ ( i _ l o g i ) + ( i - 1 o g i ) + ( i - 1 o g i ) + 

son desarrollables según las series convergentes 

l o g / i + - ) = - — - — 
i \ i ) 2 3 4 

i , / i \ I I I I I I 
- — log / I + — \ = — • ; — • • • 

i _ l o / i + i \ = i — — ü — i — — 

Estos desarrollos, excepto el primero, son convergentes. 
Además, la serie positiva de término general 

L Í . + 1 1. + 1 } - + 
2 n- 3 7Í3 4 n'1 

es convergente, porque según la fórmula de los incrementos 
finitos (t. I , pág. 44), se tiene que 

- l - l o g A - l W — — - - i , ( o < 0 < i ) 
n \ n j n — v n 

igualdad cuyo segundo miembro es menor que — ; lue-

go, si se hace 

S W = ^ L + — + — + , 
jre 2n 3n 
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y aplicando el teorema de la serie de series, se obtiene 

fórmula descubierta por Euler. 
5 6 . FÓRMULA DE WALLIS. La fórmula de Wallis obtenida 

ya por medio de las integrales definidas (ITQ) se deduce de la 
fórmula de Euler (t. I , p. 219) 

sen x = x \ i - - ^ - ) {1 — (1 
T r / \ 47r~/ \ 971 

haciendo x — —, pues se obtiene que 

r. • [ ' ' J i ' • ' , ) ( ' ' 

El factor general de este producto puede escribirse bajo la 
forma 

1 2 n — 1 2 n - \ - 1 

TI 2 2 4 4 6 6 

2 1 3 3 5 5 7 

SKN ^ 
5 7 . DESARROLLO DE LOO — — . Sea ?n el producto de 

• 1 . ' sen x 
los n primeros factores de y Rn el producto de los factores 

x 
siguientes. El límite de Rn es la unidad; por consiguiente, siendo 
el valor absoluto de x menor que TT, se tiene 

log — = l o g ^ i - - j + l o g ( l _ _ - j 

Pero, para todo valor de x comprendido en el intervalo 
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(—• 7c, - j - TT), los términos de esta serie son desarrollables según 
las series enteras absolutamente convergentes 

, r 2 \ .r2 I x11 I ,r6 4 

X'1 \ X- I ,tr4 I .tr6 

l0g ^ — 3 ) = — 3 

log ( i — 
A ^ J 2 ' V 2 247:4 3 267r0 

x'1 \ x- i ,r4 I x* 
log i 

Por otra parte, si se considera un valor positivo de x me
nor que TT, la serie positiva de término general 

x'- i -r4 I x* 
1 4 . 

í V i 2 « 4 7 T 4 3 

x 
es convergente, y su suma es log ; luego, haciendo 

sw = " - + — + — + 

la suma por columnas verticales da 

sen x S0 i S, . 
lOg = ~ X- — 7 x i 

b X r. 2 2 Tí 
i S 
3 * 
T I ^ 6 . . . . . . ( - 7 : < X < 7 r ) . 

5 8 . DESARROLLO DE LOO eos x. Análogamente se ve que 
Tos términos de la serie 

log eos x = log ( i — ~ r ) + log ^ — ^ ) 
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son desarrollables en series de la forma 

22,r2 I 2,1.r4 i 26,ir6 

y si se hace 

i i i 

se obtendrá, 

T i T, 
log eos x = — 23 ~ ,r2 24 .r4 

ir 2 T:"4 
I T 
3 

59. DESARROLLO DE ,r cor .t' Y DE TANG ^ EN SERIES ENTERAS. 
sen x 

Derivando las expresiones obtenidas de log — y log eos ,r, se 
obtienen las series 

S 
x c o t x = i — 2 — ,r2 — 2 — ,r4 

- 2 l ^ - ( - - < ^ < 4 

t g ^ = 2 ^ + 2 ^ ^ + 2 ^ ^ + . . . ( ' - 7 1 < ^ < ^ Y 
TT^ TT4 n 6 V 2 2 / 

6 0 . EXPRESIÓN DE LAS SUMAS 8 2 » Y T2W EN FUNCIÓN DE LOS 
NÚMEROS DE BERNOULLI. Sea 

^2 S4 S6 
^ = i — 2 — ~ 2 - j x i — 2 — x* — . 

Considerando los desarrollos en series enteras de eos x y 
sen x, se deduce inmediatamente que 

(eos xtn) = ( - 1)" , (sen x)T+ ^ ( - l)« , 

( e o s ^ + ^ ^ o , (sen42w) = 0 ; 
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por consiguiente, tomando la derivada de orden {211 -f- 1 ) de los 
dos miembros de la relación 

y sen x = x eos ,r, 

se obtiene, para x = o, 

2n + 1 (2,0 (2« 4- J) 2;2 (2% — 1) (2w_2) 
-j - Jo — r j Jo ; + . . . • • 

{2n -\- 1) 2n „ , ' 
+ ( - i ) - " 1 ~pj Jo — ( - i)« 2« = o. 

Pero, en virtud de la relación recurrente (1) de los números 
de Bernoulli (pág. 18 [) resulta que 

^ _ 2.n Bw , ó S2W = I > 2 _ ^ BM ; • 

Deduciremos de esta relación, debida á Euler, la expresión 
de en función de Bre, resultando que 

1 1 1 1 

y restando las expresiones de Sare y 
1 I (22w— I ) 7 r 2 n 

T2re =::::: S2re , = ~ — ~ Bw . 
2¿n 2 1 . 2 . . . 2n 

Si en la expresión de 82^, en función de B^, se da á los 
valores, 1 , 2, 3, , se obtiene 

=̂I+-L + 4 + V ; ^=I+i; + i. + 
6 2- 3- 4" 90 24 34 

Puede deducirse también de 

x — tg x — — tg3.r + — tg5.r — 
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la expresión 

- = — í i — 1 + 1 1 

tomando para ,r el arco de 30o cuya tangente es ~ , fórmula 
^3 

que empleó Lagny para calcular TI con 127 cifras decimales. 
Análogamente se obtienen, por medio de la expresión de T2n 

en función de Bra las relaciones siguientes: 

7t2 1 1 . I TI4 T T 
= i + + + + _ = i + J_ + _ L + 

8 32 S2 7"2 96 34 54 

Si se sustituyen las sumas S2, S4, , T2, T4, por 
sus valores en función de B2, , los diversos desarrollos 
en series obtenidos anteriormente, se reducen á 

, sen.r B, .r'2 B2 .r4 
log = — 2 _ _ i 23 — . . . 

* I 2! 2 4 ! 

log eos = — 2 (2-2 — I ) —L — — 23(2/1 — 1) 5 i . 
1 2 ! - 7 2 4! 

l o g í ^ = 2*{2 — i ) — — + 2 ^ - + 
^ I 2! V 2 4! 

t g ^ = 22(22 - l ) B 1 ^ + 24(24— l ) B á í - + . . 
2! . 4! 

X cot X = I - 22 B, — — 2-i B, — — 
2! J 4! 

ó, efectuando el cálculo de los coeficientes, 

sen^r x* 
log — = ¡7 180 2835 

^ .r4 
log eos x ~ — — — — 

2 12 45 
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tg,r x¿ 7.r4 62-r6 

t e x = x - \ 1 h - :—H 
8 3 15 315 

X2 X4 2X6 
X C O t X = I — • "77 — ——• — 

3 45 945 

61. NÚMEROS DE EULER. De la identidad 
1 I 

sen2 — x - f - eos'- — x = 1 
2 2 

OC OC 
resulta x cosec x = — tg h — cot —, 

2 2 2 2 

y sustituyendo ,r tg — y x cot — por sus desarrollos en series 
2 2 

enteras, se obtiene (para — <^ x <^^). 
x"2 x^ 

x cosec X = I - f (22 — 2) B, —r + (24 — 2) B, — + • • • • • 
2 1 4 * 

En cuanto á la función sec x , es el producto de las funciones 

tsf x 

y x cosec x , que son desarrollables en series enteras, en el 

intervalo ( — - ^f" ̂ ) ' Por consiguiente es desarrollable en sene 
7r TI 

entera para los valores de x comprendidos entre — - y + T ' Y 
además permanece invariable cuando se cambia x en — x, 
reduciéndose á 1 cuando x se anula; por consiguiente su des-
arrollo es de la forma (siendo — — < ^ < - 1 , 

x x* 2M 

secx = i + E ( — + E2 — + + E 7 ^ y ] + 



CALCULO DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS POR SERIES 193 

Para determinar los coeficientes E,, Eá, , EW) , basta 

multiplicar esta serie por la siguiente 

COS ̂  = I — _, 

y anular en el producto el coeficiente de x2n, obteniéndose 
2 n {211 — 1) 

1 . 2 
E , 

211 { 2 n — 1) { 2 n — 2) (2it — 

+ T T T i T ^ ! + ( - i ) « E b = o, 

fórmula por medio de la que se pueden calcular sucesiva
mente E , , E2, , Erej 

Si se da á n los valores i , 2, 3, , se obtiene 

i - E . - o , 1 _ i l Í E I + E 2 = o , 

6 . 5 6 . ^ . 4 . 3 
+ T ! ! • E2 - E3 = o, 1 . 2 1 . 2 . 3 . 4 

de donde Ei = 1, E2 = 5, E3 == 61, 
Estos números, enteros, se llaman números de Euler. 
6 2 . DESARROLLO DE cot x Y DE tg x .EN SERIES. Si en la 

sene entera 

1 f S2 S4 S6 
- - cot ,r = 2 - ,r + 2 - ^ + 2 ^« + 

se desarrollan las sumas S2, S4, y se agrupan los términos 
cuyos denominadores forman potencias pares de múltiplos de r , 
resulta 

2 X 2 X 2 X * 2X* 

^ — ^ == + + T?" + (*) 11 

(*) Maurice Goclefi-oy Tliéorin élémenlaire des series, p. 172. 

13 
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2 X 2 X 2XA 2Xh 

47t"-! — X2 227r- 2'7:í 2*TZ( 

2 X 2 X 2X3 2X5 
72 — „„-2 ̂ -2 H~ ¡Twí H" 6̂_6 4" 

series absolutamente convergentes para todos los valores de ^ 
comprendidos en el intervalo (— n, - f i : ) . Pero en este intervalo 
es absolutamente convergente la serie cuyo- término general 

2 X 
es — ^ r; por consiguiente, según el teorema de senes 

n- TC — x-
de series 

I 2 X 2 X 2 X 
cot x — 

X 7t2 — x1 4 rC- — X 9 Tt'2 

, I 1 , 1 I - I 
o cot x = — —• 1 j h - — i • • • 

X TÍ — X % - \ - X 2 K — X 2 TZ-j- X 
TU 

Si se cambia ,r en x, resulta 
2 

^ ^ Tí % , ^ 71 

x - + x 3 T — ^ • 3 - + ^ 

2 2 2 2 

2,r 2^ 2^ 
ó tg .tr = — 1 H -¡ h 

,r- Q x2 25 .r-
4 4, 4 

Si en el desarrollo de cot ,r se da á la variable el valor TZX, 
se obtiene 

1 1 1 1 I 
71 cot TZX = 1 H 1 i i r 

x x — 1 x -\- 1 x — 2 x -f- 2 

que también resulta mediante la derivada logarítmica de 

sen TZX = K X I I (1 + - | n 
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bajo la forma 

TI COt 7r,r = -i S _ v 1̂ 2 _|. 

X — 00 —can3 — i» 

V I 3 •> J 

¿f 1 «1 1 

Además, se tiene que 
Sen 7:-tr ^ ¿ ua; ^ — ¿n;a; ^ 2 e^mx j 

= i - T i + B, ^ 1 _ B. _ J ^ _ + 1 
[ 1 . 2 - 1 . 2 . 3 . 4 J ' 

expresando Bj, B.2, los números de Bernoulli; é identifi
cando 

— —• ̂  —r- i , tS™. = 
1-2 1 TT 1 .2 2w 1 n2m 

6 3 . DESARROLLO DE 'COSEC X Y DE SEC X . Se tiene 

1 * , i x 
cosec ;r = - tg — — cot -

2 & 2 1 2 2 

cosec x — i 1 Y 1 1 \ _ / i _ __i \ 
^ \7r — , r T T - f ^ / \ 27 r — — 2 7 t + , r / ~ ^ • • • , 

sen X-K x 

sec ,r = 

u 37: . t u 
sec x — —: — 1 t ^ _ 

. • ir2 , - 71" 
T - . r - 9 - - ^ 2 5 T - ^ 
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6 4 . SERIE DE BURMANN. Supongamos que la función ^(2) 
es sinéctica en el interior del contorno cerrado C, y que en di
cha región tenga solamente una raíz. Si el número x no difiere 
mucho de esta raíz, es decir, si cp(^) no tiene un módulo muy 
grande, se podrá suponer que, á lo largo del contorno C, 

mód © (2) > mód cp {x). (1) 

Supongamos pues, que: i.0 Sea ? {x) sinéctica en el interior 
del contorno y que tenga un solo cero. 2.0 que hallándose x en 
el interior de C, se verifique siempre, para los puntos z situados 
en el contorno, la desigualdad (1). Si pues, f { z ) es una función 
sinéctica en el interior de C, podrá desarrollarse según las po
tencias ascendentes de ^ {z). 

En efecto, si N es el número de las raíces de '¿(z) — cp (x) = o, 
de las que una se halla contenida en el contorno C, se tendrá 

N 
T T ) / - I ] — ? ( ^ ) 

En virtud de (1), se podrá desarrollar el segundo miembro 
de esta fórmula según las potencias de cp(x); y se tendrá 

Todos los términos del segundo miembro son nulos, como lo 
hace ver la integración inmediata, excepto elá primero que es 
igual al número de raíces de ? (z) = o contenidas en C, es de
cir, á uno; luego N = I . Se tendrá pues, integrando siempre á 
lo largo del contorno C, 

• H X ) = — 7 = f ^ L ^ % : ( 3 ) 

Si en el interior del contorno C, la ecuación y(z) = o tuvie
se a raíces, la ecuación o(z) — = o también tendría a raí-
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ees, siempre bajo la condición ( i ) ; y, llamando X, x ' , x \ á 
estas raíces, la fórmula ( 2 ) deberá modificarse. Su primer miem
bro deberá sustituirse por f ( . r ) - | - / ( ,r ' ) + / ( , r " ) - } -

Esto sentado, puesto que se supone que á lo largo del con
torno C, el módulo de '^{x) es inferior al de z, la integral que 
entra en ( 2 ) podrá desarrollarse según las potencias ascenden
tes de la función v)(x), y se tendrá 

Integrando por partes, resulta 

/>(*)?'(*) dz _ •_ m , f 'Y{z)dz 
J ^ + 1^) • n ^ { z ) ~ r J n '^{z) ' 

Si ahora hacemos '¿(0) = — a } S { z ) , y se integra á lo 
largo del contorno C, resultará 

i í ' ^ W y ' & d z = £ T («) 1 
2^f /Zr i J ^ + 1(0) 1 . 2 . . . ^ da"-1 l S ^ ( a ) \ ' 

luego: 

. ^ ^ _ m + , w i > ) + r i > ) i 
rV ' ' W e(̂ ) ^ 1 . 2 da lQ*{a)\ ^ 

1 . 2 . . . 7̂  Ú ? ^ - 1 [ _ B W ( « ) J 

que es la serie de Burmann, la cual puede obtenerse bajo otra 
forma. Para ello, hagamos 

DT7 , , 1 d F FF(z) = ; 

y tendremos: 

i 'fn+i (^ " ^ ^ (^)v l ^ ^ / -f'(0) r (0) ' 

(4) 
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y observando que, si se integra á lo largo del contorno C, se 
anula la cantidad que se halla fuera del signo / , 

J cp̂  + i ^ ) n J ' V ^ 

Integrando nuevamente por partes, será 

f^{z)o'(z)dz i A y (z) 
J !pw + 1(<sr) ^ ( ^ _ i ) j '¿n- i (z ) 

y así sucesivamente. Por último, se tendrá 

f '|(^) o'(z) dz i / cp' iz) 
o-ra + 1 (^) i .2 . . .n j (L(z) 

?n •]/ (̂ ) dz; 

luego YV7T / - = P« ̂  (a). 

La fórmula (3) se deduce á 

7 w • ^ ^ 1 1 -f 1 . 2 r A r 1 

+ — ( ^ ) + 
I . 2 . ...... T 1 

Comparando esta fórmula con la (4), resulta la identidad 

Aplicación, La fórmula de Burmann, aplicada al desarrollo 
de ^ según las potencias de xehx da 

1 . 2 

a{a — 3¿) ezhx + 
1 . 2 . 3 
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El resto R de la fórmula de Burmann, cuando el último tér
mino empleado es ía(V), está expresado por la fórmula 

R = — I — f ¿ l 1 ^ ^ 

de manera que, si M expresa el valor máximo del módulo de 

['fO) - c p ú r ) ] ^ + 1(^) 

á lo largo de un contorno C que contiene el punto ,r y tal, que 
el módulo de (̂.sr) sea mayor que el módulo de cp (.r), se tendrá: 

, ^ ^ sM 
mod R < mod a>n + 1(x). 

6 5 . TEOREMA DE BURMANN. Siendo y, funciones de 

x que se anulan simultáneamente y tales, que — puede ser desa-
y 

rrollada bajo la forma A -{- -|- Aáz'2 -|- , entonces, si P 
es otra función de y. que puede transformarse en una función, ya 
de y, ya de z, resulta que, cuando z = o, 

r^p / ^ y n 
~~ dzn-x [ d z ' \ y ) dy' 

En efecto, sea z: y — t\ entonces cuando z — o, será 

dn{yr'tn) d n - r t n - r 
— ^ „ == n in — i ) (n — + i ) — - , , 

dzn ' J • v - ^ y dzn~r 
d11-1 ( d tn \ dn 

Puesto que ¿ = A + A.-sr + A202 + podrá tn - r 
tomar la forma B B{z-{- é y r t n será z r t n - r ó 
Bzr -\- 'Blzr + 1 ~\- , que diferenciada n veces respecto á 0, 
cuando n ^> r, da por término independiente de z el que se obtie
ne paraB„ _r2rw , ó sea « — 1) 2 . 1 BM _ r, cuando w ^ 
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y o, cuando r <^n. Pero Bn_?. es el coeficiente de zn~r en el 
desarrollo de t n - r , ó el valor de la {n — r)sima derivada, divi
dida por i . 2 . . . . (« — r), cuando 0 = 0. Por consiguiente, 
cuando z — o, 

dn{yntn) dn{zrtn - r ) n {n — \) 2 . 1 {dn-Ttn- r ) 
dzn ~~~dzn ~~ 1.2 — r) dzn-r 

¿ n - T { tn -r ) 
= n{n — 1) («—r-f- i) .¿few_r • 

Pero 
/ / ^ ^ « ¿/ . / w _ r 

¿/̂  ^ ^ dz n — r dz 

n 
% — r 

n 
n 

z ^ A + 2B2¿r 4-.3B3¿r2 + ) 

— ( 3 , 0 ' - + 2 Í V + 1 + ) 

que se anula con todas las derivadas sucesivas hasta la rsima ex
clusive con z. Si pues n es mayor que r, la derivada {n — 1)sima 
se reduce á. {n : (n — r ) . { n — 1) 2 . 1 . {n — r) BM_,., ó 
bien á nXn — i ) 2 . 1 . B„_?.; luego, cuando z = o, 

que es cero cuando n <¿L r. 

Por el teorema de Mac Laurin P = Po + P'o ̂  + p"n 2 '""' 
siendo Pu, P'0,. • • los valores de P considerados como funciones 
de y, paraje == o, que da ¿r = o. Multiplicando por tn y deri
vando n veces, respecto á z, resulta 

dn{?ln) dn tn , dn {y tn) 
~~dz^~ = P u ^ r + Pü " " 7 ^ + • • • • ' 
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que, para 5 = o es 
dntn ' ¿ n - l ¿ w - l 

Pn -r-r- -1- n ?' 

• n i n — 1) dn~* tn-2 dt 
+ P » - 1 ^ + + « p r ' í + p.-, 

expresión, en la que se anulan los términos siguientes, según el 

dz 
dtn 

teorema anterior. Multiplicando Ppor——, y derivando n 1 
veces respecto á z tenemos 

dzn 

que, para ¡z = o se reduce á 

1 . 2 0 J + 

que tiene un término menor que la anterior; y puesto que la de
rivada « s i m a de {yr tn) no se anula mientras sea r > ^ y la de
rivada {n — i ) s i m a se anu|a para r a tendremos para ^ = o, 

Z*K ) dzn-A d z ) ~ ' 

0 ^ ^ i S ^ V - M ' 
¿fe"-1 \ ^ / ^ ' 

que demuestra el teorema. 

Ejemplo. Sea z ^ x* — 1, ^ = :r ^ 1, que se anulan para 
^ == 1, en la relación de 2 á 1; y sea P == x2a, tendremos: 

t = x + i = Í ~ + z + 1, P == (1 H- /)2a = ( 1 -h z f 
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2a{2a— i ) ( i - \ -yfa-%\ 
dy1 

d_ / d P ? A = d [a(i + ^ ( f — j - + i r ] . 
dz \ d z / dz 

^a{a— I ) ( I + )̂a-2 [rTT^ + i j 
+ « ( i + . ) « - 1 ! Í i ± l ± J L , 

/ i + ^ 

cuando ,r = I é ̂  = o, -sr = o, la primera expresión se reduce 
á 2a {2a - i ) y la segunda á 4^ — i ) + que son 
iguales. 

CONSECUENCIAS. Del teorema demostrado, resultan los si
guientes problemas ya conocidos: 

I.0 Desarrollar (.r) en potencias de cp (,r). 
Sea una de las raíces de cp O), ^ = cp (.r), z — .r — por 

lo que j , 2: se anulan simultáneamente y en la razón de cp' («) á 1, 
que es infinita (excluimos los casos de ser a miz múltiple ó 
cp' (a) infinita). 

Y puesto que z = x — a, tenemos 
dA dA dz dA d*A _ d dA dz_ _ d- A 
dx dz dx ~~ dz ' dx* dz dz dx ató9 

/2 

2 

{d<hx\ ( d ^ ' ^ x X y 1 

(d3 x \ y-
~ d y ~ ) 2T 

/3 
- + 
3 

Pero 
I dn ^ x \ d n - 1 i V d ^ x I x — a \21 / 
\ / J z ^ 1 ] L dz \ ~~ÍZ I J V 

siendo x = a en las derivadas de ox, ('-p^")2, . . . . . ; luego 

_ ^ / f (4: - aQn (cp-r)2 

+ í/^r V (cp,r)2 / 2 
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2.0 Desarrollar ^ (p—1en potencias de ,r, siendo s - 1 x la 
función inversa de cp(.r) ó tp('f— 1 -t') = A'. 

Si escribimos vr1* por ,r en la fórmula anterior, tendremos 

_ • [x — a\ d Lx — «\2 ^ 
cp i ( . r ) = « + — ,r + — — h 

'f-f / dx \ 'SJX 1 2 

Si tenemos, por ejemplo, cp(>) = (x — a) s - ^ hallar t p - 1 ^ ) 

será lo mismo que obtener j en la ecuación x = — s—y-, 
y el teorema da 

7 = ^ + sa + 2 £2a ' f- 32 £3« — 4- 4'1 s 4 « _ L 
2 1 2 . 3 ' ^ 2 . 3 . 4 ~ 

Si x y vx se anulan simultáneamente, tendremos 

\<p^/ 1 ¿/.r \ca,r/ 2 1 ^r'2 \cp^/ 2 . 3 

Sea cp {x) — ax - f- bx* -\- ex3 -|_ dx* - j - . . . . ; 

de manera que la determinación de cp - 1 x equivale á obtener 
^ en función de u, partiendo de u = ax -(- ¿;r2 - |-
(t. I pág. 159). 

Tendremos, siendo Pm,?i el coeficiente de xm en el desarrollo 
de {a -\- bx -f-

P - i p - - P - 3 ^ , 6^ 

4Í? , 2obc 20b* 

5 / 15 {2be + ¿:2) 105 70 ¿4 
r45 — — ^7 H ^ ^— + 

»a a' a8 a1-
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Pero 

. - i , r = P01,r + ^ P 1 2 ^ + ^ P á 3 P34^ + • 

Si pues u — ax + bx'1 + ex* -\- ex* + f x * + 

sera 
u u- u3 , u'' 

x = b — 4- (2¿- — ac) — — (5¿3 — 5 ^ + a9 é) -

+ [ 14 ^ — 21 + 3̂ 2 (2^ -f- ^ ) — 37 

— [42^' — 84^-V + 28^2(¿^ + ¿¿r2) 

— 7^ + + a'g] — + 

6 6 . SERIE DE WRONSKI Supongamos que se haya de
mostrado la posibilidad del desarrollo 

_/(^:) = 0o-j- ¿í, w, + aá(03 + + wm + , 

expresando ^ «i, ^2, constantes y wt, wá, funciones 
dadas de ^; y supongamos que se puedan calcular las derivadas 
de f { x ) , derivando cada término del segundo miembro. Ten
dremos 

f ' { x ) — «,00', + .̂2co'2 - { - + r̂e w'm - ) -

7^- — « 1 + - r + - r ^« ^ + 

Si se deriva de nuevo, tendremos 

10 i — 7 w 1 
= «9 2^1 

lo que puede escribirse bajo la forma 
' -fi 

> 1 / 1 w 2 
+ 4- a? + 

* 4̂. Morgan. The diferencial and integral calculus. 
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La fórmula más general 

205 

n — l f 

n — l J 

\i. = n 
(2) 

es cierta para n-^- 2. Admitamos que sea verdadera para cierto 
valor de n. Vamos á demostrar que es cierta para el valor n- \ - 1. 

Hagamos, para óbreviar 

. . w n_1 F 1 W 2 . . . 

w , w c tü w —1 ^ 

n n 
O) t CUo 

= Qn (F ) ; (3) 

entonces la fórmula (2) se podrá escribir así: 

Derivando después de haber dividido por Qn (wn,), será 

d i l n { f ) _ _ a d ^ K a ) _ 

Pero, en general. 

(4) 

(5) 

Además la derivada respecto á de un determinante tal como 
el (3), se obtiene tomando las derivadas de los elementos de la 
última línea; y por consiguiente 

% (F) 
S Í W i (F ) ^ - . 1 (F) 
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luego (51 se reduce á 

3 % ( F ) i 

+ i ( F ) ^ r e + 1(F) 'I x p ^ + i ( F ) + 1 (F ) _ 3QW+1(F) ^ r a + 1(F) 

K 3FW 3c 

es decir, i _ ^ = ^ ± 1 ^ ) Q„ + l (F) 

pero S p f ^ f ü » K ) 

luego — ' = o^j—s r 

y en virtud de ésta, (4) puede escribirse así: 

quedando el teorema demostrado. 
6 7 . SERIE DE LAGRANGE. La serie de Lagrange, como se 

ha visto, tiene por objeto obtener, el desarrollo en serie de las 
raíces de la ecuación. 

z — x — t f { z ) = o, (i) 
ó una función cualquiera de esta raíz. 

Consideremos un contorno simple cerrado C, y supongamos 
que en su interior s e a / ( 2 ) sinéctica. El número N de las raíces 
de (1) contenidas en dicho contorno está expresado por 

2. f - l N = [ 1 ~ t f ' { % l \ d * . (2) j z — x — t f {z ) 

tomándose la integral á lo largo del contorno, para el cual se 
tenga 

mod {z — x) > mod t f {x) ; 

lo que se verificará siendo t suficientemente pequeño. 
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Podremos desarrollar el segundo miembro de (2) según las 
potencias de y será 

2 K Í ^ ~ I N = / [ 1 - t f {£)] dz f—i 
— X 

t f{z ) . 1 t " f " { z ) 
+ 7 — + 4- 1 

Supongamos á -r en el interior del contorno C. Entonces, 
por ser, 

C F{z)d2 27zÍ^~i 
J {z — x y = {n ~ 1)! FM 1('r); 

y por destruirse todos los términos en ty será N = 1. Así, el 
contorno C, á lo largo del que se verifica la fórmula (3) contie
ne una sola raíz de (1). Llamémosla a, y sea F {z) una función 
sinéctica en el contorno C. 

Se tendrá 

2 ^ - 7 K ( a ) = / z l = . ^ ( z ) F ( z ) ¿ z , 

tomándose la integral á lo largo de C. Si desarrollamos ahora, 
según los potencias de t, será 

2 * ^ 1 F(a) = Í¥{z)\l—tf{z)]dz \-2— + J l ^ L ^ . . . I 

J fz — x (z—xy- \ 

[ { Z — X ) n + 1 (Z — X)*, J ^ ' 
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y en virtud de la fórmula (4), 

F(a) = F(̂ ) + t FM/OO-y'(^F(^j + • 
+ ^ [ 1 F 

\ \ . 2 . . . n dx11 

I . 2 . . . {n — i ) 

y haciendo reducciones, 

F(a) =ÍF(̂ ) + - F ' (4 / (^ V - ^ - — [F'(^)/á(^)] + I \ • 2 ct 

fn //w — 1 

+ —r ~ - n — [F^y»^)] + ^ ! 

6 8 . SERIE DE LAPLACE. Para resolver por series la ecuación 

z ' = * K - f í / (z) ] 

se hace 9 = ,r - f / / ( z ) y z = * (0); luego 0 = .r + (6)]. 
Para desarrollar z bastará desarrollar * (0) por la fómula de 

Lagrange, y tendremos, salvo las notaciones, la expresión dada 
en el tomo I , pág. 192. 

6 9 . SERIE DE HERSCHEL. PROBLEMA. Determinar los coe-
ñcientes del desarrollo de una función cualquiera de eK 

f Y ) = A0 + + A.2r2 + . . . . . + h a > t x 4-

Tenemos por el teorema de Taylor 

f ( t ) . f " ( i ) 
f W + ¿ Y 1 ( e t - i ) + - I)2 + • • • • 

y expresando según Herschel, por AN om el valor de para 
x '== o, el coeficiente de ^ en el primer miembro de la última 



CÁLCULO DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS POR SERIES 2 0 g 

ecuación es igual á la suma de los coeficientes de tx en los dife
rentes términos del segundo miembro, calcularemos primero el 
coeficiente de tx e n / ( i ) que es / ( i ) . ox = / ( i ) para x = o, y 
nulo en los demás casos; en seguida veremos que en 

i i . 2 . . . ,r i i 

/ " ( i ) . f " ( i ) en J—±d — i)á ó (e2t — 2^ + i ) es 
I . 2 V I . 2 V 7 

/ " ( i ) 2* —- 2 . I ^ - j - O 3 ' / " ( i) A2 ox 

1 .2 i . 2 . . . -r i . 2 i . 2 . . . ,r 

como se ve, considerando la igualdad 

n , nx 
ent I \ _ t ^ ¿ , 1 i . . _l . . . 

I I . 2 ' 1 . . . X ~ 
de manera que 

A. = — / ( i ) o- + ^ - ) A o - ^ - í - ^ A2Q-+ !, 
l . 2 . . . , r / y v / i 1 .2 y 

ó, separando los símbolos de operaciones y de cantidades, 

A. , .' ) / , : , • r , : , A , r , l ) A M - j o . 
I , 2 . . . X 1 J x ' 1 1 . 2 ) 

i . 2 . . . ' 

y obtenemos la siguiente expresión: 

= + + A)o + T ^ / ( i + A ) o 2 + . . . (*) 

(*) J . Herschel, Sammluny v Aufgaben a endl. Difftrenzen se Swnmeiirechnung. 

14 
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§ 4.0 NOCIONES SOBRE LAS FACTORIALES 

7 0 . DEFINICIONES. Una factorial es un producto cuyos 
factores son términos de -una progresión aritmética. Así 

a {a + r) [a \ 2r) + {m — 1) r ) — am\T 

es una factorial, en la que m es el exponente y r el incremento de 
la base a. Tenemos 

a>\r = a, d2^ = a{a- \ - r ) , a^r = a(a + r ) (a - { - 2r), 

amir = + r) ( « + 2r) (¿Í + 3^) ( a { m — 1) r ) . (1) 

Esta factorial puede expresarse por medio de 

[a + . (> — 1) rjwl-r, 

de manera que am\r = [a + (m — 1) r ]m\- r . 

Enunciaremos las siguientes propiedades relativas al pro
ducto y al cociente de dos factoriales 

a m + n \ r _ a n \ r _ ( a - j _ n r y n \ r ^ ^3) 

am\r 
n m — n \ r — . {-iA 

[ a + {m — n ) r f \ r ' 

71. DETERMINACIÓN DE LOS COEFICIENTES. Considerando el 
desarrollo del producto {a ^~ b) {a -\- c) en el caso de ser 
a (a -[- r ) {a -\- 2r) [a -\- [nt — i ) r ] , y expresando por 
( w l i ) , {m\2) las sumas de los productos i á i , 2 á 2, 
de los números naturales o, 1, 2, {m — i ) , tendremos que 

am\r am ± ( m \ ^ a m - \ r _| . {M12) O ™ - * r 2 + 

+ (m\m — 1) ar™—1. (4) 

Para obtener los coeficientes del desarrollo que correspon
den á un exponente m - ^ - i , cuando se supone conocidos los 
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correspondientes á m, multiplicaremos por a -{ - mr los dos 
miembros de 

ŵ + llr _ am\r _[- >«r), 
y tendremos 

am+í\r = ¿ j r m + l _|_ (^J j j _|_ (jn\2) am-xr- - f 

4- mamr + w (^-¿Ii) ¿z"1—V2 -\-

Los coeficientes de las potencias descendentes de a serán: 

m -f- (wli), ^2 (mil) + (ml2), ^ (wl2) - f (mis), 

Pero sustituyendo m por + i en (4) tenemos 
a m + \ \ r = + l _ j _ ̂  _|_ j j ^ a m r _|_ ^ _ ^ j j ^ _j_ _ _ . 

é identificado será 

(^4- 111) = ^ -}- (wl 1), (w- -{- 1I2) — m ( m i l ) - f (wl2),. . .; 

expresiones por las que se obtienen los coeficientes, para el 
exponente m 1, por medio de los coeficientes para el expo-
neñte m. Así para 

a2\r = a1 - f ar, se tiene (2I1) = 1, (2I2) = o; 

para a*\r , se tiene (3I1) = 2 + 1 = 3, (3I2) = 2; 

luego a^r = a3 - j - 3«2 r -f- 2ar. 

Siendo (3I1) = 3, (3I2) = 2, se tendrá: 

(411) = 34-3 = 6, (4I2) = 3 . 3 + 2 = 1 1 , (4I3) =.3.2 + 0 = 6, 

a^*' = a* + 6«3 ^ + 11 a? r1 + 6arK 

Y tendremos el siguiente cuadro de coeficientes y exponentes: 

1 1. 
2 1, 1. 

3 1, 3, 2. 
4 1, 6, 11, 6. 
5 I , 10, 35, 50, 24 etc. 



212 LIBRO 1.°—CAPÍTULO I X 

El procedimiento seguido, no es más que un modo parti
cular para obtener los coeficientes. Para llegar á la ley general 
de obtención de éstos, consideramos la expresión fundamental 

{a + mr)n\r . am\r — an[r (a + nr)™^, 

ó (haciendo n = i) {a + mr) .am\r = a { a - \ - r)m\r. 

El desarrollo del primer miembro se ha obtenido multipli
cando por a - f mr el desarrollo de am\r, habiéndose deducido 
que: 

{a + mr) am\r = + [m + m i l ] am r 

+ [m {mil) + (M2)] r2 
+ [m (mU) + {mis)] a™-2 r3 + 

Y el desarrollo del segundo miembro a (a + r)m'r se obten
drá sustituyendo a por a -\- r en el desarrollo de am\r, y multi
plicando enseguida todos los términos por a. Tendremos pues, 

a{a + r)m\r == a{a -f r)m -f {m\\ )a{a + r )m-xr 

-f {m\2) {a + r)wl-V2 + 
y sustituyendo los desarrollos de las potencias de « -{- r, re
sulta: 

a{a + r)mlr = ŵl+1 + + (wli)]«mr 

-f r̂ (̂  ~ O _|_ _ !) _|_ (^i2)j r2 + 
é identificando, tendremos; 

m + (wli) = m + (wli), 

+ {m\2) = —^ + — i) (mil) + (wl2), 
I . 2 

— i) te — 2) (m—i) (m — 2) , r , 
m(ml2) + (^13) = — — + " iWÍI . 

: . 1 . 2 . 3 Y . 1 . 2 

-|- — 2) (;«I2) + (M3), ; 
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Restando de los dos términos de la segunda igualdad, primero 
el término (wla) y luego {m — i (mil ) será 

niim — i ) 
mil = — 

1.2 
Restando de los dos miembros de la tercera igualdad el tér

mino común (wls) y luego {m — 2) (ml2) será 

, T\ (m — 1) im — 2) . T . , iním — 1) (m — 2) 
2(;«l2) = — inúi) - f — — , etc. 

1 .2 1 . 2 . 3 

§ 4.0 EJEMPLOS Y APLICACIONES 

a) El cálculo de las diferencias finitas nos ofrece ejemplos 
del empleo de factoriales. Así tenemos, por ejemplo, 

Vr4 ^ 1 - 1 _ j_ ^ .̂31 - 1 ̂  5. ̂ 41 - 1 ^_ i 5̂1 - 1 

2 3 4 5 

Ŝ 5 = 1 ,r2l ~1 + 5^1 - 1 + ^ - - 1 + 2 X ' > \ - i - f l ^ - o i - i . 
2 • 4 6 

Si los factores son ,r, x - j - ^, x -\- 2a, tendremos: 

x1 == x { x -\- á) •— -i-'3 = -v3'" — 3¿!;̂ '2|n - j - a'lx 

x4 = x ^ a — 6ax?>l'a - f 7a-x2\a -[- a 'x 

x ' = x^a — loax^" + 2Sa*.x^a — is^.r2'"5 -|- a/lx. 

b) Considerando los factores ,r, x — a, x — za, tenemos 
la siguiente ley: 

xm = ti^—^x + A"om. am — 2 X " \ _rt + A "'o'"-. am -3,i;3l—a 

- f A'/'/o,)l^'i-4,r¿1l-« - f 

__ rm | — « _ j _ (?» 1)0?ÍI t ^ r m —T | - a _[_ ^{m — 2) Q™̂2 r̂"1 _ 21 ~ fí -{~ • • • 

Siendo ^ (ÍZ ^ (¿Í --}- 2¿) + ^ ) el primer tér
mino, {a-\-b) {a ^ {x \ )b) Q\ segundo, {a -[- [n — \)b) 
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[a -\- nb) {a -\- {x + n — i ) ¿ ) el ;/simo términos de una 

serie, las diferencias se expresan por las fórmulas 

ka = ó, kaia -\-b) = { a b ) {a-\- 2b) — a { a b ) = 2b{a + b), 

ka{a -\- b) (a -{- 2b) = ib{a + ¿) + 2¿), 

La{a - f ¿ ) + 2b) {a + 3¿) = ^bia + b) {a + 2b) {a + ¿b) 
¡±a(a — b) {a — 2b) {a — 3¿) = 4 ^ ( ¿ 3 ; — b){a — 2b). 

d) Expresado por [a, a + xb] el producto áe a,a + b, , 
a + xb, tendremos, en la hipótesis de que los términos sucesi
vos se forman cambiando a en a + b. 

AO, a + xb] = (x + i)b[a + b, a xb]: # 

A [¿z ^ + = { x — y - \ - + (-^ + a " f xb\ 

A 2 + ^ + ^ ] = {x — y + i ) — y ) ^ 

X [¿z + (j^ + 2)¿, b -}- etc. 

^) Hallar la suma de la serie 

x [a, a + y b ] + [a + b , a + {y + l )b] + . 

4- - f xb, a - \ - i y x) b]. 

Esta es la función cuya diferencia, cuando x se cambia en 
x + I , es [a - f - {x -\- 1) b, a - \ - { y x - f 1) b]. Y, bien se 
cambie x en ,r + 1 ó a en a + b, el resultado es el mismo, 
expresándose por S[ + { x + 1) b, a + { y + x + 1) b]. 
Ahora bien, 

(y + 2) b[a + (x + 1) b, a + (y -{- x +1) b] 

= 1 [a + xb, a + { y + x 1) b\, 

ó E + {x + 1) b, a + { y + x + 1) ¿] 

[¿j; -|- .r^, _ j - ^ - f 1) b] 
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Pero, por hipótesis, S[^, a -\-yb] = o, puesto que no hay 
términos anteriores á [a, a ~\~ y ó ] ; luego haciendo x = — j , 
tenemos 

[a — d\ a -^yb] 
o = C + — , 

{y + 2)b 

siendo el resultado final: 

[a, a -{-yb] + + [a -\- xb, a -\- {y + x)b] 

[a -\- xb, a + {y -\- x A;- i ) \_ct — b, a -\-yb] 

= ' (5 + 2) b — + ' 

Ejemplos: 

4 . 5 . 6 . 7 — 1 . 2 . 3 . 4 
2 . 3 . 4 + 3- 4 . 5 + 4 . 5 . 6 = — = 204 

4.1 
5 . 6 . 7 — 1 .2 .3 

2.3 + 3-4 + 4 .5 + 5- 6 = — = 68. 

§ 5'° CÁLCULO DE LAS INTEGRALES POR SERIES 

7 2 . ALGUNOS DESARROLLOS DE SERIE. E j e m p l o 1.0 Se 
sabe que para todos los valores del módulo de x menores que 1, 

1 
- = 1 — x -\- x* — ± xn + 

1 + * 

El segundo miembro es uniformemente convergente para 
todos los valores de x contenidos en un círculo de radio 1 des
crito desde el origen como centro. Consideremos un contorno 
de longitud finita interior á este círculo, é integremos los dos 
miembros á lo largo de este contorno. 

Tendremos para todos los valores de x tales que mód x <^\ , 

log i \ - \ - x \ — x — — -I — + + 



2l6 LIBRO 1.°—CAPÍTULO I X 

2.° Sea la ecuación 

= I _ ¿ * + X 1 ' — ± x%n + 
I + ,r2 

que se verifica para todos los valores de x de módulo < i . El 
segundo miembro es uniformemente convergente en todo el con
torno interior al círculo del radio i , descrito desde el origen como 
centro; é integrando á lo largo del contorno terminado en los 
puntos o y x, interior al círculo de convergencia, se tendrá 

are tg x =• x — \- — + 
3 5 2» + i • 

para todos los valores de x cuyo módulo es <^ i . El valor de 
are tg x está definido por la condición de que para x = o, 
are tg ,r = o y que el valor que toma are tg x en el punto x, 
cuyo módulo debe ser <^ i , se obtiene haciendo variar á x de 
una manera continua, sin encontrar la circunferencia de radio i 
descrita desde el origen como centro, en el interior de la que 
are tg x es monódroma. 

3.0 Sea u = / dx. 
J o 

Sustituyendo e-*2 por su desarrollo en serie, tenemos 

x* x4 x¿n . ) d x -

é integrando cada término, se tiene 

N x'x x5 x1 
u — i — 1 — + 

i . 3 1 -2 . 5 1 . 2 . 3 . 7 

serie muy convergente para valores de x menores que 1 
Para x = 1 resulta 

4 ~ 3 5 7 
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Ejemplo 4 ° ^X , haciendo = n, se tiene 2^U , 
Í x ~ )/' i _ KI 

2du _ / i «3 j . 3 %5 . i . 3 5 

= 2(x + i - + ü! + ̂  -1 +... Vi+c. 
Í x ~ x¿ \ 2 3 2 . 4 5 2.4.6 7 1 

5.0 d x i 2 a x — ,r2 = (2 )̂8 ^ 1 — — \ * • 
5 

2 - I 2 X 2 d x i 2 a x — x2 = í — x2 — 
V3 2 5 . 2 ^ 

I . I 2 X 2 I . I . 3 2 X 2 

2 . 4 y . 4d2 2 . 4 . 6 9 . 8 ^ '2«. 

f 2ax — x1 = í - — 
\3 2 2 5 . 2 ^ 

1 . 1 x- 1 . 1 . 3 9 . 8x3 
2 . 4 7 • 2 . 4 . 6 

6.° í ^ _ = ¿ r 1 - L J + C 
)/ ,r"2 — 1 2 . 2,rá 2 . 4 . 4,r4 

^ 2 fx f2ax- \ -C . 

Haciendo x — 1 -\-u, se tiene 

dx C du 1 

j / 2 U - f y 2 

, _ l 

tí 2 d t í 

1 1 A 
^ I / 2 I 2̂ 2 1.3 2^2 

- = (2» £ . _ . ) 
V 2 U + U2 )/2 2 3 . 2 2 . 4 5 . 4 

= ( i - ^ i - + ^ J - l ' • 3 - 5 ^ + 

2 . 3 . 2 2 . 4 . 5 . 4 2 . 4 . 6 . 7 . 8 I* • 
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7 0 Sea 1 ^—-, expresando a una cantidad muy 

F i —¿2 

pequeña; se tendrá que integrar la serie 

T dx i i „ o i • i I a2.r8 — a4.r4 

j y y ^ V 2 2 .4 
Sustituyendo en vez de 

¿¿^ /* r̂2 dx 

y i — ^ ' y i — x-
sus valores, se tendrá 

^ 2 . 4 (V4 2 . 4 / 2 - 4 i 

2 . 4 . 6 \ \ 6 4 . 6 / 2 . 4 - 6 

habiendo hecho, por brevedad, el arco indicado en 

are sen x. 

j y i — x-
8.° Siendo 

7 2 ¿> 2 . 4 O1 

la integración de la diferencial 
dx 

y (2¿:^ — x2) {b - - x) 

se reduce á la fórmula 

/ * ^ -1 y' 2¿:.-ir — .-r2 + {2q — l ) g T x<1 ~1 ¿¿^ 

| / 2 ¿ : , r _ ^ 2 Q 9 J \ 2 C X — X2 
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9.° Consideremos la integral estudiada por Fourier en la 
teoría del calor: 

r QO 
I = /o e—^ eos 2bx dx. 

Por ser 

se tendrá 

2m 

+ 

l z = L e~x*d* r x ' e - ^ d x + 

(2¿)2,K 
+ ( ~ ^ m / V T T / **me-x* dx + (2;^)! ./ o 

La fórmula obtenida en el ejemplo 11 (cap. IV) da la fórmula 
recurrente. 

2m — 3 i 

2m — 2 «2 1 

aplicable á todos los valores de m mayores que i . Pero 

luego, dando á w los valores 2, 3, . . . m: 

A 1 3 5 2^ — 3 1 71 -̂TW — — — — 
2 4 0 2m — 2 a2m — 1 2 ' 

Hagamos ^ = 4 ' ¿ r = , 7 ^ ' ^ la fórmula anterior se 
reduce á ^ 

i .3 .5 - (2w — 3) )/7;7 7: r00 dz 
Amy m = í , _,Ji_\m 3 .4 .6 . . . {2m-~-2) a ^ - i ' J -

\ m ) 
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Hagamos a = 1, suponiendo que m crezca , al infinito, y la 
última fómula se reduce á 

0 - ¿ 2 m-co 2 . 4 . 6 1m — 2 ' 

y escribiendo m |- 1 en vez de m, 

o 

71 lím 1 . 3 . 5 . . . ^ — 1 / •-;— i / m 
* 2 m - * 2 . 4 . 6 2711 ) 2m + I 

y en virtud de la fórmula de Wallis 

W , 1 / -

T1 log -r ¿/.r 
10. Sea / . Se tiene para A - < 1, 

J o 1 — x 

— ^ í - = log-r (1 + + ^ - I - + ^ + 
1 — 

/• 1 , 1 
Pero *?i log x d* = - 77—TTVi ./o + ^ 

f ' log ¿/.r = — 1, / x log ¿/.r = — 

luego 

M o g ^ r + . . . . 

11, 

0 1 V 4 9 

r i l o g , r ¿ r _ / 1 1 1 JL_i ^ j0 1 + .r = ~ V ~ 4 9 16 / 

TI2 1 TC2\ 

6 2 6 / 12 

1 log x dx / I I 

I — ^ \ " 32 " 5! 
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Esta integral puede servir para calcular las dos anteriores. 
En efecto, sea 

f 1 .v log x dx 
= P. (2) 

Haciendo x* = 2, se tiene 

Sumando ( i ) y (2), 

1 (1 -f- -r) log x d x í 1 log x dx TT-

0 i — x i ~ J 0 '1 — x ~ 4 ^ P " ^8"' 

TT2 . f 1 log x d x 7C2 
luego P = r e / —5 = — — 

24 /o 1 — 6 " 

De igual manera restando 2 y 1, resulta 

1 (1 — .r) log x dx í 1 dx log ,r TT2 T:"2 

I — x1 ~ J {) Y -Y X ~ " 8 ^ P ~ IT" 
T1 (log,r)2ra_1-^ r i 

13. j() V = jo ( l o g ^ - i ^ ( i _ ^ + ^ - . . . ) 

/ x / I , . I I 
= — I . 2 . . . (2^ — I ) I — -\ — - 4 . . . . 

I I 22n — 1 
Pero i - l — — A 4- = -2?» g . 

luego — 1- . . = R 
b 22" ^ 42w ^ 1.2 2« 2 

I I 22w—1 - T 
y 1 — -I — _ _2«u . 

22" ^ 32« 1.2 2 ^ 
Z"1 ( log . r )2»-1^- 22w-1 1 

luego \ , = ^ B W ) 
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y haciendo x — e~z, resulta 

p z2n-ldz 22M-1 — i 
j o I + ^ 2« 

f * sen mx 
14. Sea / dx. 

Jo 1 + ^ 
Desarrollando sen mx é integrando por medio de la fór

mula (4), se obtiene 

sen mx mt-Bi m3^ m5̂ 6 25 — 1 
dx = — — -. . JB2 + — B, + 

I + e* 1 . 2 1.2.3 £ 5! 6 

f - r r = i - -
2m ' o í / T 2m emJZ 

I 71 

cosec mit 

P l o g ú + x ) d x f1 , / -r ^2 
I5- ./„ " W / ^ l 1 ' 2 '•-3 1 

I I I TT2 7t2 7l"2 

~ 1 4 9 16 8 24 12 

f 1 dx l - { - x ( 1 1 

l6- j0 ^ ^ t ^ ^ H 1 + ? + ? + 
/"1 dx log ^ 

17. Sea / — = = . 
J o F 1 — x*. 

•)=?• 

Hagamos 

— y dy 1 
K 1 — ^2 ^ = , log ̂  = - log (1 —j/2). 

Fi — y 2 
Tendremos 

^^^^ r ^ u + á + y + ] 
/o 2^1 - f \ ' 2 3 ' / o / i — ^ j o 2 r 1 — y 
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luego 

J0 f r ~ x* 2 \ 2- ^ 2 . 42 2 . 4 . ó'" ~ ^ ) • 

Para sumar esta serie, observaremos que se tiene 

1 • 1 • i • 3 . , i • 3 • 5 
\ l — 2' 2 2 . 4 2 . 4 . 6 

í'dzí 1 i ^ - i - f J ^ - s , 
Jo \ Z Í Z ) 21 2 .4* 2 . 4 . 62 

luego 

Se tiene 

¡ d z log i+yj 
= - l ogd + r n ^ ? ) 

l O g á T 

I dz í—1 
\ z f l ~ z l Jo \z\/ 1 — z* 

- = log 2; 

luego r ^ ^ = - * log2. 

Jo 1 1 ~ X 1 2 

Si se hace x = sen cp esta fórmula se reduce 
a 

/ log sen cp ¿/cp = — ü log 2, 
Jo 2 . 

integral que puede obtenerse directamente, pues se tiene 

l- log 4 sen2 i ? = = — (eos íp + 1 e o s 2* - f 
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y haciendo — «p = .r, 

1 1 ^ r N 
log sen .r = — log 2 — eos 2^ eos4.r— — eos o,r— ... (5) 

2 3 

ñ 
Pero / eos 2mxdx — o; 

/ o 

luego / log sen xdx — \ log 2^.r = log 2. 
2 

La fórmula (5) permite obtener la integral más general 
u 

/ eos 2^r log sen ,r 
/ o 4;;/ 

T1 / 

18. j [x* — .ri5). Se tiene 
x 

x01- = t'aloc= I 4- a log .r + —^ ^ } + 
1 & 1.2 

J = = I + § l 0 g ^ - { - ^ + 

y por ser / ' dx (log x)n— ( — i)M 1 . 2 . 3 n será 
J o , 

/ : (.ra - r̂? = a - ^ H 
log ^ v 1 2 3 o 

ÍX dx , os I + a 

es decir' j0 (-r -x* =108 rrp 
/'11 x sen ̂  íi^' 

IQ. / —¡ 5— . Se tiene 
j0 i + c o s - * 
—¡-——7— — 1 — eos2 x - j - eos4 x — 
1 + eos- x 
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La integración por partes, observando que cos2'^1 vdv = o 
Jo ' 

^a f x sen x cos2n xdx = — - — • 
"'o 2ft + i : ' 

luego 

x sen x ¡ I I \ TI3 
— ¿/,r = 7: i ^ f- . . 

J0 I - j - eos"2 X 

20- /0 ^^a2a;2cos2l8^. Se tiene 

e - . ^ eos 2 ^ = e - * * f i + . + 1 ; 
L 1.2 1 . 2 . 3 . 4 J 

íuego í ^ ^-a2^2 eos 2 3 ^ ^ 
J O r 

2 a L I "T" I . 2 J 2'j.e 

7 3 . DESCOMPOSICIÓN EN INTEGRALES PARCIALES. 1.° Sea 

T00 eos x dx 

J o 
Tenemos que 

J0 a¿ + x¿ 

r eos x dx _ r2TC pos ^ ¿ ¿ . r T471 c o s ^ r ^ 
J0 ^ + ,r- j0 «2 + ^2 J 2^ «2 + x* 

Haciendo x — 2n- + y\ se tiene 

/ eos x dx cosydy 

a1 + J0 d2 -\- {2niz + y f ' 

y haciendo x == (2^ + 2) x — ^ 

fiSn+2)nCosxdx f2*. cosydy 

Ín% ^ + ^ Jo a' + [(2« + 2) r — j{/J2 ' 

15 
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•(2w+2)TCcos.r^ i /*27t c o s j ^ 
luego 

i / eos y dy 

eos x dx 

o 

2 J o a% + [(2;í5 + 2 ) 7 : — j ]2 ' 

1 r271 r 1 , 1 

+ ^ + (27C__r)2 + . . . . . ] . 

Difereneiando la última fórmula, después de haber tomado 
el logaritmo de los dos miembros, resulta 

T00 cos^¿¿i; 1 f2n (ea — e—a) eos y dy J Q a? -\- x* ~ 4a j o ea — 2 eos + e~a 
Pero 

== 1 + 2e~ a eos y -4- 2e—í¿a eos 2^ -1 -
eu— cos>'+ e~ a 

y además 

i eos ny eos y dy = o, I cos*ydy = -K; 
Jo Jo 

eos x dx T: 
luego / —¡ r = — e a. 

/o ^ + ^ 2 
f ^ t g x d x 

2.0 Sea / . Haciendo la descomposión en inte-
J o x 

grales parciales, y escribiendo x — nr, ± y, podremos reducir á 
los límites comunes o y —, obteniendo 

• 2 -
si 
2 / i 1 1 1 

t g j / é ' - H i \- — T - + • • • — — + ••• 
. TZ 

Y la integral propuesta se reduce á —. 
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C A P Í T U L O X 

M é t o d o s diversos de i n t e g r a c i ó n 

1.° POR CAMBIO DE VARIABLE 

I . ^ = / log sen x d x . ( i ) 

Haciendo x — - — y, se tiene 
2 

u 
'O 7*2 

— log zos y dy = / log cosydy\ 
7t JO 

luego u = í log cos ^ ^ . r . (2) 
J o 

Sumando (1) y (2), resulta 

/ ^ /* 2 sen 2̂ * 2u = (/ sen x -f- ^ eos x ) d x = l dx 
Jo Jo 2 

TZ TE 

= / /sen 2xdx — / l 2dx . 
lo 1 o 

Haciendo 2^ = 2, se tiene 

/ /sen 2xdx = í . f /sen zds = = ~ f ¿ sen x d x . 
'o 2 / 0 . 2 'o 
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Siendo la curva cuya ecuación es y = sen x simétrica con 

relación a una paralela al eje de l a s j cuya abscisa es —, la in

tegral log sen x dx, entre los límites o y TC, es doble que aquélla 

cuyos límites son o y ^ ; luego 

i i ^ 
Í T • TI 

2 U — U — / dx log 2 = U —- — log 2, 
Jo 2 

7r TÍ I 
es decir, u = — — log 2 = — log —. 

2 2 2 
2.° u — ^ ihog sen ¿¿.r. 

" o 
Haciendo x = n —y, se obtiene 

^ log sen x dx = ¡ (TU — j / ) " 2 log sen j ¿ ¿ j / ; 

o "o * 
y sustituyendo j por x, después de suprimir términos comunes, 

o == ir2 / / sen x dx — 2K j x l sen x dx. 
"o -̂ o 

71 
2" , , ' I 

Pero . / / sen x dx — 2 \ ¿ t sen x dx = ^1 
•'o Jo 2 

f ú I I I 

luego / x/sen xdx = — irl— == — — 7i2/2. o 2 2 
, r sen xdx 

3.0 Sea i - j - cos"^ 

Haciendo x = T. —y, se obtiene 

^ ,r sen xdx f1 (K —y) senydy 

0 i + cos"^ ] 0 i + eos-'y 

f71 senydy f71 y sen y dy 
0 i -|- cos^ / 0 i + eos- y 



MÉTODOS DIVERSOS DE INTEGRACION 229 

Si se hace pasar al primer miembro el segundo término del 
segundo, después de cambiar y por x, se tendrá 

2 r ^ sen x d x _ CT- sen ydy 
lQ i + cos2.r 71 j Q i + cos-j 

= — 7: (are tg eos 7: - are tg eos o) = ~ ; 
2 

x sen x dx TZ-, luego 
0 1 -+- cos2,r 

§ 2.0 FÓRMULA DE FRULLANI 

7 4 . Esta fórmula se reduce á la igualdad siguiente: 

j o ^ = ^ 0 ) / . ' 

cualquiera que sea la función cp. Para demostrarla hagamos 

r - ^ ) - ? ( o ) ^ 
./o ^ 

Si se hace ^ = ¿r, se tendrá 

¿ r ? - ? (o) ,7 
Jo ^ 

Siendo u independiente de a, conserva el mismo valor si 
esta constante se sustituye por otra, 6 por ejemplo, y se tiene 

A • h 
* a ' i{ax) ' ~ Kp (o) Cb cp (¿,r) _ ? (0) 

. ^ r __ / 1 L 
0 ^ / n ^ 
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luego 

./o ^ Jo ^ Jo * J o x 

'A 
r % ( o ) ¿ 

= / dx = cp (o) log - . 

El primer miembro puede escribirse así: 

í * '*{ax) — '.{bx) d ^ [ ' 'Í^Mdr. 

. n ^ .1 h x 

y si se supone h infinito, resulta la fórmula de Frullani. 
Ejemplo: Sea cp {x) = eos x. Siendo nula la integral 

eos bx 
dx 

h x 

cuando h es infinito, se tiene 

eos ax — eos bx b 
dx — log — 

x a 

es decir, 

( a 4- b\ (b — a \ 
sen \ - r ) x sen \ — ) x 

/ o 

v haciendo — == p, • == q, 
' 2 2 

/ sen/^-sen^,r i P + Q 
será / dx = — lor 

2 p — q 



L I B R O S E G U N D O 

F U N C I O N E S R E P R E S E N T A D A S P O R I N T E G R A L E S 

C A P Í T U L O I 

Generalidades sobre las ecuaciones diferenciales 

§ 1.° TEOREMA FUNDAMENTAL 

7 5 . DEFINICIONES. Toda relación entre una ó varias fun
ciones de una ó de varias variables, éstas variables y las deriva
das de las funciones se llama ecuación diferencial. 

Una ecuación diferencial ordinaria es una relación entre 
una ó varias funciones de una sola variable y sus derivadas. 

Una ecuación es de derivadas parciales, cuando contiene 
derivadas parciales relativas a varias variables. 

Ecuación de diferenciales totales es la que contiene las dife
renciales totales de una ó de varias funciones y de sus variables. 

Integrar ó resolver una ecuación difererencial ó un sistema 
de ecuaciones diferenciales, es hallar la forma que debe atribuirse 
á las funciones contenidas en dicha ecuación ó en el sistema de 
ecuaciones para que se reduzcan á una identidad ó á un sistema 
de identidades. 

TEOREMA FUNDAMENTAL. Sea t tma variable real j x, y, z, ... 
un sistema de v funciones desconocidas de t. S i las funciones 
'fy X> ^ ^ x) y5 z, , t permanecen ñnitas y continuas, 
así como sus derivadas, ctiando x, y, z, , t varían en la pro
ximidad de x0, Y Q , ^ , , ÍQ, las ecuaciones diferenciales 

dx dy dz 
¿7 = d t ^ ^ dt = ' 
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admitirán una solución tal, que para t = se tenga x = x0, 
y == y0, z = z0, 

Diremos que las variables x, y, z, , / se hallan com
prendidas en el dominio D, si t varia, entre t0 — £ y t0 + k y al 
mismo tiempo x, y, varían respectivamente entre x0 — a y 
x 0 a , entre y0 — 6 é ^ + ^ 

Supongamos ahora que, hallándose las variables compren
didas en el dominio D, las funciones o, x, y 

permanecen finitas y continuas. Hagamos tí = tQ -\- h, siendo h 
una cantidad muy pequeña y 

o • 

^ = 7 o + / x f e ^ , , 0 ^ 
(r) 

Llamemos M al máximo de ¿ tomado en valor absoluto, en 
el dominio D, N al máximo de y , etc. Es claro que se tendrá 

— *o + e^M, y i == 0̂ -4- e^N, 

hallándose 6 comprendida entre —- i y - ) - i ; y si ̂  es suficiente
mente pequeña, ir,, X , quedarán dentro del dominio D. 
Supongamos que esto suceda, y hagamos í2 = ^ -j~k y 

x, • ^ x l + / '*{xuyx, , t )dt . 

(2) 
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Se tendrá 

= r̂, + f)¿M, >2 = yx -f- 0/zN, 

y por consiguiente 

x., = ,r0 + 26Mj, y.x ==y0 - | - 26/zN, ; 

luego, si /¿ es bastante pequeña, x.^ y.» estarán también 
comprendidas en el dominio D; y continuando así tendremos 

X = + f ' í{xn_1,yn_1, , t)dt, 

re — 1 rT 
¥ = J ' n - l + / X - 1> 7re - 1, , ^ ) ^ , 

in) 

X = ^0 + «O^M, Y = + ^ 6 M , ; 

y si es suficientemete pequeña, X, Y, Z, estarán com
prendidas en el dominio D. Bastará para ello que 

nbhM < a, nfykN < ¿, ó T - - L < ~ <- — 
M ' N ' ' 

teniendo presente que nh = T — í0. 
Resulta pues, que se puede elegir T bastante próximo de % 

para que, por grande que sea «, las cantidades T, X, Y, 
se hallen contenidas en el dominio D. Sumando las fórmulas 
C1)) (2)5 , ( » , tendremos 

X = x0 + 2 -f (x . , y , t )d t , 

i = n — \ r t i - \ -1 > (a) 

1=0 ^ "i 

Podemos simplificar estas ecuaciones, llamando l á una fun
ción de i sujeta á permanecer igual á x0 cuando t varia desde t0 
hasta ^ , á permanecer igual á ^ cuando / varía desde t] hasta 
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/2, ; y llamando 7) á una función sujeta á permanecer igual 
á jK0 cuando t varía desde ^ hasta , á permanecer igual á 
cuando / varía desde tx hasta Las fórmulas {a) se es
cribirán así: 

/ T » 

x = ^0 + ^ rp , O^A | 

Y = ^ 0 + ^ / >i! í 
Esto sentado, si T es un valor fijo de t contenido en el domi

nio D, haciendo crecer indefinidamente eí número las canti
dades X, Y, Z, tenderán hacia límites finitos, funciones de. 
T, pues comparando los valores de ib) con los siguientes: 

r T 
Xo = Xü + ^ 'f (^0,^0' ' 

tendremos 

X — Xo = / r [cp(E, 7) , / ) — 'f K > A ' 0 ] ^ 

ó 

x - Xo = /T [(H - x^¿x, + 6 Jo+fJ í 1 1 ^ . • . , 0 + • • - l ^ -

Llamemos ¡x á una cantidad mayor que la mayor de las can
tidades cp, x, , -f,, cpá, , y ,̂ /2, en el dominio D; 
y observemos que siendo H — una de las cantidades xi — x̂  
es de la forma ihWi ó nhWí ó /̂̂ ea. La fórmula anterior se re
ducirá pues á 

X — Xo = í T vnh<iu?dt = (T — ¿0)vW¿6a2, 
j ¿o 

expresando, como se sabe, v el número de funciones de t; y ob
servando que nk ==T — t0 

X — Xo = 6y¡JL-2(T — /o)1, Y — Y0 == 6va2(T — O2, 
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Estas fórmulas dan á conocer las diferencias entre los valo
res de X , Y, calculadas, sin subdividir el intervalo T — t{r 

Dividamos ahora el intervalo T — tQ en partes iguales, 
dividiendo en n partes iguales los intervalos tx — toi tz — A, . . . , 
T — A - l 5 y llamemos X 2 , Y2, . , . á los valores de X , Y, . . . 
correspondientes á este modo de división. La diferencia entre X 3̂  

X 2 será una suma de n cantidades de la forma Ova2 | í ) y 

por consiguiente de la forma (T — /0)2. Dividamos el inter-

valo T — /0 en ri* partes iguales, subdividiendo en n partes 
iguales cada uno de los nuevos intervalos; y llamemos X 3 , Y3, . . . 
los nuevos valores de X , Y, . . . ; la diferencia entre X 2 y X 3 será 

. Ova2 ' , • 
de la forma — j - (T — t¿f, y así sucesivamente; luego tendremos 

X - X 0 = Ova2 ( T - A,)2, • • •, X ^ - X " - 1 = Ov - A - ( T - t$'% 

y sumando 

X P - X o = ^ ( T - a ' ( 9 + V ¿ + - - H ^ T ) . 

En esta fórmula, la letra 0 expresa cantidades diferentes, pero 
todas comprendidas entre — 1 y + 1 y bien determinadas. La 
cantidad escrita entre paréntesis es, para p ~ 00 , una serie con
vergente, y por consecuencia X ^ tiene un límite para p = 00 , 6 
también X , Y, tienen límites determinados para p = 00 
(Cauchy demuestra que este límite permanece el mismo, cual
quiera que sea la manera de crecer n). 

Supongamos pues n — w , y calculemos las derivadas de 
las funciones X , Y, dadas por las fórmulas (b). Se tiene que 

/•T-f AT 
A X = ? r,, , t)dt-
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la cantidad colocada bajo el signo / difiere infinitamente poco 
de ¡p (X, Y, , T). Se puede escribir pues, expresando por a 
un infinitamente pequeño 

AX = A T [ ? ( X , Y, , T) 4 e]> 

y | ^ = ' í (X' Y ' ' T) + £, 

cualquiera que sea n\ luego para n — y AT = o, 

d X d Y 
— - ? ( X , Y , . . . . . , T ) , T) , . . . . . 

luego: 
1.0 Las cantidades X, Y, , calculadas como se acaba 

de exponer, satisfacen á las ecuaciones diferenciales del enun
ciado. 

2.0 Para T == ¿0, es evidente que se reducen á xQ, y0, 
respectivamente, quedando el teorema demostrado. 

§ 2.° CONTINUIDAD DE LAS SOLUCIONES 

7 6 . Supongamos ahora que las funciones cp, / , J/, — con
tienen un parámetro a. Vamos á ver que las soluciones de las 
ecuaciones 

dx dy dz 

cuya existencia se ha demostrado, y que para / = ^ se reducen 
á x0, yoi 1 son continuas con relación á a. 

En efecto; hagamos variar a en y llamemos ?', y ' '•!>', 

3» TÍ/ Ti'h . , , 
las derivadas -S r^, —, , ^ J K M ^1 , variaran en «1, 

da ¿a da 1 
¿ j , x^ y ^ z.2, en h2, ; y aun para 
mayor generalidad, si se suponen xü, yü, zQ, . . . . . funciones de 
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a, se podrá suponer que estas cantidades varían en ¿0, A , 4> ••• 
Se tendrá pues 

í'' 
^ = -̂ 0 + / ? ( - ^ Ü , Jo, , ^) ^ 

0 

j i = jo + , j , + ^ = j o + ^ + ••••• •, 

y por consiguiente 

= ¿o + / [̂ o + 6A0, , a + 6̂ , f) 

+ ô'fa (*o + ^o, , a + ê -, / ) + 

+ ^ ' (^0 + ^0. ^ + 6 ^ , / ] ^ , 

^ = • /• . 

Llamando M á una cantidad mayor que v^, fs, , o', / , , 
JCSJ •••••) X'J en el dominio D, sin que ninguna sea infi
nita, y llamando Ho una cantidad superior á la mayor de las 
cantidades.^, h^, k0, , tomada en valor absoluto, se tendrá 

H. = 6[H0 + ( A - í 0 ) M ( v - j - i)Htí] 

ó, haciendo x = ^ — tü = t̂  — /, = ,, 

H ^ G H o í i - f - T M ^ + i ) ] , H . ^ e H ^ i + x N K v + i)], 

y por consiguiente 

H „ = e H 0 |"T + M(v + l ) ( T - O j -

ó en fin Hre = 6H0^M(v + 1)(T-¿o\ 

Si pues g- es infinitamente pequeño, H0 lo será y por consi-
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guíente Hra, lo mismo que hn, kn, ln, y sus límites, lo 
que prueba la continuidad de las funciones ,r, y, z, con 
respecto á a y en particular con respecto á ,r0, 

Si ahora suponemos que, variando a en la cantidad g, se 
representan los incrementos de x, y,z , por x'g, y ' z ' g , . . . 
las ecuaciones (1) se reducirán á 

d ix A- gx1) , , 

que combinadas con los (1) dan 

dgx' 
dt 

ó bien 

expresando w, w, ... funciones finitas de x , y , . . . , x ' , y , 
Supongamos ahora, en estas ecuaciones { 2 ) , x, y, z, 

funciones de t dadas por las fórmulas (1). Estas ecuaciones de
finen un sistema de valores de x \ y , z',:. . . . . que se reducen á 
x'v y 0, z\, . ... . . para t = tQ (y uno solo) en un dominio con
venientemente elegido. Además estos valores son continuos con 
relación al parámetro g\ luego cuando g tiende hacia cero, las 
soluciones tienden hacia las del sistema 

d x ' f 1 . dy'. , , , , 
= ^ ^ 4 - + 9, - ^ = < x i 4 - + 7 ; , 

d t dt 
Esto equivale á decir que para ^=0, las cantidades x \ y \ . . . 

tienen límites, y que por consiguiente: 
Las soluciones de las ecuaciones (1) tienen derivadas con re

lación á ix, y en particiUar, con relación á Xo, yoj z&, 
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DEFINICIÓN. Hemos visto que el sistema de * ecuaciones 

dx dy dz 

en el que cp, y, ¡p, . ...... expresan funciones de x, y, z, , t 
admite una solución que contiene v constantes arbitrarias que 
son los valores de x, y, z, , t para t — t0, expresando t0 un 
valor arbitrario de t. 

Toda solución de las ecuaciones ( i ) que contiene v constan
tes arbitrarias, distintas, se llama una integral general del siste
ma ( i ) , ó una solución general de este sistema. 

v constantes se consideran como distintas, cuando se las 
puede elegir de manera que, para ¿f = ¿0 las funciones x ,y , z , . . . 
reciban valores dados arbitrariamente. Así, las v constantes que 
entran en una integral general deben ser tales, que se las pueda 
elegir de modo que, para / = /0, adquieran x ,y , z, valores 
dados previamente x ,̂ y0, z0, Sea 

H, == o, H2, , Hy = o (2) 

un sistema de ecuaciones que contienen v constantes arbitrarias 
« 2 ' ' av' Para q116 estas constantes sean distintas, es 

preciso que haciendo t = t0, x = x^ y = y0, se puedan 
resolver estas ecuaciones con relación á. av a ,̂ av . Por 
consiguiente, para que las constantes sean distintas, es necesa
rio y suficiente, que se tenga 

3 (H, , H2, , Hv) 

3: {a] , ,¿zv) 

Ejemplo i.0 Sean una ecuación primitiva y su diferencial 

y = ce** + c'e*'*, ( i ) á - = = + ¿ ¿ e * ' * . 
d x 

Resolviendo estas dos ecuaciones con respeto k c y c', el de
nominador común , será (a — a') Luego si a es diferente 
de a', los valores de ¿: y de c\ correspondientes á valores arbi-
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, dy 
trarios a, b, b atribuidos á x, y, -~~ serán finitos y determinados; 

y en este caso la ecuación ( i ) será la integral general de una 
ecuación diferencial de segundo orden. 

Ejemplo 2.0 La ecuación 

y = c sen {x a) -\- d sen (x + + c sen \ x - j - a") 

no puede ser la integral general de una ecuación diferencial de 
tercer orden, porque se tiene 

dy 

— = c eos {x -|- a) - [ - c' eos (a -|- a') - |- c" eos ix -\- a"), 

dly 
-j-:2 — — c sen {x - j - ^ — c' sen + a') — ^" sen -)- a 
y de la primera y la tercera resulta - = — y. 

Hallándose determinado el valor de y, no se puede dar un 
d*y 

valor arbitrario á -¡—^ • d x i 
También se llega á esta conclusión escribiendo la ecuación 

propuesta bajo la forma 

y = '{c eos a -|- c' eos a' -f- c" eos a") sen 

- f sen a - j - ¿;' sen a' + ¿r" sen a") eos x, 

ó = A sen - j - B cos 

que solo contiene dos contantes arbitrarias. 
Volviendo á nuestro razonamiento, supongamos que se re

suelvan las ecuaciones (2) con relación á , «2, ... obtendremos 

«t = (üj , «2 — ^2 5 > ^ - (3) 

expresando w,, Ü)2 , funciones de x , y , z, , .̂ Cada una 
4e las . ecuaciones (3) .es una integral 4el. sistema ( 1 ) ; y en gene-
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ral, toda ecuación en ,r, y, z, , t que contenga una cons
tante arbitraria y concurra á formar la solución general, es lo 
que se llama una integral. 

Ejemplo: Sea el sistema de ecuaciones 

dx dy 

Cuando se trate de las ecuaciones diferenciales se verá que 
para obtener la integral general del sistema propuesto, hay que 
recurrir á lo que se llama un sistema de ecuaciones lineales sin 
segundo miembro, es decir, á ecuaciones de la forma 

dny dn-1y 
+ P - j 4- + + Uj/ = o, ( i ) 

dxn dxn-x ^ ^ w 
en la que P, Q, expresan funciones algebráicas de x, cuya 
integral se obtiene fácilmente, pues si suponemos que y = e™ 
sea una de sus integrales, tendrá que satisfacer á la ecuación ( i ) . 
Derivando n veces y sustituyendo en ( i ) , tendremos después de 
haber suprimido el factor cumún erx la ecuación algebráica 

r n _|_ p r « - l -f Q r n - 2 _j_ U = O (2) 

y las n raíces r,, r.¿, ,-rn de ésta darán otras tantas solu

ciones /i35, e 1 , , e nX de la ecuación ( i ) que también la 

satisfarán, multiplicadas cada una por una constante arbitraria, 

de manera que tendremos las n integrales particulares cxe1 ̂ , 
£ 2 / 2 * , cnenX que sumadas, dan la integral general 

y = c,e * + 2 - { - . . , . . + cne n 

Esto sentado, podemos résolver el sistema (a) propuesto. 
Para ello acudiremos á un artificio sencillo, que se reduce á de
rivar la primera ecuación, y tendremos inmediatamente 

d-x dy dy d^x , d'2x 
—— = — , -— = x que dan —— = x o —— — x = o. 
dt* dt dt . df1 dfl 

' 16 
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La ecuación algebráica ó característica correspondiente es 

r2 — 1 = 0 que da r = + i ; 

¿¿ ̂  f 

luego la integral general de- —— = x será 
d f l 

x = C,*?* + C V - * . 

Para obtener la segunda función derivaremos, y resultará 
dx 
——- = Cj^ Cjé1 
dt 

, . dx 

y en virtud de — = y, tendremos determinada la segunda 

función 

y = C{et — C^e- t. 

Las dos integrales 

x = C.e1 + Cze-t, y = — C ^ - « 

constituyen la integral general. 

§ 3 . ° PROPIEDADES DE LAS SOLUCIONES DE UN SISTEMA 

DE ECUACIONES DIFERENCIALES 

TEOREMA I . Si entre las ecuaciones (2) (pág. 2 ^ ) que forman 
una integral general del sistema { i ) y sus derivadas relativas á t, se 
eliminan a^ a.2, , av, se obtendrán las ecuaciones (1) ó un 
sistema equivalente, es decir, que dé los mismos valores de 

dx dy 
x, y, z, , i en función de -77 > ~7r > 

J J dt dt 
En efecto, si se obtienen los valores de x, y, en (2) 

para sustituirlos en (1), estas ecuaciones se reducen á identida
des, por hipótesis; es decir, quedan satisfechas, cualquiera que 
sea t, y también cualesquiera que sean ax, a.» , ¿zv ; de 
manera que si se diferencian las ecuaciones (2) y de las ecua-
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ciones obtenidas juntamente con las (2) se despeja x, y, , 
dx dy 
- 7 - , — , para sustituirlas en (1) éstas se hacen idénticas. 
dt dt 

COROLARIO. S i se dan v ecuaciones entre x, y, t , que 
contienen v constantes arbitrarias, y se eliminan éstas entre las 
ecuaciones dadas y sus derivadas relativas á t, considerando á 
x, y, z, como funciones - de t, se obtendrán ecuaciones dife
renciales cuya integral general será el sistema de las ecuaciones 
propuestas. 

TEOREMA I I . L a condición necesaria y suficiente para que 
co = a, en la que w expresa una función tífe x, y, z, > t 
a una constante arbitraria, sea tma integral del sistema de ecua
ciones (1), es que se tenga idénticamente, esto es para cualquier 
valor x, y, z, t, 

En efecto, decir que (4) es una integral de (1), es decir que 
existen otras v — 1 ecuaciones 

w¡ = ¿z,, w2 = , ( t í v _ l _ ¿ j v _ i j ^ 

en las que w,, a)2, son funciones de x, y, z, , t y 
^ i , constantes arbitrarias que con (4) forman la inte
gral general de ( 1 ) . 

Si diferenciamos las ecuaciones (4) y (6), tendremos 

cito Seo dx úci) dy 
" ¡ 7 ^ Ix 'di ~^ ^ ~dt ^ = 0' 

Seo, 3(0, dx Sw, dy (7) 
l t f ^ l ^ ' d i ~ ^ l ¡ j ~ d t ~ ^ = = = 0 ' 

dx dy 
y si de (4), (o) y (7) se sacan los valores de .. 

at dt 
para sustituirlos en (1), las fórmulas se hacen idénticas, es de
cir, se verifican cualesquiera que sean t y. aK S ¿tv. 
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dx dy 

Eliminemos desde luego — , —, y tendremos 
dt dt 

Sea i 

3(1), Seo, C)OJ1 (8) 

Estas fórmulas deben reducirse á identidades, sustituyendo 
x, y, por sus valores sacados de (4) y (6); y hecha esta 
sustitución, se verifican para valores cualesquiera de ax, .... 

Pero podemos elegir a.2, de modo que x ,y , . . . . ten
gan valores dados arbitrarios; luego las fórmulas (8) se verifican 
para valores arbitrarios de x, y... Son pues identidades aún antes 
de sustituir x, y, por sus valores deducidos de (4) y (6); 
luego (5) es una identidad, y recíprocamente, luego: L a condi
ción necesaria y stificiente para que i¿> = const. sea una integ-ral 
de la ecuación ( i \ es que w sea una integral de la ecuación 

lu 2u 'hu 
h — a.4 7 4- = 0. 

It ~ : l x 1 • ly ~ 

§ 4.0 ECUACIONES DE ORDEN SUPERIOR AL PRIMERO 

7 7 . Sea la ecuación diferencial de orden m, 

/ cfy cPy dmy\ _ 
b v r ' ^ ^ ' ' ' _ 0' (O 

dmy dy dm~1y 
Esta determina —— en función de x, y, - 7 — , , -; : ; 

dxm dx dx™-1 
y, si se diferencia sucesivamente, quedarán también determina-

dm+1y dm+2y 
dos los coeficientes diferenciales r- , -T r - , en fun-

d x ^ 1 dxm+2 
ción de las mismas cantidades. 
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Toda función de x puede desarrollarse en serie por medio de 
los teoremas de Taylor y de Mac Laurin, hallándose el primero 
menos sujeto á excepciones, porque puede elegirse el valor de x 
que entra en los coeficientes, de manera que ninguno de estos 
se haga infinito. 

Sea pues^/ el valor más general que satisfaga á la ecuación 
(1); si se la supone desarrollable según la fórmula de Mac Laurin 

y si se sustituyen todos los coeficientes, á partir del de xm, por 
sus valores en función de los precedentes, determinados como 
hemos dicho, la función buscada se hallará necesariamente com
prendida entre las que representa este desarrollo, porque no 
hemos expresado mas que condiciones á que debe satisfacer. 
Y recíprocamente, la función así determinada satisface nece
sariamente á la ecuación diferencial; porque, si se diferencian 
m veces los dos miembros de la ecuación ( 2 ) , se obtendrá 
precisamente el desarrollo de la ecuación (1), resuelta con 

dmy 
relación á —— 

dxm 
La ecuación (2) daría pues la solución completa de la cues

tión, si todos los valores de y fuesen desarrollables de esta ma
nera. Y en todo caso faltarán tan sólo aquéllos en los cuales 
ciertos coeficientes diferenciales dejen de ser finitos y determi
nados para el valor particular x — p. 

Si se hubiese desarrollado conforme al teorema de Taylor, 
según las potencias de x — x0, se habría obtenido como conse
cuencia de la ecuación (1) 

dxm ^ 1 77... (m — n " (5) 
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determinándose los coeficientes diferenciales, á partir del de 
orden m, con auxilio de la ecuación (1), y referidos á ,r = xa. Y 
recíprocamente la ecuación (í) se reduciría á ésta mediante m 
diferenciaciones sucesivas. 

El valor arbitrario de x0 podría elegirse de manera que nin
gún coeficiente de la serie se hiciese infinito, si los coeficientes 
dependiesen tan sólo de pero como contienen además el va
lor correspondiente de y con los de sus derivadas, podría suceder 
que cierta función y = c&(.r), satisfaciendo á la ecuación diferen
cial, hiciera infinitos ó indeterminados los coeficientes del des
arrollo, cualquiera que fuera 

Por consiguiente, las fórmulas ( 2 ) y (3) pueden no contener 
todas las funciones que satisfacen á la ecuación (1). Es evidente 
que estas dos fórmulas coinciden cuando todas las soluciones 
son desarrollables por medio de ambas; puesto que entonces re
presentan las mismas funciones. 

La ecuación (3) es la integral general de la (1); y la ( 2 ) es 
solamente un caso particular de aquélla correspondiente á x = x ü . 
Y por satisfacer la ecuación (3) á la propuesta, para valores 
cualesquiera de los m coeficiente primeros, 

í d y \ / d y \ V 

^ U J ; W / o ' ' W — V o ' 
puesto que desaparecen mediante m diferenciaciones que con
ducen de la ecuación (3) á la propuesta, la integral general de 
una ecuación diferencial de orden m contiene necesariamente m 
constantes arbitrarias, que son los valores de la función y de 
sus m — 1 primeras derivadas, correspondientes á un valor ar
bitrario de x. 

Recíprocamente, toda ecuación entre x é y que satisface á la 
ecuación diferencial y que contiene m constantes arbitrarias, es 
idéntica á la integral general representada por el desarrollo (3), 
puesto que si desarrollamos, según las potencias de x, el valor 
de y dado por esta ecuación, los m primeros coeficientes con
tendrán á ^0 y á las m constantes arbitrarias, pudiendo adquirir 
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todos los valores posibles, al elegirse convenientemente dichas 
constantes, cualquiera que sea el valor elegido para ,r0. Pueden 
pues considerarse como absolutamente arbitrarios; y como los 
siguientes, dependen éstos, en virtud de la ecuación ( i ) , el des
arrollo no diferirá del que da la ecuación (3). De modo que: 
Toda ecuación entre x / y que satisface á una ecuación diferencial 
de orden m, es su integral general, cuando contiene m constantes 
arbitrarias, por medio de las que es posible dar valores arbitra
rios á la función y á sus m — 1 primeras derivadas, para cierto 
valor de ,r, 

Para cerciorarnos de que una ecuación constituye la integral 
general de una ecuación diferencial será preciso diferenciarla 
m — 1 veces, y ver si se puede dar á las m constantes valores 
tales, que para un valor dado de x se puedan obtener valores 
arbitrarios de j / y de sus m — 1 primeras derivadas. Para ello 
bastará reconocer si las m ecuaciones pueden resolverse, res
pecto á las constantes, sin que resulte ningún absurdo; porque 
entonces se podrán elegir arbitrariamente, para un valor cual
quiera de -r, ^ juntamente con sus m — 1 primeras derivadas. 
Si, por ejemplo como ya hemos visto, una ecuación de segundo 
orden queda satisfecha, por el valor 

y = Q,eax _|_ c ^ ' * 

siendo C y C constantes arbitrarias, se deducirá 

dy 
dx = aCeax + a ^ C ea'x; 

y para cualquier valor finito de x\ estas ecuaciones darán valo
res finitos de C y de C:, mientras que no tengamos a = a . 

Cuando se da en la integral general, valores particulares á 
una ó á varias constantes arbitrarias, se tendrá una integral 
particular. 

Ya hemos visto que una solución singular es aquélla que sa
tisface á la ecuación diferencial, pero que no está contenida en 
la integral general. 



248 LIBRO 2.°—CAPÍTULO I 

§ 5.0 NOCIONES ACERCA DE LAS ECUACIONES 

DE DERIVADAS PARCIALES 

7 8 . ECUACIONES DE PRIMER ORDEN. Las ecuaciones dife
renciales de derivadas parciales se distinguen porque contienen 
en su expresión derivadas parciales, tal es la siguiente: 

_|_ p2^ - f . . . . . - f ? n p n — R, ( 1 ) 

en la que P,, P2, , ?«, R son funciones de las n variables 
independientes ,r2, , xn y de una función desconocida s 
de estas variables, mientras que p A , p i , , A expresan las de-

rivadas parciales—, — , , — • Dicha ecuación es tam-

bién lineal respecto á los coeficientes diferenciales. 
Si o ,̂ a.2, , a-n, funciones conocidas de , rn Y 

de ^ se hallan ligadas por una relación 

•i (a,, a,, a») = 0 ó af ==. <p (a,, a,, . . . . . . a»); (a) 

y si se elimina la función arbitaria •]/ ó cp, se llega á una ecua
ción de la misma forma que la propuesta. Diferenciando la 
ecuación (2) con relación á xx, x.2, , xn , tendremos 

1%. , . 3a, 3cp , . ?a2 \ 1 

3,rn 1 35 3a2 \3,rw 3^ / 

Saíí \3-rn 35 
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Sumándolas, miembro á miembro, después de haberlas mul
tiplicado respectivamente por P,, . . . . . , Pw , resulta 

P , ^ + + P . ^ + (PA + . . . ' . + P » A 1 ) ^ 

= i ; í [ p - S ; + - - - + p " & + ^ + - ^ ) ^ . ] 

Pero si la ecuación (2) es una integral de la propuesta, 
P 1 / 1 - f -\- ^ n p n será idénticamente igual á R, y se 
tendrá 

. P ^ l + + ' p n - ^ L - f R ^ 

= T f ( P 1 ^ + + P „ i Í L + R ^ \ . 
•1=2 \ ^ r , 3̂ w 3¿r / 

Esta ecuación quedará satisfecha cualquiera que sea la 
función -.p, si se eligen las a de modo que se tenga, para 
¿ = i , 2, , «, 

Pi ^ + P . T 7 - + + P« - ^ + R - ^ - = o; (3) 

Pero, en virtud del teorema II (pág. 243) bastará tomar para 
ap a2, , cLn funciones de ^ , ,r2, , xn, z tales, que 
las ecuaciones simultáneas 

¿ ¿ # • 1 dx^ dxn dz 

tengan por integrales á las siguientes: 

De manera que si obtenemos las integrales del sistema (4), 
se habrá obtenido la integral de la ecuación propuesta bajo la 
forma (2). 
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Supongamos que la ecuaciórude derivadas parciales y su in
tegral sean, respectivamente" 

P/-hQ<? = R- (5) y a (6) 

siendo a = f { x , y, z), (3 = / , (x, y, z). (7) 

3a 3a A3 33 rp , 3a 3a /33 33 
Tendremos — _ L — p — (&) [ - \- — ti 

3.r 3^ ' ^ \3 . r 32: 

3a , 3a n 3,3 

^ 3^ 2 r v ' \ 3 J 3^ 

(8) 

Es. necesario que eliminando p y q entre las ecuaciones (5) y (7) 
se llegue á una ecuación idéntica, ó que se haga idéntica teniendo 
presente la ecuación de la integral general F {x, y, z) = o. 

Si se suman las ecuaciones (7), después de haberlas mul
tiplicado respectivamente por P y Q, se tendrá, teniendo pre
sente la (5), 

3a 3a 3a 

3.r ~ * 37 ^ 3£ v 7 L 3^ ^ 3j/ 1 3^J 
y se satisfará idénticamente á esta ecuación, eligiendo a y |3 de 
modo que se tenga 

3a 3a 3a 3,3 33 3.3 

3rr 1 ^ 3^ 3-sr 3,r 1 ^ 37 3^ 

y estas condiciones quedan satisfechas, si se toman por a y ¡3 las 
funciones f (,r, y, z), f l {x, y, z), que igualadas á constantes, den 
las integrales de las ecuaciones simultáneas 

dx dy dz 
T = P = RV ( 9 ' 

La integral a = (p ((3) definida así, satisface á la condición 
característica de las integrales generales, de: D a r para z, una 
expresión que pueda reducirse á una función dada w (y) de y cuan
do se atribuye á x cierto valor ?, debiéndose tener 
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Si se elimina y entre estas dos ecuaciones, se tendrá un re
sultado de la forma 

a = $ ({3), 

de donde se concluye la forma que debe darse á la función arbi
traria cp para satisfacer á la condición impuesta. 

Además, toda integral general F (,f, ¿J) = o puede ponerse 
bajo la forma a = cp (P), pues de la primera se deduce 

W 3F 3F 3F 

y sustituidos estos valores en la ecuación (5), á la que deben 
transformar en una identidad, y por ser F = o una integral, se 
tendrá 

•t m ^ F̂ F̂ 
P — - f Q — - f R — = o; 

y vamos á ver que toda función 6 que satisface á esta ecuación 
de derivadas parciales, es una función de a y de (j; en cuyo caso 
la ecuación F {x, y, z) = o equivaldrá á una relación a = o (p) 
entre estas dos funciones; y en efecto siendo 0 = tu (,r, y, 5), si 
hacemos 

a = = / i ^ P == /2 ^ ; 

eliminando 7, 0, llegaremos á una ecuación o = T: (a, ¡3, ,r), de la 
que debe desaparecer ,r, ya que sustituyendo en 

39 36 36 

P 

tendremos 

( 3TC 3a 3TC 3|3 37r \ 
3a 3,r ~^ 3̂  3^ ^ 2 * ) 

, ^ /37r 3a . 3?: 33 \ / S T T 3a ST: 33\ 

Y por satisfacer a, ,8 á la ecuación (1), la ecuación (2) se re-
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duce á P — = o, de donde — = o; ya que P solo puede ser 

nula para valores particulares de las variables. Así r . no contiene 
,v, reduciéndose á una función de a y ¡3. 

Queda probado que siendo F (,r, r ) = o una integral de 
" f Qí7 = K> F (-^J £) — o equivale á una relación a = -f (p) 

entre estas dos funciones, es decir, que: Si 

f (*.,f, z) = / , (-r, ¿r, 0) = (10) 

son dos integrales del sistema 

dx dy dz 

y si se hace a = 7 {x, y, z), ¡Ü = / , (.r, 7, 0), 

integi-al de Pp -\- Qq — R será a = cp (¡3), designando cp 
función arbitraria. 

Observación. De las integrales (10) puede deducirse una infi
nidad de otras integrales, como por ejemplo c& (a, H) == £, lo que 
se demuestra derivando, y sumando término á término después 
de multiplicar respectivamente por P y Q. 

7 9 . ECUACIÓN DIFERENCIAL DE SEGUNDO ORDEN. La forma 
general de las ecuaciones diferenciales parciales ó de derivadas 
parciales de tres variables, es 

F 0 ' , X z, p, q, r, s, t) = o. (1) 

Esta ecuación solo puede integrarse en casos particulares, 
siendo el más importante el en que las derivadas segundas se 
presentan únicamente en el primer grado, tomando esta ecua
ción la forma 

Rr + -|- T t = V, ; (2) 

en la cual R, S, T y V son funciones de x, y, z, p y q. 
El método de Monge consiste en cierto procedimiento para 

obtener una ó dos integrales primeras de la forma u — f{v) 
siendo u y v funciones determinadas de x, y, z, p, q, y f una 
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función arbitraria; después se obtiene por medio de estas inte
grales, ya separadamente ó combinadas, la integral que sigue. 

Debe observarse que el método de Monge se funda en la hi
pótesis de que la primera integral es de la forma u = / ( » , 
caso que no ocurre siempre. Existen ecuaciones primitivas con 
dos funciones arbitrarias que pueden eliminarse por diferencia
ción, obteniéndose una ecuación de la forma (2), de la que es 
imposible eliminar una función tan solo, que conduzca á una 
ecuación de la forma (3). Así, la ecuación primitiva 

£ = * O + --r) + ^ {y — *) 
— x O + x) _ r (JJ/ — ,r)] (4) 

conduce á la ecuación diferencial parcial 

r — t — —; 
x 

pero no á una ecuación de la forma (3). 
Propongámonos averiguar: 1.° bajo qué condiciones una 

ecuación de primer orden de la forma (3) debe conducir á una 
ecuación de segundo orden de la forma (2). 2.0 establecer me
diante los resultados de esta investigación el método inverso de 
resolución. 

TEOREMA. Una ecuación de derivadas parciales de primer 
orden de la forma u == f (v) puede conducir únicamente á otra 
de segundo orden de la forma 

Rr - f SÍ + T ¿ === V, (6) 

cuando u j f v satisfacen d la condición 

'hu 'hv 'hu TÍV 
¥ ~~ ¡ty ¥ = 0' 

En efecto, diferenciando la ecuación u = f (v) respecto á x 
é y sucesivamente, tenemos 
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7)tC c í U T l U í ' h V TíV 'hV cíV 

h<7 \- s }- t — = f (v)[ — q h ^ T - + ^ - - , . 

y eliminando / ' (z.'), resulta 

¡"bU 'bu bu bu\ (bv bv bv bv 
\bx ^ F bz 1 bp { b q j \ b y ' * b z b p ^ bq 

IbV bv bv b v \ / b u bu bU bU\ 

Haciendo reducciones, se obtiene 

R r + + T í + U [rt - é ) = V (g) 

bu bv bU bv 
n a ^U bp bq bq bp ' 

Esta proposición puede también demostrarse observando 
que de ti = f (v ) , resulta dzi— f {y)dv, ecuación que por ser 

f { v ) arbitraria, implica las ecuaciones du = o, dv = o, es decir, 

bu . bu y . [bti , . bu . . bu 1 
— bx + — dy + — dz + — dp -f- — dq = o 
bx by bz bp bq 
bv bv bv bv bv [ ^ 

— d x + — d y + ~ d z + ~ d p + — . d q = o 
bx by bZ bp "í ' i 

y dz = pdx 4- qdy, dp — rdx + sdy, dq = sdx -f- tdy\ 

luego 
bu , 'bu , , , 
•— + P -— -T r — ~r s — ) dx 

bx bz 'bp / 

, / bU , bu , btt- , btL\ . 

dv . bv . bv . ^ \ , 
— - t p — + r — -\-s — ] d x 
d x bz bp bq) 

. / dv , bv ^ bv ,, • \ 'bV\ , 
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y eliminando d x y dy resulta lo mismo que anteriormente. 
PROBLEMA. Obtener, cuando sea posible, una integral primera 

de la forma u =1 f (v) de la ecuación (6). 
En virtud del teorema anterior u y v deben satisfacer á la 

condición (7) que puede expresarse bajo la forma 

de manera que 

'hu 'hu, 2iV 
— = m -—, — = m — . -

Sustituyendo estos valores en (10), tenemos 

'bu bu bu bu 
bxdX + V y d y + Y z d z J r V p ^ + = 0 

"hV , '¿v bv bv 

Y, puesto que este sistema es equivalente á du =z o, dv = o 
modificado por la condición (7), solo puede tener un sistema 
integral de la forma u — a, v = b,{ i4) siendo a y b constantes 
arbitrarias y u, v funciones ligadas por la relación ( n ) . 

Haciendo dz = pdx -|- qdy en (13), tenemos (15) 

(13) 

/ ^¿ ^ \ . / b u b u \ ^ bu 

í ^ \ J.7iV\ ̂  , / ̂  ?>v\ y bv 

Eliminando entre éstas y 

dp — rdx + sdy, dq == sdx -f- tdy (16) 

las diferenciales dx, dy, dp, dq, obtendremos un sistema de la 
forma (6). Para efectuar esta eliminación, sumando las dos últimas 



256 LIBRO 2.° CAPÍTULO I 

ecuaciones después de multiplicar la segunda por nt, tendremos 

dp mdq = {r -f ms) dx -)- + ^ ) ^> 

rdx H~ J (rfjj/ - f mdx) -\- tvtdy = dp -\- mdq. (17) 

Pero el sistema (15) nos permite obtener las razones de dyy 
dp + á dx, que sustituidas en (17), la reduce á la forma 
(6); y para que sea equivalente á la ecuación (6 ) , es necesario y 
suficiente que 

dx dy + mdx mdy dp -\- mdq 
— = — = = —— . (18) 
R S T V v ' 

Este sistema incluye así á las ecuaciones (15); y juntamente 
con dz — pdx -f- qdy incluye al sistema (13). Por consiguiente, 
en su sistema integral final incluye á las ecuaciones u—a, v = b . 
Concluímos pues, que si la ecuación R r + S i - + T í = V resulta 
de una ecuación de primer orden de la forma u = f {v), junta
mente con la ecuación dz — pdx - f qdy, debe admitir un sis
tema integral que determina k M y k v por ecuaciones de la 
forma ti = a, v — b. 

Para eliminar m de (18), obtendremos su valor mediante 
el primero y tercer miembro, sustituyendo en el segundo y 
cuarto. Reduciendo después, obtendremos 

RflTr — 'sdxdy + Tdx2 = o (20) 

Rdpdy + T d q d x = Vdxdy. (21) 

Y estas ecuaciones con la (19) forman un sistema de tres 
ecuaciones diferenciales ordinarias con cinco variables x, y, z, 
p, q. Pero como entre cinco variables deben existir cuatro ecua
ciones diferenciales ordinarias, se desprende el carácter hipoté
tico del método de Monge. Únicamente, cuando la ecuación 
propuesta origina una ecuación de la forma u = /(£') , el siste
ma en cuestión admite dos integrales de la forma u = a , v = b. 

Por ser la ecuación (20) de segundo grado, será resoluble, 
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mientras no sea un cuadrado, en dos ecuaciones de primer 
grado; y esta juntamente con (19) y (21) conducirán á un siste
ma integral final que determinará u y v. 

TEOREMA. Si , en virtud de la proposición anterior, obtenemos 
dos ecuaciones integrales primeras de la forma 

U \ = /OÍ ) , « 2 == 

y si considerando éstas como simultáneas, determinamos p y q en 
función de x, y, z, éstos valores serán susceptibles de hacer inte
grable la ecuación dz = pdx -f- qdy, y conducirán á una integral 
segunda. 

Representemos para mayor sencillez, uK —fkPx) Por F Y 
u-i — 'K^á) Por í̂ )- Así las primeras integrales supuestas serán 

F = o, <!> = o. (23). 

Volviendo ahora al sistema ( i8 j , y haciendo^ : d x = n, 
sus dos integrales primeras toman la forma 

1 n- \ - m nm 
_ = _ _ _ = — , 

lo que manifiesta que m y n son las dos raíces de la ecuación 
Ra2 — Su. -f- T = o. De manera que el valor de la razón dy : d x 
correspondiente á una de las integrales primeras (23), es el mismo 
que el correspondiente de m en la otra. Pero tenemos que 

lu, 'bv. T íU , cVy. bF 
— - — - — L — f'(v) — -
"hq bq ' Iq 1q 

m 1u* iv, bu. , , bv., 3F ' 2̂Z^ _ L — 1 —! f í v \ .—L 
bp bp bp J x J bp bp 

luego, considerando el valor de dy : d x correspondiente á la in
tegral tendremos 

( — \- —— p -— r -\—-— s \ d x 
\ b x b z r { bp ¿>q J 

17 
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Igualando el valor obtenido de dy : dx al de m, dado por 
(24), tendremos después de reducir: 

- j - + / -\- q 
lip "bp bq 7)2 Iq 3̂  

+ — — ^ + í — — - + — — 1 — — ^ = 0 . (25) 
Tsp ydp 7q Iq ^p) Iq bq 

De igual manera, igualando los valores de m correspondien
tes á la integral = o y el de dy : d x correspondiente á la in
tegral F = o, tendremos 

3F ?F , 3F 3* . 3F 3* , ?F 3$ -|- — — -|- — — p - ] - — — q 
S.r Ip Tiy c\q 7)z 7>p lz Isq 

. 3F 34> / 3F 3fí> . W S*\ , 3F 3* 
+ T T r + I + I + if = O. (26) 

^ ¥ P̂ ^p ^q / dq Iq 
Restando (25) de (26) se obtiene 

W 3í> SF 3$ ^_ SF 3$ 3F S1> 
I x 7>y Iq ~by 

_ / 3P 3* SF M>\ , / SF ci^ 3F 3ft)\ _ 

condición que debe quedar satisfecha para que los valores de 
p y áe q dados por F = o y fí> = o puedan hacer exacta á la 
diferencial ds — pdx -\- qdy. 

Observación. Cada una de las integrales primeras satisface 
á la ecuación diferencial parcial de primer orden y grado forma
da para integrar la otra. 

El método de Monge queda comprendido en la 
REGLA. Dada la ecuación Rr -f- Ss + Tt = V , fórmese pri

mero la ecuación 
Rí/jr — Sdxdy -f- Tdx'2 = o (28) 

y resuélvase, suponiendo cjftie no sea el primer miembt o un cuadra
do perfecto, en dos ecuaciones de la forma 

dy — m^dx = o, dy — m^dx = o. (29) 
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De la primera de éstas y de la ecuación 

R áfi dy - \ - T dq dx — V d x dy = o, (30) 

combinada, s i es necesario, con la ecuación dz = pdx - f qdy, se 
obtendrán las ecuaciones \\x = a, v1 = b. Procediendo de igual 
manera con la segunda ecuación (29), obtendremos otras dos ecua
ciones u2 = a, v2 = [J, y entonces las dos integrales primeras de 
la propuesta serán 

uy = Á (Vi) > u-2 = f* (v*)' (31) 

P a r a deducir la integral segunda, podemos integi'ar tma de 
éstas, ó sacar de éstas los valores de p y de q en funciones de 
x, y, z, para sustituirlos en dz == pdx - |- qdy, que satisfará en
tonces á las condiciones de integrabilidad. Su solución dará la 
integral segunda. 

Si mx y m% son iguales, solo se obtendrá una integral pri
mera, y la solución final se obtendrá por su integración. 

Ejemplo. Sea —% — tí1 - — /y2 

Tenemos R = i , S = o, T == — cu1, V = o. Por (29) y (30) 

dy'2, — a%dx1 — o, dpdy — dldqdx = 0. {a) 

La primera se puede resolver en las dos ecuaciones 

dy + adx — o, dy — adx = o. {b) 

De la primera resulta y + ax = c, que reduce la segunda de 
las {d) á la forma dp 4. adq = o, cuya integral Q.'Ü p -\- aq — c. 

La integral primera de la ecuación propuesta es, por tanto, 

p f aq = <b{y + ax). (c) 

Procediendo de igual manera con la segunda ecuación {b) 
obtendremos la integral primera 

p — a q ^ \ {y — ax). (d) 
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Determinando enseguida p y q por medio de estas dos 
integrales, dz = p d x + qdy se reduce á 

(I) { y + « . r ) + -i ( — ^ r ) ({, (j/ - f ̂ .-r) — ^ { y — a x ) 
dz = 1 rf.r — dy, 

2 . 2 a 

$ (j^ - j - «.r) (rt^ - I - ¿r^r) — 'h { y — ax') {dy — adx ) 
dz = 

2a . 

De manera que si hacemos 

¿ / * (O dt = «f , (/), - i / ^ (O ^ = T (O, 

tendremos z = + a x ) -f- (j^ — a x ) , 

siendo ^ y funciones arbitrarias, por serlo 'I* y f . 

Hemos visto que en cada una de las integrales primeras se 
verifica la condición (7); y suponiendo 

p aq — * (j^ + a x ) — F, p — aq — ^ { y — a x ) — * , 

es fácil verificar la condición (27). 

§ 6.° CAMBIO DE VARIABLES EN LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 

8 0 . DIFERENCIACIONES SUCESIVAS, a) Aunque ya se han 
expuesto algunos problemas en los tomos i.0 y 2.0, vamos á 
añadir otros que serán útiles y se resuelven mediante la aplica
ción de la fórmula de Leibnitz. 

1.0 Sea 

d u 
u = ea'x eos nx , será —- = eax {a eos n x — n sen nx)\ 

d x 
haciendo 

n 4 l 
— = tg a>, a — {a1 + n i ) ¿ eos f, n = {a- + %2)2 sen 
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du 
d.r 
du 9 \ 
— = (a- - f - n-)- eax (eos eos nx — sen os sen nx) 

(a* - f ;Í2)2 eos (nx + ¡p); 

= (̂ 2 _|_ ^ 2 ^ _̂ r̂ y 

2.° Sea tw — eaw cos nx . xm, 

dx* 

y supongamos 
n 

u = eaoc cos ^ c = xm, — = tg es. 

Será = (¿z2 -f- n*)2 cos (nx - j -

dr {uv) 
Y desarrollando — por el teorema de Leibnitz, será 

dx' 
dr {uv) 

dxr 
e a x fyi ^ _ n - i y ¿ c o s ^ n x _ ^ r ^ 

cos \nx 4- (r—• i ) cpl 
{a- + w2) 

r (r — i ) eos [nx - f (r — 2) o] 

3.0 Sea = â-r X, siendo' función de x. Haremos u = X 
v = 0̂;c, y será 

dr (uv) X , d r - l X , r ( r — 1 ) ^ - 2 X 1 
I - h^'-^ r~ \ - a —4- . 
I d X r d X r - ^ 1. 2 T - J 

t f é x * * ^ ( ¿ r + - ; . ] x 
= eax { — + « ) X. 
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De modo que ( ^ : + ¿z) X = e~aX \ d x ) ^aXX-

b) Sea {ti)11 = {a -\-.óx + ,r2)re , u' = d + 2cx. 
Sustituyendo x + h k x en iin , esta expresión se cambia en 

dru hr • 
(u + u ' h + ch-\n; v será el coeficiente de —- en el des-

arrollo. Considerando pues, u -f ti'h como el primer término de un 
binomio, se tendrá {ti - j - t i ! Jif1 + n {u + u ' h)71 — 1 di-

Desarrollando enseguida cada binomio, y tomando tan solo 
términos que tengan hr por factor, corresponderá 

n (n — \ ) . . . { n — r -X- i ) 
á {u + u 'hy , — ' — ^ i i n - r u'r ; 

(n — i ) . . . (f¿ — r -\- 2) 
á (z/ + u ' h Y - i H1 ^ ^ — u n ~ T ^ u r -* , 

v 7 ( r — 2) ! 

— 2) ... — ^ + 3 
á ( « - j - ^ ) w - 2 ^ 7 — , , ^ un- r+2 t i r - \ etc. 

v ^ ; — 3)! 

Reunamos estos términos multiplicándolos por 1 . 2 r, 
y obtendremos para el rsimo coeficiente diferencial de un ; 

n{7i — 1) . . . {n — r -\- i ) u dr {u)n ^ ^ ím j ! tX ,rí~Tj r { r — 1 ) cu 
•r 

r ( r — i ) (r — 2) — 3) c'1 
J . 2{n — r - j - 1) — ^ + 2) 

Se puede obtener una fórmula más cómoda desarrollando la 
expresión propuesta como sigue: 

\ u u J 

= w 
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Supongamos .̂uc — u''2 == ^ac — b'1 = e*. 

Desarrollando u'1 

por la fórmula del binomio, se tendrá 
u 

i - f - — h \ + ^ 1 J . h 
2u ) \ 2u {2uy 

n{n — 1) / 
+ — ^ 1 + 

I - 2 \ 2U 
?22 — 4 

{2uy ¥ + 

Y la rSima derivada de será el coeficiente de hr en este des
arrollo, multiplicado por 1.2 r. 

Desarrollemos cada término, y tendremos por coeficiente de 
h? respectivamente, en el primero, en el segundo, . . . términos: 

iU' V 1 2^ (2^ — 1) {2n — ^ - f 1) 
2 i u ' 1.2 r 

' \ r — 2 I {271 —- 2) 2n 
2*U'' 

r -f- 1 n (n — 1) 
1-2 ( r — 4) I . 2 

Sumando y multiplicando por 1.2 r, se tendrá 

dr(uy 
— == 2% (2« — i) (2« — r + 1) í — 1 

n r {r — 1) e-
1 + 

1 2n {2n — 1 ) u '' 

n (n — 1) 7- {r — 1) {r — 2) {r — 3) e4 
2n {2n — 1) (2n — 3) u'A ^ I 

Sea un = (a2 - f ,rá); será u ' = 2,r, e'2 = 4a2; y haciendo 
r = ^, tendremos: 

+ 
dx1 

nL n — 1 ¿ r 

1 2n {2n — 1) — 1) x* + 

211 {2n — 1) + i ) ŵ j^l 
[n {n — i)]5 {n — 2) {n - - 3) 4̂ 

1 . 2 2% (27/ — 3) ,i;4 I 
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El método de Lagrange sirve para obtener las derivadas su-
cesivas de funciones de otra forma. Así para ii = ecx se escribirá 

Pero 

¿ , 2 ^ _ j 1 2^/2 -1-...., ec'1 = 1 + c/r 4- 4-
1 1 1 I . 2 -i 1 

Multiplicando estas ecuaciones, miembro á miembro, 3̂  to
mando el coeficiente de kr después de multiplicar por 1 . 2 ... r, 
se obtendrá 

= e** [(f {2xy + r { r - 1) ^ - 1 ( 2 ^ - 2 + ]. 

Sea u = — r — que podría obtenerse en serie infinita por 
ex + 1 ^ 

el procedimiento de Lagrange, pero por el siguiente procedi
miento, debido á Laplace, puede obtenerse mediante un número 

d ru 
finito de términos. Se ve que es de la forma 

arerx + c i r - x e ^ - 1 ^ + + ¿z,^ 
T" •{ea>+1)^1 : ~ ' 

de manera que 

dr u 
{ex + i ) '^1 • = 4 ar _1e'r-^x~\- ... + . (1) 

d x r 
Pero u = e-x — e-í¿x-\-e~'¿x-\-. . . . . \ 

.dr u 
luego = (—1 f l i * er00 — 2r e - ^ ^ r s - ^ - - ...~\ (2) 

el ^ 

Además tenemos que 

1 1.2 

Debiendo ser el producto de (2) y (3) igual á (1); por no 
contener ésta más que un número finito de términos con expo-
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nentes positivos, los términos con exponentes negativos deben 
destruirse; luego tendremos 

{e* + i ) ' ^ 1 — = ( — i ) ' ' V e™ 

— 2 

^r u 

| V — — í - i 1r J - i ^ - j - | 

1 + 1)̂  + 

81. ^ CAMBIO DE VARIABLES. 1.° Transformar 

^ — siendo x == r eos 0, v = r sen 6. 

Tenemos -r"2 -j-jj/2 = r2, tg 6 — ; 
x 

SR 3R sen 6 íiR sR eos 9 
— = — eos 0 — — , — = — sen 6 4- • 

3R 3R 3R 
luego ,r — — y — = — 

i x 36 ' 
Esta transformación se presenta en la teoría de los planetas. 
Análogamente será 

3R , 3R 3R 
x \- y — == r — . 

3r 36 

2. Transformar — H . = o dada .r2 -f 2̂ = r2 
3^' 3j" 

y u = v {r), 
0 , 'bu 3r 3w ,r 
Sera — = — — — 

%x 3r I x 3r r ' 
__ tfu br x lu 1 3?¿ 3r ,r x- 'bu / 1 ,r2 

r̂3 3r2 3.r r 3r r ~ 3r T2 = 3r2 r2 3r \ r 3̂ 
3% 32^ y- bu [ \ y 
byl br- r- + br 
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de donde 

tfti tfu x- + y- l u í 2 -\- JF2\ 
ix1 c)y2 Ir* r l ~br \ r r3 / ' 

iPu i 
luéeo —a H = 0 . 

Esta ecuación se presenta en el estudio del movimiento de 
los fluidos. 

3.0 Sea —r + —— = o, siendo x = reos6, y = /-sene. 
Í)X2 ty* 

Para transformarla obtendremos 

coso 3V 
— = sen O — H 

3r r 36 

32V 3'2V eos2 O eos2 6 
— - = sen-6 — - + — —— + 
•bf i r* 362 r -br 

2 sen 6 eos 6 / 32V sV 
+ " i \ r 

32V 32V u 
El valor de — r se deduce del de — - sustitm^endo — — 6 

3.r2 3j2 J 2 
por 6; y se obtiene 

32V a2V sen26 32V sen2 6 3V 
— - = eos2 6 —— -] }- • 
Ix1 Ir* 1 r2 302 r 3r 

2 sen 6 eos 6 / 32V aV\ 

r2 \ 3r36 30/ 

Sumando estas dos ecuaciones, resulta 

32V 32V 32V i 32V I 3V 
1 = — + -f 

3;r2 3y2 3r2 1 r2 362 1 r 3r 
3-2V 32V 32V 

4.0 Transformar —— - I - — r + — - = o, 
3,r2 ' 372 3̂ 2 
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en una función de r, 0 y CD, siendo 

x — r eos 6, .y = r sen 6 sen 'f, z = r sen 6 eos ¡a. 

Hagamos o — r sen 6, y se tendrá 

y = o sen cp, ^ = o eos ¿p; p = r sen e, = r eos e. 

Tomemos primero las variables y, z\ y tendremos, como an
teriormente: 

3-2V 32V ?-V i 39V i ?V 

Siendo iguales las ecuaciones de condición, obtendríamos 
análogamente: 

32V 32V _ 32V i 32y i 3V 

Y procediendo como anteriormente, será 

I SV i SV cote 3V 
p 3p — 7- 3r + 30 

Sumando las tres ecuaciones, resultará 

32V 32V W a2v I 

S^2 + HÍP + l ü ? ~~ ^ ~^ V1 "yp 

i 32V 2 3V coto aV 
? 3a2 ^~ r Tir ^ r2 36 0 ' 

Sustituyendo el valor de p, y haciendo reducciones, 

~3^/ 
c) ( sen 0 

^ a2 ( r V ) i 32V • i V 
sen2 6 3cp2 ^ sen 6 36 

Esta ecuación es la base de la teoría matemática de la atrac
ción y de la electricidad. 
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^tl 1*11 Hhi 
5.0 Sea — + —¡ + — r = o , 

siendo -r- + / 2 + ^ = zi = vr. 

clV 2 2)« 
Se tendrá que —- H — — — o. 

ir2 r 3r 
6.° Transformar la integral doble 

^ / ,rTO —1 jw —1 ¿¿y ¿ .̂r, 

en otra, siendo ii y v las nuevas variables independientes, ha
llándose ligadas las variables por 

x ^- y — u, y = uv. 

Tendremos 

dydx = / — 
\ 1u 'hv 

dudv. 

'bx by TÍX 
Pero — = i , — = o, _ - = o; 

bu ÚV 

luego dydx = ududv; 

l" ^ - - ^ ¿ ¿ t r = ^ ^ ^m + w - 1 ( i — v)m v11 du dv. 

j . 0 Transformar la expresión 
i 

'2-1 IT 
- * [ , + (S) + (0J 

en función de 9 y siendo: 1.° z función de x é y determinada 
por la ecuación 

x2 . y'2 

2.0 x = a sen 8 eos cp, y — b sen 6 sen s. 
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Se tendrá 

— = a eos 0 eos — = — a sen 6 sen ¡p 

31/ 2)1/ 
•— = ^ eos 0 sen 9, — == 6 sen 0 eos 
SO ' 33> • 

— = — Í sen 6, — — o. 
36 3^ 

38 c)cp 3¿p 36 

}iZ l y 'bz by 
36 3 | c)cp 36 

3^ 3.r 3^ 3^ 

36 3co 3s 36 

= ab sen 6 eos 6, 

— ^(sen 6)2 eos 'f, 

(sen 6)"2 sen 9. 

. Sustituyendo estos valores en las expresiones de 

3£ 3-sr , , 
-— . — , ax, dy,. 
dx ¿y 

se obtendrá que la expresión buscada es: 

I j d Q d ® sen 6 [a^fr^cos 9)2 - f - sen 6)2(¿z2 sen29 + ¿2 eos-2 o] 

(IVORY Phil. Trans. 1809). 

1 

^12 
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G A P Í T U I Í O I I 

Polinomios de Legendre 

§ I.0 PROPIEDADES GENERALES 

8 2 . DEFINICIÓN. Sea la expresión 
1 

u = ( l — 2 x z + z l ) ~ ^ = X0 - f X , - f ... -|- Xre - f . . . ( i ) 

desarrollada según las potencias ascendentes de z (se supone á 
x menor que 1 y k z comprendida entre o y 1). El coeficiente 
general XM es una función de x llamada función XM de Legendre. 

8 3 . PROPIEDADES. I . Evidentemente X0 = I , X i = x 
además Xw es un polinomio entero en x de grado n. En efecto, 
si hacemos 

T = z1 — 2 Z X — z (z — 2 x ) , 

1 
el desarrollo de (1 — 2 z x -f- z'2) 2 se expresará como sigue: 

- - 1 1 3 T2 
(1 T) 2 = 1 — — T H h 

2 2 2 2 

siendo Tk = zk\ zk — k — zh-'1 

I 
Para que contenga un término en zn será necesario que k 

k ( k — í ) 
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n • 
sea por lo menos igual á — y á lo más igual á n. Tomemos el 

término general de 
( ¿ - / ± 0 p 

P • 

Para que el exponente de z sea igual á ;¿, es necesario tomar 
el exponente p de x igual á 2k — n, valor comprendido entre 
cero y n. 

I I . Se tiene que 

Y L_ ^ ( ^ — i)w , , 
2 . 4 2« ' ' (2) 

fórmula de Olinde Rodrigues (T. I I pág. 169), que se obtiene 
tomando en el desarrollo de (,r2 — i)wel término en ,r2A; y deri
vando n veces. 

II I . La ecuación Xn = o tiene todas sus 7aíces reales, distin
tas y comprendidas entre — 1 y -f- 1. En efecto, sea 

u — {x% — \)n . 

La función continua u tiene n raíces iguales á — 1 y n raíces 
iguales á 1. La derivada tiene n — 1 raíces iguales á. — 1 y n — 1 
raíces iguales á-|-1 y, según el teorema de Rolle, una raíz â  com
prendida entre — 1 y + 1. La derivada segunda tendrá n — 2 
raíces iguales á — I y n — 2 raíces iguales á - f 1, y según el 
teorema de Rolle una raíz ^ comprendida entre — 1 y al y una 
raíz ¿2 comprendida entre ^ y -f- 1, y así sucesivamente, que
dando el teorema demostrado. 

IV. X n ( i ) == 1, X n { — r ) = (— i ) n . En efecto, para 
1 

x = 1 ó x — — 1, la expresión (1 — 2zx + z2) 2 se reduce á 

' = 1 + ^ + + 0K + , 
I — z 

I 
1 - ^ + - M - + 
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V. L a función Xn satisface á la relación (t. I I , pág. 233) 

« + 1) Xw — 2,rX/w - {x1 — 1) X"ra = o. (3) 

V I . Existe la siguiente relación recurrente entre las tres fun
ciones sucesivas l {n+\ , Xn y Xw_i , 

(» + 1) Xn+1 — (2^ + 1) ,rXra + « X » - ! = o. (4) 

Para obtenerla basta diferenciar la ecuación (1) con relación 
á 0 y hallaremos 

(x — ¿ ) ( l — 2zx + 0 2 r i " = S«Xw.<2«-1 . 

Multipliquemos los dos miembros de esta igualdad por 

1 — 2zx 4- z \ y sustituyamos en el primero (1 — 2^r + z'1) 2 
por su valor SXw2rm; tendremos la identidad 

(x — z) ^Xnzn == (1 — 2^r + 02) S ^ X ^ ^ " - 1 , 

é identificando los términos en ¿rn, resulta la relación (4), que 
permite calcular Xn+x cuando se conoce Xre y X w _ i , y dicha 
identidad demuestra además que las raíces de la función X^ dan 
signos contrarios á las dos funciones que la comprenden. 

VIL Tenemos que 

/ X m X ^ ^ r = o si n f C - n . \ Xndx 
— 1 < / - i 2n + 1 

En efecto, integrando por partes varias veces seguidas, se 
tendrá siendo y = {x* — i)n, 

r+i r -1+1 r + i 

/ y{n)yLm)dx — \ y { n ) y [ m - l ) \ — / y i n - ^ l)y[m — 1) dx 

r i + 1 r + i 
— \ y { n ) y { m - l ) ^ y { n - \ - \ ) ^ . m - 2 ) \ ^_ / y i n + 2)yím — i) fa' 
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+ 1 r i+i 

:— y n ) j , ( m ~ l ) +Djí»»-2) _j_ . . . _|_ ( ijkyn-{-k)y(ni—k—l) 

^_ i f + l / y n + h + V y m - k - V f a , 

Si w <C ^, todas las derivadas y '"-1), ym—2\ son nulas 
para x = ± i ; la derivada de orden m -f- 1 Y las siguientes 
son nulas idénticamente, lo que demuestra la primera fórmula. 

Si m = n, y k — 11 — i , se tendrá 

j / i n ) y { n ) c l r = ( — i ) » 
• + 1 

y2n)ydx 

= (— i)n2n\ \ {x2 — i)ndx 
• i 

Considerando x'2 — i como el producto de x — i por x -\- i 
é integrando n veces por partes, se obtiene 

+ 1 2 2M + 1 
y i n ) y { n ) = ( j t ] y i 

2n-\- i 

y l l 
y siendo XM0= se tendrá 

2nn\ 

•+1 2 2 
XW¿Z^= : . 

_ i 2n -\- i 
(5) 

VIH. E l polinomio Xn puede escribirse bajo la forma de de-
ttrminante 

Xn = M 

«o a[ 
al a a n — 1 

an — i a^n — i 

I . X xn 

(6) 

siendo M un coeficiente numérico 

i + ( - i r 
a~ = 2 ( r + I ) 

. (RozichéC. R., t .LXVII) . 

18 
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IX. La función u satisface á las ecuaciones diferenciales 

[Út , l u \ I . . 2>« . . ^ /Q, 
— = (7) — (x — z) = z . 8) 

En efecto de la fórmula ( i ) resulta 

'bu - -
— = ( I — 2^0 -4- s2) 2 z •= z, 

tu _ 1 ^ n 
— ; = = ( i _ 2 X Z + ¿r2) 2 — z ) = U* {X — 0). 
bz 

I 
Sumando después de haber multiplicado por — cada una de 

estas derivadas, se obtiene la fórmula (7) y eliminando u? entre 
dichas derivadas, resulta la (8). 

X. Guat7'0 f tinciones consecutivas satisfacen á la relación 

[n + 1) Xra_i — {2n - f 1) x Xn + (n — 1) X ^ 

¿¿X ra ^XM — i a Xw 2 , , 

/ 
1 

que se obtiene sust i tuyendo ~ por (1 — 2,r^ -|- z2), u y sus 
u 

derivadas por sus valores desarrollados, é igualando los coeficien
tes de z11 en los dos miembros. 

X I . . Dos funciones consecutivas se hallan ligadas por la 
relación 

v- dXn dX7l_ i 
nXn = x — — — — - — ( i O ) 

dx dx 
que resulta de (8) cuando, después de sustituir los valores des
arrollados de las derivadas, se igualan los coeficientes de z11. 
(Bertrand. Calcul différentiel). 

X I I . Se tiene entre tres funciones consecutivas la relación 

(2W + l)Xw = - - ^ . ( l l ) 
dx dx 



POLINOMIOS DE LEGENDRE 2/5 

Para demostrarlo, basta sustituir en (9) por (Vz-j- i)X„ + 1 y 
{n—• i )Xw_1 sus valores sacados de (10) y simplificar C C ^ -
toffel, Journ. de Crelle, t. LV). 

Si se cambia n e n n ~ 2, n — 4, , la adición de los 
resultados da la fórmula 

^ ^ + 1 = (2n + ijXK + (2^ — 3 ) X w _ 2 - f - (2/2 — ; ) X W _ 4 + - - -

+ 3X, (n impar); + 5X3 - f X0 (n pan (12) 

o- A dXo dX, Siendo — i . = o, = X0 
dx dx 

deduciremos fácilmente 

+ ~ r - — (2n + 1 x « 

+ (2« - i )Xn - i + + 5Xá + 3X, -f Xü (13) 
XII I . Entre Xn j X ^ ^ ! se tiene la relación 

(« -f- i)XM = —— x — , (I4) 
dx 

d X 
que resulta eliminando entre (10 y 11). ( C a t a l á n 

Mém. de 1' Acad. de Belgique). 
XIV. Entre Xw + 1, Xw j X n ^ x se verifica 

Aw — — 2,ir—— + -— , (15) 
dx dx dx 

que se obtiene restando (10) de (14) (Bertrand. Cal. diff.) Apli
cando esta relación á los tres últimos términos de (9) se obtiene 
la relación 

(n -h l)Xw + 1 — {211 + i).rXw + nXn _ ! = o (16) 

XV. Dos funciones consecutivas satisfacen á las relaciones 

n /v • _L_ Y \ dXn dXn _ ! 
——— (Xw + X ^ ^ i ) = — . {i7 
1 -f- x dx dx 
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- ^ ~ ( X „ _ I - X „ ) = ^ + ^ L . (18) 
i — x dx dx ' 

Cambiando n por n — i en (14) y agregando (10) se obtiene 
la (17), y restando la (18). • 

La eliminación de una de las derivadas entre 17 y 18 conduce á 

(1 — x-) — j ^ - = n (Xra_i — .rXra). (Catalán). (19) 

(1 — x1) J'1 = n ( V X ^ . j — Xra). CO. Bonnet). (20) 

X V I . Entre tres funciones consecutivas se tiene 

2n -|- 1 ¿£XM 
Xw+1 — X ^ . x == ^ ^ + ^ (.-r2 — 1) - j — . (Catalán). (21) 

I — ,r2 ¿/Xw 
XK+1 — 2̂ XTO + X , , - ! = —— -—- —,— . (22) 

n{n -\- 1) dx 
Se dividen los dos miembros de (19) por n, y después de 

haber cambiado 71 en n 1 en (20) se dividen los dos miembros 
por n - \ - \. La adición da (21) y la sustracción la (22). 

§ 2.0 FORMAS DE LA FUNCIÓN Xw 

8 4 . TEOREMA DE LEGENDRE. Toda función Xw satisface á 
la fórmula 

dv+1Xn dpXn d P - ^ x n 
(1 —x-) - — r r v — 2px —— =={p + n){p ~ , n - i) dx1, + l r ' dxv - • ' ^ r 2 " 1 

d x ^ 1 

dp~^X 
{P + 1) (1 - .r2)^ - 1 . (23) 
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Basta derivar/» veces la fórmula (21). Cuando/== 1 se tiene 

+ n [n -(-1) XB = o. (Laplace). (24) 

8 5 . FUNCIÓN DE LEGENDRE. La fórmula (18) da 

( I - x ) [ 4 7 + ¿ r ) . + x . - x« = o-

Pero ^ = x„ y = 
dx 0 y dx 

luego (1 - ,r) X , + X, — Xü = o ó X, = ,rXfJ. 

Siendo X0 el término independiente de z, y haciendo ^ = o 

en la expresión (1 — 2x2 + ¿r-)~ ^ se tiene X0 = 1 y por con
siguiente X., = x. 

La fórmula (16) permite obtener sucesivamente las otras fun
ciones 

2 1 2 0 2 2' 

X3 = i ^X2 _ - X , = ,r3 — - .r, 
3 3 2 2 ' 

X — ̂  rX 3 V 5 ' 7 3 ' 5 2 , 1 • 3 
4 4 2 .4 2 . 4 ' 2 . 4 

X —- rX 4 v 7 19 • 5-7 T , 3 • 5 A 5 — ^A, , — — X = x* 2.r3 4 ,r. 

5 5 3 2 .4 2 .4 ^ 2 . 4 

Escribamos X5 bajo la forma 
i . 3 . 5 - ; . 9 5 1 . 3 . 5 - 7 1 1 .3-5 f 

A5 = ,rs • - ,r3 - h — r-
1 • 2•3 - 4•5 1 .2 .3 2 r i 2 . 4 ' 
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Podremos escribir, por analogía, 

v i - 3 . 5 - . - ( 2 ^ - 1 ) 1.3.5 • • • (2^-3) i 
A n — n \ i n — 2) ! 2 

i .3 . 5 ... (2^ — 5) i 

~r — 4} ! 2 . 4 ' 

y aplicando la fórmula (16), se obtendrá 

1 .3 .5 (2« + i ) . , 
X . 1 = —-— —: —- xn+x 
Are + 1 {n + 1)! 

1 .3 .5 (2« — i ) I 

o — i ; 

x n — \ _ j _ 

que es la forma de la función de Legendre. Esta fórmula puede 
obtenerse también aplicando la fórmula del binomio de Newton 

1 

á la expresión [ i •— z (2,r — z)Y en la fórmula de definición 
u = [i — s {2x, - z ) ] 2 = X0 + + 4_ Xn ̂  + 
Xw es el coeficiente de zn en el desarrollo 

1 1 . 3 
« = I - j - - s (2,r — 5;) z- {2x — + 

2 . 2 .4 
8 6 . FORMA DE RODRIGUES. Esta forma se deduce de la de 

1 .3 .5 (2W 
Legendre observando que el coeficiente ; 
multiplicado en el numerador por 2.4.6 2« y en el denomina-

2n {2n — 1 )—. -|- 1) 
dor por su igual 2n n \ se reduce á —-—• , y que 

el término general de 2n . n \ Xn puede escribirse sucesivamente 

(— \)m 2n {2n — 1) {n -\- 1) 

n in — 1) . . . (n — 2m + 1) 
X 2 . 4 . . . 2w {2n — 1) {2n — 3) . . . {2n — 2m -\- 1) 



( - 1 ) ' 

(— I ? 
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2 n {211 — 2 ) . . . i m — 2 m + 2 ) 
Í . : . 1 

2 . 4 . 6 . . . 2 m 
X [ 2 n — 2 in ) { 2 n - ~ 2 m — 1) . . . (n — 2 m \ - 1) . r" — 2"4, 

« (;z — 1) . . . — m -\- 1) 

W ! 

x {2n — 2m) {211 — 2m — 1 ) . . . (V/ —2111 + 1) xn—^m 
y por ser 

( 2 « — 2?«) ( 2 « — 2W — i ) . . . , ( « — 2;// - | - i ) , r « —2'» 

el término general de 2" ;Í ! Xra toma la forma 

dn • V n{n — 1) {n — m -\- 1) 

siendo la cantidad entre paréntesis el desarrollo de (,r2 — i)w ; 
y obtenemos finalmente el valor 

1 ¿ ¿ r a ( . r 2 — i ) w 
X„. — 

2nn\ dxn 

También puede deducirse esta forma de la de Legendre. 
8 7 . MÉTODO DE JACOBI. Si se hace 

y = x + - ( ^ — 1 ) , 

resolviendo la ecuación con relación ky, se obtiene 

j = - -4— F 1 — 2 X Z + £2 

£r ^ 
¿/y | — — 

de donde — =¿= (1 — 2 ^ J- 2 

Pero si se aplica á y = x -{- — (y* — 1) la fórmula de La-
2 

grange, 

y = x + - (x* — 1) ^- — U'2 — i ) 2 -4-
2 1 . 2 2 
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y por consiguiente, 

dy z d ( x - — i ) zn ¿ / r eO-— i ) 
— = I + A + + 
dx 2 dx n\2n dxn 

resultando el desarrollo 

s d(x*- — i 
(I — 2 X Z - \ - Z - ) 2 = I -J - f 

2 dx 

zn dn (x2 — i)n 
n \ 2n dxn 

que da para el coeficiente de zn el valor 

i dn{x'1 — i)n 
Xn = —, — . 

n\2n dxn 

8 8 . FORMA DE LAPLACE. La expresión 

i 

& = ( i — 2xz + z*1) 2 

puede escribirse así 

I "I / (z — x)'2-

j / i — x2 1 — x 

En virtud de la fórmula de Mac Laurin, se tiene 

i i l dn i 
X,, = 

í 

Z — X Hagamos •.— = \ )/— i . 
— x l 

Tendremos u = . 
Fi — x- Í \ — X * 
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I 

( | / r ^ ) » + 1 . (iCTí)» . n ! 

/ dn i 
X 

Obtenida esta fórmula, Laplace, en su Théorie analytique des 
piobabilités observa que se tiene 

X ] /— I 
y sustituyendo X por su valor y á i — X2 su igual 

j / i — x-
I 

, obtiene 

( dn i \ 

y i — « a 
W + l / " T t 

¿ ! ( i — ,r2) 2 / , 

== — ~ \ F— I + FI — COS CO)«¿/OJ; 
llevando después este valor á la expresión de Xra y simplifi
cando, resulta 

Xw = _ w ¡^{X t ^ l + |/7^172 COS (o)n ^O), 

ó más sencillamente, 

X „ = - / (.r — ]/— i l / i — ^2 cosw)ra ¿/c. (*) 
j 0 

Para demostrar que se puede expresar la derivada ^9ima de 

(*) E. Brand. Notice sur la théorie de la fonctlon Xn de Legendre. 
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I I 

ó de • por una integral definida, podemos em-x'2 f i H- x-
plear el método siguiente de Hermite. (*) 

Sea la integral definida 

, + 1 d * 

_ 1 {a — x) \ 1 — ^ 

en la que a^> i , y en la que por consiguiente el elemento infini
tesimal no es infinito más que en los límites. Hagamos 

1 - f - ^ eos (f 
a - j - eos y, 

y tendremos que 

z /— sen cp ¿z2 — 1 
a -\- eos cp' * a -\~ eos cp ' 

sen © d v 

v 7 - f eos cp)2 

¿/cp es negativa; para x — — i haremos ^ = TT y para x — -\- i , 
cp = o. La integral se reducirá á 

/•O ¿(p 7t 

tenemos pues 

+̂1 

)/«2 — 1 j _ 1 (¿r — , r ) | / i — .r2 

Diferenciemos respecto de « bajo el signo /, y obtendremos 

1 
/ / « , 

/ /• + 1 

ir ŷ2 — 1 / (— i)« ¿j?̂  

(•) Tisserand Recueil d'exercices de Calcul infinitesimal, p. 35. 
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la integral del segundo miembro, cuando se sustituye el valor 
de x en función de ©, se reduce á 

— i)"4"72 j o 

Tendremos pues 

dn 1 
7: r ^ — 1 (— 1)* y 1 + eos cp)w dy . 

Pero en virtud de la fórmula del binomio 

J l 7í ( f l I ) 
{a - f cos m)n = anJr - a?1-1 cos CD + — an - 2cos2'f + .., 

7 1 ' 1 .2 

y además 

r u r n 1 
/ cos ydy == o, / COSH^cp = — TT, 

J o Jo 2 

o 

luego 

eos3 o d® — o, I eos' -f dv = 
. / n ' 2 .4 

1 y ^ - i ( - i ) ' 

— 1) 2 

/ « \ 1 , 1 •' i- 1. 
2 .4 1 J , 2 / 2 \ 4 / 2 

Dividiendo por Í— i , obtendremos la expresión de 

í 1 
dn — dn 

I/'T ]¡a"* J _ 1 ,/ 
J y la de L_ J , cambiando a por a \ — i 

dan dan 
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8 9 . APLICACIÓN Á LA FUNCIÓN Xn . Vamos á aplicar el mé
todo de Laplace á la función Xn para representar por una inte
gral definida el coeficiente ŝ de ¿s en el desarrollo, según las 
potencias ascendentes de la variable, de una potencia cualquiera 
de una función racional y entera de t. 

Partamos de la fórmula (4) (pág. 272), escrita bajo la forma 

[n - f 1) Xw + i — 2 n X n x - f {n — 1) Xn._i = x X n — X n - h 

y hagamos X . n ~ jy11-1 . <\* . dy, siendo •!/ una función arbitraria, 
y además n puede tener todos los valores enteros. 

La sustitución conducirá á la igualdad 

(n 4- 1) \ yn .'b .dy — 2n jy71-1 . ̂  dy - ] - (n — 1) j y71-2 dy 

— x j y71-1 . '\> dy ~ I yi~~2 • 'h dy. 

Integrando por partes el primer miembro, resulta 

. — 2,r y71. ']> y71"1 = x j"y71-1 '1 . dy — f yn~2 '\> • dy 

- j - | j j /M+1 . ^ — 2x jy71 .d'h - f (y71-1 . d \ . 

Si se iguala á cero la parte de esta ecuación bajo el signo 
integral, será 

o = xy71 - 1 ' ldy—yn-'2 -h .dy -\-yn - í .dh — 2xyn . d \ - f y71 - x. 

I x 

—- = —— : dy ó —- = dv, 
,1 y i i - h i — 2xy71 —1 J; 1 2x — - f i 

y* y 
é integrando 

1 
'2x 1 \ ^ y í ^ - 1 

!/ = A I I ~ = A 
y y2' / — 

(1 — 2xy -f- y2)2 
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siendo A una constante arbitraria; y los límites de la integración 
estarán dados por la ecuación primera, reducida á 

y i + i .| — 2xyn']i —1 '\> = o; 

de donde 

y =:•= x — ^r2 — 1, y — O , y = x -^rix1 — 1 . 

Se tiene pues 

J ^ - V ^ T I ( i — 2 ^ + >'2)2 

2\2 ( I — 2 . ^ + J2 ) 

Haciendo j / — x — Í x 1 — i costo, los límites se reducirán á 

x 
OJ = 0, w = are eos , w = ^; 

ÍX* — 1 
luego 

l/~2" X n == A / {x — ^ r 2 — 1 eos a.)n ^ 

e/ O 
/•7C 

+ A' / (.r — fx* ^ \ eos OJ)74 ¿JÍOJ. 

y ^ -
Para determinar las constantes A y A ' , haremos n = o y 

por ser X0 = i , se obtiene 

x 
1 = (A — A' ) are eos + A'T: ; 

ÍX* — 1 
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y puesto que esta relación ha de verificarse independientemente 

de x\ es necesario que se tenga A — Á' = —. 

Las dos integrales se reducen á una sola y resulta 

- (x — y x2 — i eos co)» dio. 

9 0 . MÉTODO DE JACOBI. Por hallarse x comprendida entre 
— i y - f i , puede hacerse x = eos cp, y escribir 

_ 1 T 
U = ( l 2 COS Z 2 ) 2 — 

f { i — 2 cos c&)2 - j - s2 sen2 cp 

Pero se tiene que 

i f2K dto i f27i a + ¿2 cos OJ 

271 Jo a — b i c o s M 211 j o + b2 eos2 
da 

i /271 adu i í271 

211J o a2 -\- b2 eos2 w 27r J o ^ + 2̂ cos 

i T271 a d u i T271 ^sec2to^o 
27r / n « 2 - f - ¿2 COS2 w , 271 / r 27r J O ^2 + ^2 COS2 OJ , 271 J 0 ¿2 -|- í?2 sec2 

a sec2 a) ¿/OJ 4 /'00 ^ tg 
27t j 0 ¿Z2 4- b2 + ^2 tg2 (0 27r j 0 ¿r2 4- ¿2 + ^2 tg2 0J 

a 
d , tg OJ 27T y«2 + ¿2 / Í a 2 + ¿2 

00 

¿J; \ I 
are tg tg oo 27r i a2 + ¿2 \ 43 ) /«2 + ¿ 2 / 0 y ^ 2 + b2 ' 

/

'2TC ¿/ cos d u í11 b i cos OJ di¿> 

o «2 -|- ¿2 eos"- co J o a2 -{-b2 COS2OJ 
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í 2 cosoidu f eos tódtó 
porque j ^ = — — + ^ cós 

luego 
271 

- 2 
I /^u ¿w I 

d¿ COS W | / ^2 _|_ ¿2 

obtenida esta fórmula, resultará que 

1 f i ¿ n d i ü 
u — — 

27r / 1 — £ cos cp — sen 92 eos 
1 r2^ ^ 

271 J o I — Z (COS ? - f 2" sen ' f C0S w) 

y efectuando la división, 

— / d w \ i z (cos cp -f- 2 sen 9 cos w) + 
271 / O 

+ zn (cos 9 + 2 sen 9 eos w)M -|- I 

Siendo Xn el coeficiente de zn en el desarrollo de u, re
sulta 

1 r2TC 
X„ = — \ (cos 9 + z sen c& cos OJ)M /-/OJ; 

^ o 
pero, por ser cos 9 = x, 

X,j = — / (4r + 2 F I — X1 COS (o)n 
27,: J o 

I /11 
ó bien Xre = — / (,r -h 2 F 1 — -f2 eos w)5 

71 / n 
d, 

91. EMPLEO DE LA INTEGRAL DE HERMITE. La integral de 
Hermite 

/

+ 1 J j J / 71 

- i ) / T — y ( x — j / ) | /^7 1/1 — x2 
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permite llegar á las formas de Laplace y Jacobi. En efecto, se 
deduce inmediatamente 

+ 1 dy i 

•K]] x2 — i j - i Í l — f (X — y) Í l — X- Í 1 — 
g 

y si se hace A = • ' é y = eos co, resulta 
Í — i 

i r1" 
u = — 

luego X„ = 

^ J ü {X — Í X2 —= I COS co) 

i r71 d^ 

* J o (x — X ' — I COS a))« r 1 

y cambiando z en —, se obtiene 

i r71 d( 

KJQ I — { x — Í x * — icosw)^ 

I 
Xn = - { x — Fx2' — i eos w)w d<ü. 

9 2 . MÉTODO DE LAURENT. De la fórmula 

_ i 

( I - 2 X 2 + z2) 2 == X0 + X , ^ + + Xre^ + 

y haciendo ¿? = f6'' y ( i - 2^e¿ + e2%i)2 = /(O), resulta 

y (6) = X0 + X , ^ + . . ' . . . + X^weí + 

Integrando entre o y 2-* después de haber multiplicando los 

dos miembros de este desarrollo por — ¿~n^id(), se obtiene 
2-K 

I X w = — / f { í>ye-nHd* , 
2 ^ / n 
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y volviendo á la variable z 

X,„ 

289 

dz 
2 r . i ] + l j/ j — 2 X Z + 

hallándose tomada la integral alrededor del origen; XM es pues 
1 

el residuo de la función relativo al polo 
2 X Z + Z1 

5 = 0 . 
La función bajo el signo integral presenta dos puntos críticos 

m y ni' cuyas afijas son 

x ŷ2 1 , x-

Tracemos el contorno abcdefghiklnpqrsa formado por una 
circunferencia de radio infinito unida á cir
cunferencias de radio infinitamente peque
ñas trazadas alrededor del polo y de los 
dos puntos críticos. 

Permaneciendo la función sinéctica en 
el interior de este contorno, se tiene 

} abe. 

Siguiendo el contorno en el sentido se
ñalado, el radical F 1 — zxz + z2, que tiene 
el signo + en a, tomará el signo — después de la rotación ede 
y volverá á tomar el signo + después de la rotación ¿np. En
tonces, señalando en la figura el signo de la integral el sentido 
de la flecha, se concluye la igualdad 

J gM 
. = 2 Í - í + ( - ¡ 

.! mm' J Inp I ede, I t J ede 

Las tres últimas integrales valen cero, pues por el cálculo 
de los residuos 

dz 

j Inp Zn + 1]/i — 2 X Z + 

19 
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= 2 T : ¿ [ i m \ { 2 — X + Íx* — l ) 1 = 0 

L z h — 2 X 2 £r2JZ:=£C_-i/a.2_1 

lo mismo sucede respecto á la integral á lo largo de cde, é 

/* =27121 lim [ z w_t_i , — — " I = o; 

J a s r L ^ U — 2 X Z + Z * } ^ * . 
luego la integral alrededor del origen vale dos veces la integral 
á lo largo del contorno rectilíneo inm' que une los dos puntos 
críticos. 

Si pues, hacemos z — x - ]~ Íxíl — 1 eos OJ; como entonces 

dz = — ÍX* — 1 sen u d u y Í i — 2xz -\- z- = + ^ 1 — senw, 
tendremos 

X„. = —. / = ± - / 9 N̂  + l * 2 ^ t J g h i 71 J o { X f X 2 — I COS w) 

I 
Si se cambia z por — en 

z 
i r dz 

2712 j ^ + * / i — 2 ^ + z1 ' 

se obtendrá 

1 /• 
Xw = —. / — , 

j ^ _ 2 X Z + 02 
hallándose tomada la integral á lo largo de una circunferencia 
de radio infinito. 

Por ser la nueva función sinéctica entre los mismos contor
nos, en virtud de análogas consideraciones, se tendrá 

[ = 2 [ y X n = ± - { x + Íx¿ - 1 eos v )n d u . (*) 
J a s r J m m ' 77 J O 

(*) E. Brand. N o t i c e s u r l a t h é o r i e de l a f o n c t i o n Xj , de L e g e n d r e . 
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§ 3.0 EXPRESIÓN DE LOS NÚMEROS DE BERNOULLI 

POR INTEGRALES DEFINIDAS 

9 3 . Integrando por partes, resulta 

/ (log x y xP dx = — { •—— (log x ) " - 1 xP dx = 
j o + 1 

n \ f1 , n i 
= = ( — l)n"7~L ¡ z^r / xPdx = (— í 

Esto sentado, se tiene suponiendo a i y x i , 

I 

I — ax 
I -f-.a-^ - ] - a2x2 -f- a3x3 -f-

Multipliquemos por (log x)n dx é integremos desde o hasta 
i ; y tendremos 

f1 ([ogx)ndx / a a-
/ ^ ' = n \ ( — i)» ( i + — — + — _ + 

j 0 I — a x ^ \ 2n + 1 3W + 1 
Si se hace x — e~z, resulta 

zndz ( a. a2 
= n i \ í A———- H — f + 

El primer miembro es continuo con relación á a, y el se
gundo tiende hacia ni s n + i ; luego para a = i , 

i Z*00 zndz 
n l J 0 ez — i ' 

2 S 2 f i 

Pero B2n = i2n) !; luego se tendrá 

j 2 i z ^ - i d z , 4n f ^ z ^ - i d z 
211 {2*r{2n) -{2n- i ) \ J0 e * — i 0 (27r)2.jo T ^ T 
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G A P Í T U D O I I I 

Funciones eulerianas 

§ 1.° LA FUNCIÓN GAMMA COMO LÍMITE DE UN PRODUCTO 

9 4 . PRELIMINAR HISTÓRICO. La introducción en el Análisis 
de la función gamma se debe á Euler, aunque algunos resulta
dos concernientes á esta función obtuvieron ya Wallis y Stirling; 
pero la Memoria de Gauss sobre la serie hypergeométrica señala 
un nuevo progreso en el estudio de dicha función, pues consi
deró á dicha transcendente como el límite, para ^ = co del 
producto 

n % *) = (T+loT^ + 2) 5 + k)kz 

Weierstrass, por fin, reconoció el carácter propio de la in
versa de la función gamma, r(.r), á que W^mó factorial de x. 

La doctrina de *Euler y Legendre tiende á expresar las nu
merosas relaciones que ligan á dicha función con las integrales 
definidas. Pero la definición de Gauss tiene la ventaja de gran 
generalidad, porque la variable solo tiene la condición restrictiva 
de no ser igual á un número negativo y además permite esta
blecer todas sus propiedades de una manera más concisa, más 
rigurosa, más natural. (*) 

9 5 . DEFINICIONES. La expresión 

1.2 .3 ^ H s 

K ' ,r + i ) + n) 

(*) Maurice Godefroy. L a fonction gamma. Introductjon, 
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tiende hacia un límite cuando n aumenta indefinidamente, para 
cualquier valor de x que no sea nulo ni entero negativo. En 

2 . 3 n efecto de n = 
I . 2 

resulta 

de manera que el producto I I {x) puede escribirse bajo \$. forma 

II (x) = -
n- - i + « — I 

(•+-;)(•-3 (-+3 
Tomando los logaritmos, se obtiene que x I I {x) es igual á 

los ( I 

[ 7 - ^ 0 + j ) ] - - l o g ( i + ^ ) , 

expresión en la que la segunda suma se deduce de la primera 
haciendo en ésta x == 1. Pero desde que n excede al mayor en
tero contenido en el módulo de x, se tiene 

x log I + - == 
\ ( X 

2 \ n 
1 í x 
3 \ n 

luego, si r es un entero positivo tan grande como se quiera, 
cuando se sustituye en este desarrollo x por r, y todos los coefi
cientes por la unidad resulta que 

— — log 1 -f x < n {n — r) ' 
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que se verifica á partir áe n = r -\- i , si el módulo de x per
manece inferior á r. Así la serie 

+ [ Y - l o g ( i + ^ ) ] + [ f - l o g ( i + £ ) 

es absoluta y uniformemente convergente para todo valor de x 
interior al círculo de radio r que no sea igual á un entero nega
tivo. En particular, para x = i , la serie positiva 

1 , 0 . ( ^ 1 ) ] , [i . 0 ^ + 0] : 

es convergente. Su suma, que expresaremos por p, se llama 
constante de Euler. 

Resulta pues, lo que nos proponíamos demostrar. El límite 
del producto I I {x) es una función transcendente de x que se 
llama ftinción gamma y se representa por el símbolo V (.r), que 
empleó Legendre por vez primera. La constante de Euler, que 
es el límite para % = oo de la expresión 

= — log«, 

en la que sn expresa la suma de los n primeros términos de la 
serie armónica, representa en la teoría de la función gamma el 
mismo papel que el número T: en la teoría de las funciones circu
lares. Su valor es 

P = 0,57721566490153286060 

Weierstrass en su Memoria sobre las facultades analíticas, llama 
factorial de x á la inversa de V {x), y la escribe bajo la forma 
siguiente: 

w = co/ x \ ( n V 
F . w ^ n ^ + - ) ( - - ) , (2) 

que se deduce de la igualdad 

1 1 -r (,r + 1) {x + n) 
II (,r) nx 1 . 2 .3 n ' 
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obteniéndose 

i 

I I (,r) (•+f)m0'] 
y haciendo n — oo . 

Podremos demostrar más brevemente la convergencia de la 
expresión ( i ) que define V (z) escribiendo 

log = log 2 4- log 3 -f- + log — i ) + log n 

+ — i ) log — log ¿ r — l o g (,r + 1 ) — . . . — log (,r - f « — i ) , 

log x + log r ( . r ) = x log « — log (.r + i ) 

- l 0 g ( l + ^ ) - ^ log ( ! + £ ) . 

Sustituyendo log w por 

2 3 4 « 
log 7 - j - log - + log - + - r log 

i ' " 2 ' 3 w — 1 
tendremos que 

log -r r( ,r) = [,r log 2 — log ( i -f- -r)] 

+ [ . r l o g | - I o g ( i + ^ ) ] + 

= | [ ^ l o g (I+i) - ^ ( x + í ) ] . 
Pero 

^ = , r l o g ( i + ^ - l o g ( i + ^ ) 

/ I I I \ ^ i 'r3 
~ ^ 1 / — 2^" + / ^ \ p ^ ^ + "3/ 

Luego la serie es absolutamente convergente. 



296 LIBRO 2.0-—-CAPÍTULO III 

9 6 . FÓRMULA DE WEIERSTRASS. Se tiene 

1 1 ,r (,r - f 1) (-r + n) 
I I {x) nx 1 .2 n 

ó, designando por sn la suma de los n primeros términos de la 
serie armónica, 

(.+í)'"ll[(v+f)''5] [ (•+3'"í] X 

e n 
Sea X„ = . Tomando los logaritmos, se obtiene 

n 
log \n = sn— log n. 

Cuando n crece indefinidamente, el límite del segundo miem
bro de esta igualdad es la constante de Euler 0, y por consiguiente 

r ^ ) [(•+1)'-] [(•+!)'-] 
Esta expresión, que puede servir para definir la función 

gamma, da la descomposición de su inversa en factores prima
rios y fué obtenida por Weierstrass. 

Si consideramos la fórmula 

sen Tr.r = -KX ][ (1 - f -) » I I f 1 — - ) 

se ve que Vi^x) se halla formada por la mitad de los factores que 
constituyen la función simplemente periódica sen vx. 

Este hecho conduce á imaginar funciones formadas con la 
mitad ó aun la cuarta parte de factores que constituyen ciertas 
funciones doblemente periódicas, como las funciones de Heine, 
la función gamma doble de Barnes, etc. 

La fórmula de Weierstrass manifiesta que la función F [x) 
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es meromorfa (semejante á las fracciones racionales) para todo 
valor finito de x, pues admite como puntos singulares tan solo 
polos simples, correspondientes á los valores, o, — 1, — 1, 

de la variable x, siendo x = 00 un punto singular esencial. 
97. TEOREMA. La inversa de la función gamma es des-

arrollable en una serie entera de radio de convergencia infinito, 
pues descomponiéndose dicha función inversa en factores pri
marios, ésta función es desarrollable en una serie entera con
vergente en todo el plano. 

Weierstrass demostró esta proposición de la manera si
guiente: 

Si hacemos 1 + ur resulta 

1 ,rá 2 JT3 
1.2 ri* \ . 2 . z n* 

^ . / 1 . _£ 
n 1 

Si r es el módulo de x, y consideramos la serie positiva 

1 r ' 
21 n 

2 rc 
3! nc 

p — \ rv 

cuyos coeficientes son menores que la unidad, desde que n llega 
al entero m inmediatamente superior á r, se tiene 

n {n — 

luego la serie positiva de término general an es convergente. 
El producto infinito de término general 1 -|- un es por tanto 

desarrollable en una serie entera convergente para todo valor de 
la variable; luego la inversa de F (,r) es una función transcen
dente entera. 

La función F se llama función euleriana de segunda especie. 
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§ 2o. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES EULERIANAS 

DE SEGUNDA ESPECIE 

98. RELACIÓN FUNCIONAL. Se tiene que 

n ! 
I I {x + 1) = n * ^ !) (^ + 2)....(,r + #+7J 

I I ( 1 , 
^ -f- + 1 

luego, para ^ = 00 , F (,r -f- 1) = (^•). 

Esta relación se llama relación funcional. Si en ésta se sus
tituye sucesivamente x por x 1, x + 2, , x - \ - m — 1, 
tendremos 

Y { x + 2) = ( x + i ) V ( x - f 1), 

F (x m) = {x -\- m — 1) V (x + m — 1), 

y si m es un entero positivo, 

T {x + m) = x [x + I ) (,r + w — 1) T (^). 

Sea ,r un valor real de la variable exterior al intervalo (o, 1). 
Designando por m el entero positivo inmediatamente inferior á x 
ó superior á — x, según que x sea positivo ó negativo, la fór
mula precedente permite reducir el cálculo de V {x) á la deter
minación de esta función para un valor de x interior al intervalo 
(o, 1). En efecto, si x es positivo, se tiene 

p [x) = {x — m){x — m ~\- 1) {x — 1) V {x — m). 

Si x es negativo, se puede hacer 

r {x) = — — — — . — ¡ -7 r {x + m). 
K ' x { x -f- 1) {x m — 1) 

Si la variable es un entero m ~\- 1, se tiene 

r {m -\- 1) — 1 . 2 m. 
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De la fórmula ( i ) resulta 

log F (.r -f- i ) = x log n —-iog ( i + x) 

- | o g ( I + 7 ) ^ ' ^ ( ' - f 

aumentando n indefinidamente. Si se supone x menor que i , se 
pueden ordenar los logaritmos en series ordenadas según las 
potencias de x, y resulta 

/ I I i 
log + i ) = — ^ i - f - + - + 4- - i0g ^ 

\ 2 3 n 

Y haciendo para n = co 

/ 1 . 1 i Sm = lim i + + A 
\ 2m 3m ^n 

I I i 
y c == 1 + 2 + 3 + + - — l o g ^ 

se tendrá 

iogr(i + x ) = - c x + -2 s , x * ~ | s3^ + ^ s4^ - f . . . . 

99. MÓDULO DE F (a -f- ^z). Si la variable es imaginaria, 
se puede reducir su parte real á hallarse comprendida entre 
o y i . Sea pues x = c -\- p/, siendo o-ssa^ i . Se tendrá 

T « = o -T / - . i 2 Q2 
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71 = 
pero I I 

i 
2 a 

M = oo / „ \ « ÍÍ = OO p- ft2 

por otra parte 

r ( i + a) « = i 

y el producto I I I + ¡ r ^ j — e s t á comprendido entre los 

productos H ^ i + ^ J . J ^ Z + ^ J . 

que corresponden á los dos valores extremos de a, siendo sus 
límites 

I + §2 2 ^ ' ^ ; ; 

se puede pues hacer por lo tanto, 

r ( I + a) \ I 2^7 
| r ( a + ^ ) l = ^ , \ / - T r J - «-•' 

siendo i < X <^ f i — ¡3'¿, resultado debido á Herr. M. Lerch. 
Cuando a = o, A se reduce á i , y se obtiene la fórmula de 

Stieltjes, 

i \ I 28^ 
! r ( ^ - ) i = 

1 r {x + 1) 
100. LÍMITE PARA 00 DE LA EXPRESIÓN 

nx 1 . 2 . . . {n — n) 

1 V { x + n) 1 x { x + I ) ( ^ . + « — 1) 
Se tiene — 7 — — — — - i (^), 
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i F (> - f n) n F (.r) 
nx {n — i ) ! n -\- x \\ {x) ' 

l Y* [x -\- n) 
El límite de ——r - para n = & es la unidad. Este 

nx (n — i ) ! 
resultado debido á Weierstrass, juntamente con la relación fun
cional bastan para caracterizar á la función gamma (*). 

101. PROPIEDADES PRINCIPALES. Podemos fundándonos en 
la relación 

n\ nx—x 
9 = x {x i ) {x -\- n — i) 

escribir que V {x) = lim cp (n, x), lo que nos permitirá enunciar 
las siguientes propiedades: 

cL,{n, x -\- i ) nx 
I . La igualdad : :— = — ; , 

0 cp x) n -\- x 

conduce, pasando al límite, á la fórmula ya establecida 

r ( . r + i ) = ^ r ( , r ) . ( I ) 

I I . Sustituyento en ( i ) x por i , 2, p, tendremos 

r(2) = 1, r(3) = 2, r ( 4 ) ' = 2 . 3 , r i ) ! (2) 

I 

I I I . Hagamos x = —. Tendremos 
& 2 

P - = lim 

2 . 4 . 6 2^ 
lim — — p ; 

1.3-5 {2n — i ) ] / n 

(*) Godefroy L a fonction gamma-
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Pero la fórmula de Wallis puede escribirse bajo la forma 

^ 2 . 4 . 6 2n 
- = lim 3.5 {2n — i ) } 2 n -f- 1 

luego r ( ^ ) = } ^ . 

IV. El producto {n, x ) cp 1 — x ) puede escribirse así: 

1 
x \ 1 x 

luego, aplicando la fórmula 

podremos escribir F {pe) F (1 — x) = 

) [ 1 ( ^ - i ) 2 ] 

sen itx 

COROLARIO, Multiplicando las igualdades 

r i - l r 
n 

n — i \ / 1 

sen — 
n 

n l \n i n — I 
sen — ) 

n 

resulta 

r n r n r ^ - 1 ^ 
ni \ n i \ n 1 \ ^ in — 1 \ 

sen — . ... sen k 
n \ n 1 

Para obtener la expresión del denominador del segundo 
miembro, hagamos sucesivamente x — l y x = — 1 en la 
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identidad 

1 — xí¿n ( 2% \ 7 471 
(1 — eos — 4- x*\ (1 — 2x eos — + x A 
\ 2n s ] \ 2n } 

1 —- 2 x eos 

y tendremos 

n — 
n = \ 2 sen — I I 2 sen 

211 V ^ 
^ — I 

2 eos — I (2 eos 2n I \ n 
de las que resulta 

7C 27U i ) 71 
n — 2n~1 sen — sen — sen — 

n n ~ n 

Por eonsiguiente 

^ ü ^ ( ; J ^ ( n ) 2̂7T̂  
?i—1 _ 1 

2 ^ Y 

Observación. Suponiendo ^ f ^ i , de 

r + = + 1) + « — 1) r (^) 
y r ( ^ + 1 — ^ ) = (i — ^ ) ( 2 — , r ) {n — x ) V { \ — x), 

resulta 

T^r + n) r + 1 — .r) = ,r (r4 — ,r2) (22 — ,1 )̂ (32 — .r2) .., 

[(^ _ 1)2 _ ^ 2 ] ^ 

sen ,rT: 

V. En virtud del teorema ya demostrado (pág. 168): 
Si en dos series divergentes ordenadas según las potencias as

cendentes de la variable, la relación de los coeficientes de la poten
cia msima de la variable tiende hacia un límite finito 1, las dos 
series se hallan en la misma relación, podremos expresar V i x ) 
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por medio de una integral definida. En efecto, las dos series son 

x. (i?) = ( i — z ) - * = i 4- T * + ——!—- ^ + 
W 7 I 1 .2 

que son divergentes para ,r ^> o y lim z — \ . ' 
La relación de los coeficientes de zn es la función designada 

por x). Tenemos pues, suponiendo ^ = co , 

f { z ) 
I (.r) = lim a)(?2, .r) = lim —T-T 71 = 00 z = l T1!̂ ) 

= lim [ i ^ - 1 ^ + 2:R-1^ + ] ( i — ¿f-
x = l 

Sea z — e~h; podemos hacer 

f (z} ('T ¿—AV» 

9 (¿r) h 

+ ( 3 ^ - ^ - ^ + J ¿. 

Cuando ^ tiende hacia i , ¿ tiende hacia cero. El primer fac
tor tiende pues hacia i . En cuanto al producto de la cantidad 
entre paréntesis por h, tiende por definición, hacia 

- co 

zx-x e-z dz; 
.' o 

r «• 
luego I (x) — j z00'1 e-z dz. 

102. OTRA FORMA DE LA FUNCIÓN T. Hagamos e"'0 — y, 
i 

de donde e~xdx = — dy, x — log —, correspondiendo los lí-
y 

mites o é co de x á los límites i y o dejj/. Por consiguiente 

J e-x . x z ~ l d x = J ^log - j ÚÍJ/. 
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Podemos pues escribir 

/ j \ a -1 

Valores particulares. Haciendo a—\ y a — 2 , 

r ( i ) = { ' dy=* 1, r ( 2 ) = - í 1 l o g ^ = i -

103. APLICACIÓN DEL TEOREMA DE RIEMANN. Si dos fun
ciones uniformes U j V que tienen un número cualquiera finito ó 
infinito de polos ó puntos singulares esenciales, coinciden á lo 
largo de un elemento de magnitud finita, tan pequeño como se 
quiera, son necesariamente idénticas. 

Consideremos la diferencia U — V (*), que es una función 
uniforme nula á lo largo del elemento dado, y que será nula, 
por consiguiente, para todos los puntos situados en el interior 
de un contorno que no contenga ninguna discontinuidad de U 
ó de V, porque en el interior de tal contorno, U — V es una 
función holomorfa. Aumentemos este contorno, haciéndolo pasar 
por la proximidad de un punto de discontinuidad ^ de U ó V, 
pues no puede ser un polo, porque á una distancia suficiente
mente pequeña de este punto, la función se hace mayor que 
cualquier cantidad dada, debiendo ser nula para todos los pun
tos tan próximos como se quiera, ni puede ser un punto esen
cial, porque en la proximidad de dicho punto, una función uni
forme es absolutamente indeterminada. La función U —- V no 
admite pues, discontinuidades; y siendo nula en .un elemento 
finito, es nula en todo el plano. 

El teorema de Riemann manifiesta que una función dada á 
lo largo de una línea de magnitud finita, solo puede extenderse 
más allá de una manera, si se le impone la condición de ser 
uniforme y tener tan solo discontinuidades en puntos aislados. 
Se puede pues concluir que una parte tan pequeña como se 

(*) Hermile Cours d'Analyse, p. 88. 

20 
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quiera de una curva algebráica de grado conocido, la determina 
completamente en toda su extensión. 

El ilustre Hermite aplicó este teorema al estudio de la inte
gral euleriana de segunda especie, como sigue: 

Sea F (0) == f x z - t e-1* dx. 

Hallemos en primer lugar los valores de z para los que esta 
integral define una función. 

Limitándonos desde luego á los valores reales, vemos que 
en el límite inferior o, la función bajo el signo / es finita para 
¿r > o pero se hace infinita para Z' negativo (+); y para que la 

integral / xz—1e-xdx tenga un límite finito cuando e tiende 

hacia cero, z debe ser positivo. 
Esto sentado, escribamos 

í x z - 1 e ~ x d x = 11xz-1e-xdx-\- í x 
Jo Jo J í 

dx. 

La primera integral del segundo miembro es finita, porque 
z^> o. La segunda aumenta con z, porque para todo valor de x 
superior á 1, xz~1e-x crece con z. Pero cuando z es igual á un 
núméro entero % + 1, se obtiene para V (n 1) el valor finito 
1 .2 .3 • • • • • n, pues integrando por partes, se tiene 

jxne-'x:dx == — xne—x + n j e~xxn-1dx . 

Ahora bien, xne—x se anula para .r = o y también para 
x = 00 , porque siendo 

X r X% • X i -

f = 1 4 - - - ^ -h 4 : . + 
1 - 1 . 2 - 1.2 Z 

(*) Si tuviésemos que n = —p, sería 

1 —x d\c , f1 1 f¿x 1 , 1 

y para a—O, -~ l o g e s infinito; luego lo será la integral última, y con mayor 

razón la dada. 
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se tiene, cualquiera que sea i , 

ex ^ . :j y por consiguiente x—nex ^> 1.2 I 1.2 

de manera que si se hace n, lo que es permitido, el segundo 
miembro se hace infinito para ,r = co ; luego el producto x~zex 
se hace infinito, y por consiguiente su inverso xz e~x se hace 
nulo para x = ce . Integrando pues entre o é oo resulta 

/ xze~acdx — z \ e~xxz~l dx\ 
Jo ./o 

ó r + í) — z r {z), y análogamente 

r {?) = {* - i ) r ( ^ - i), 
. r — i) — {z — 2 ) V { z — 2 ) . . . . - . r (2) = i r (/) 

r ( i ) = ^ é - x d x = i . 

Volviendo al razonamiento de Hermite, se concluye que para 
todos los valores positivos de z, y solo para ellos, la integral 
r CO 

j x z ~ í e ~ x d x define una función F(z). 
Supongamos que z sea imaginaria de la forma a + tft. 

Tendremos 

í0 xz-1e-xdx = í 00 ¿ M a - i - K í p ) e -xdx 
Jo . Jo 

r00 • ' Q • • /•'oo r 
= |o x ^ e - * CQsl{x-r)dx - { - i [ x * ~ í e - x sen¿{x ?)~dx, 

tomándose el logaritmo en el sentido aritmético, y se ve que las 
dos integrales solo serán finitas, suponiendo a ^> o. Esta con
dición que es necesaria, es también suficiente; y por tanto, la 
función uniforme representada por la integral euleriana de se
gunda-especie solo existe en la mitad del plano que se encuentra 
á la derecha del eje qy. 

Observación. La fórmula T (¿r -f- i ) = z T {z) que permite 
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disminuir el argumento en una unidad y por consiguiente en 
tantas unidades como se quiera, permitirá reducir k z k hallarse 
comprendida entre o y i . 

Con auxilio de la fórmula V {z)V i \ — z )— se re-
sen 

ducirá k z k estar comprendida entre o y —, y 

bastará tener una tabla de los valores de argu
mento comprendido entre estos dos últimos lí-

- mites, representándose la curva en la figura ad
junta, para una variación de z desde o hasta co . 

El mínimo de V (¿r), que es igual á 0,8856032 corresponde á 
z — 1,4616321. 

rVi + 
La igualdad F {z) = , hace ver que F (V) = 00 

para x infinitamente próxima á cero; y también observaremos 
que de la fórmula F -f- 1) = s F (2) resulta la siguiente 

F (i? + / ) = + ^ — 1) (¿r + / — 2) z V { z \ 

deduciéndose que la integral euleriana de segunda especie es 
infinita al mismo tiempo que el argumento. 

104. FUNCIONES DE PRYM. Hagamos 

F {z) = j * x z ~ x e ' xdx = P (z) + Q (z), 

? { z ) = xz-^e-*dx, Q(z)— xz-xe-xdx, 

designando w una función cualquiera positiva. La integral QCr) 
define una función analítica de z en toda la extensión del 
plano, cualquiera que sea el valor real ó imaginario de £, pues 
hemos visto que la circunstancia del límite cero de la integral 

r 00 
/ xz—le~xdx obligaba á suponer que z fuese positiva. La fun^ 

ción Q(2:) es pues finita, continua y uniforme en todo el plano, 
es decir, una función holomorfa. La función V{z) está dada por 
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r » 

la integral x*-^e~*dx tan solo en la mitad del plano, á la 

derecha de Oy. Pero, sustituyendo e~x por su desarrollo en 

serie convergente, 1 — - - f . ^ -|- se obtiene la si

guiente expresión: 

ó p ^ ^ ^ f i ^ _ + ± _ ] 
U ^ + I I . 2 + 2 ) J • 

Además esta serie obtenida por medio de la integral 

J o 

en la que debe suponerse positiva la parte real de z, es conver
gente para todo valor real ó imaginario de z, por lo que define 
una función analítica uniforme. 

Designándola por ?{z), tenemos la fórmula 

I » = P (*) + Q (*), 

que nos da la expresión general de la función euleriana obtenida 
por Herr Prym. Se observará que P {z) representa la parte frac
cionaria ó meromorfa de V{z), que pone en evidencia los polos 
Z = Q, — i) — 2 , Se ve además que los numeradores 
de las fracciones parciales se reducen á constantes. La parte 
meromorfa y la parte entera de r(^) se reducen á 

P ( . ) = I . _ _ i _ + í | ( - D v , 

z z ±. 1 1.2(^ + 2) ^ 1.2 ... (^-f-«) ^ -

y Q (.sO = / *xz - r€ -*dx . 
.'o 

Podremos obtener las funciones de Prym determinan^ la for-
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má de las funciones F (5) que satisfacen' á la relación funcional 

r { z + i ) — z F i z ) = A, (1) 

en la que A expresa una constante, y tales, que sea igual á una 
contante B, para n — 0 0 , el límite de la expresión 

1 F (z ~\~n) 
nx 1.2 n 

Si suponemos que esté satisfecha la relación funcional, ten
dremos 

F(z) = - Y{z + 1 ) - A ^ , • 
z & 

F ^ + 1) = - ^ - T F + 2 ) - A ^ r - T > 

1 , 1 
F {z + = F (¿r + ^ - f 1) — A 

z -\- n z -\- n 

y si se suman estas igualdades, multiplicadas respectivamente 
por las razones 

I I I 1 
i \ z ' z{z- \ r - iy ' ' z iz - ^ - i ) O H - w — 1 ) ' 

tendremos 

F (z - i - n 4- 1) 
F = ^ + 1) {z -h n) 

— A [ 0 + ^ + 1) + ¿ (¿ + i ) . . ; . . (¿ + n ) \ 

pero 

F + n + 1) l , A + (0 + « ) F + , 
• 1 ; = — — • :—-— 
z (z 1) {z 7i) n 7iz . 1 . 2 {n — 1) 
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y siendo B r(» el límite de esta expresión, si se representa por 
S (z) el límite de la serie convergente 

+ TT: i ^ TI ¡ ^ + ; Z i z + l ) 1 Z ( Z + 1) {2 + 2) 

se tiene F (z) == B T (z) — A S (z). 
Esta es la forma general de las funciones F (z), de las que la 

función gamma es la más sencilla, la cual corresponde al caso 
de ser A = o y B = 

Si ahora, en la relación funcional 

F (3 + 1) = A -f-s F (s) 

se sustituye z sucesivamente por z — i , z — 2, , z m, 
se deducirá 

F(^) = A + ^ — i ) F ( ^ - 1), 

F {? - 1) = A . + (* _ 2) F — 2), 

F {z — m -\- 1) = A -\- {z -— m) F {z — m). 

Multiplicando estas igualdades respectivamente por los pro
ductos 1, z— 1, {z — i ) [ z — 2) , se obtiene 

F { z ) = A [ i - { - { z — i ) + { z - i ) { z - 2 ) 4 - . . . - j _ ( á r _ i ) . . . ^ _ ^ _ j _ I ) 

J r{z — i ) { z — 2 ) {z — m) F {z — m) \ 

de donde, para z — m + i , siendo m entero positivo, 

F {m ~\- 1) = A \ i . 2 + 2 . 3 m 

+ {m — 1) m + m -{- 1] -f- 1 . 2 • ^ (B — A^). 

La serie S iz) es el producto de dos series. En efecto, qui
tando denominadores en 

1 ao , ai , . a„ 
+ 1) + '0 " ^ r ^ + 1 ^ z + n 
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y haciendo después z igual á o, — i , — 2, , se obtiene 

1 1 1 ] _ 1 
^ - w ! ' = " T [n — 1) ! ' ^ — — 2 ) ! ' 

luego 

1 I I I I I 

z (z + 1) . . . . (> + « ! ̂  (n — i ) ! 1 ̂  + i 

j : 4- (— 1) 
~ 2 ) ! 2 ! ^ 4- 2 X n \ + 

que es el término general del producto de 

I I 

1 1 1 1 . 2 1 

1 

I _ 1 1 , 1 1 , 
y Z I ^ 4 - I - 2 ! 5 + 2 " r 

Se designa por la suma de esta última y por Q(s) la di
ferencia entre P ( » y r(^), de modo que 

P(V) = Í s (0), Q (0) = r («) — P («); 

las funciones P(0) y Q(0) son las funciones de Prym (*). 
La función r(0) se presenta como la suma de las funciones 

P(^ y Q(0), reduciéndose la expresión general de las funciones 
FO) á 

F(0) = (B — A¿) P(0) + BQ 

La función F (0) se reduce á la una ó á la otra de las funcio
nes de Prym, según que se ¿lije por constantes arbitrarias A y B 
los números 

Ai = - , B, = o ó A 2 = - , B4;== 1. 
e 1 e 

(*) Jour. für die reine und angew. Maht. t. L X X X I I . Godefroy. L a fonction gamma. 
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La descomposición de la función gamma en funciones de 
Prym constituye una aplicación del teorema de Mittag-Leffler, 
pues no admitiendo como puntos singulares más que los polos 
simples 0 = 0, z = f — 1, 0 = _ 2, y el punto singular 
0 = 00 , se ve que la serie 

P (*) = - - - - 4 - + - 1 - — + . . . + ( - 1 ) - - - i _ 1 

es uniformemente convergente para todo valor de z distinto de 
cero ó de un entero negativo; porque si r es un entero positivo 
tan grande como se quiera, la desigualdad 

n\ z n 
I 

< - 7 
n ! it — r 

se verifica para todo valor de z correspondiente al interior del 
círculo de radio r, que no es igual á cero ni á un entero negativo. 
Así, la serie precedente representa la parte meromorfa de V{z), 
mientras que la diferencia 

Q = - - P (¿) 

es holomorfa en todo el plano (*). 
105. REPRESENTACIÓN ANALÍTICA DE GAUSS. Consideremos 

la integral definida 

n 1 r 1 
/ xz 1 dx ~ ~ ó / xzdx = 

Jo z Jo z + l 
siendo z un número positivo. Restando, tendremos 

/ x * - 1 (1 — x) dx — — r - í . 
Jo V } z{z - } i i) 

Repitamos la misma operación y tendremos 

x •x{i — x f d x = — 
o z{z + 1) {z + - 2) 

(*) Godefroy. Obra citada, p. 23. 
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y en general, 

I . 2 
/ ^r2 - 1 ( i — x)n dx = — , — r — . : • 

x 
Sustituyamos x por - en la integral, y tendremos sucesivamente 

fórmula obtenida por Euler y hallada también por Gauss, que 
constituyen una definición de la función gamma, y ofrece la 
ventaja de presentar una significación determinada, cualquiera 
que sea el valor positivo, negativo, real ó imaginario de z. 

106. CONSECUENCIAS DE LA REPRESENTACIÓN DE GAUSS. 
Tomando la última expresión bajo la forma 

/ I » = d n - Iz - / ( i + ^ ) - - / ( I + ^ 

la expresión de la derivada respecto á z será 

I I i 
Dz log F iz) = log « — : — — \ 

^ z % 1 z -\-n 

y derivando una vez más, resulta 
X>f log n ¿ ) = lim [ i + ^ i)2 + . . . + ^ ^ T f • ] 

en la que el segundo miembro es una serie absolutamente con
vergente, para cualquier valor real ó imaginario de z. Podemos 
pues integrar entre o y i y escribir. 

r{z) & w \ 3 / \ 2 Z + I 
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, ) + w 

D log r(s) se presenta bajo la forma de una serie absolutamente, 
porque su término general es 

i ' i e — i 
n z -\- n — i n{n - j~ z — i)" 

De la fórmula ( i ) resulta que la constante C de Euler se 
presenta bajo la forma C = — F' ( i ) . Y por ser 

f ' (z) = / .r3-1 log ,r . e-ccdx 
J o 

/• 00 
resulta C = — / log x . e—x:d.r. 

Jo 

Para obtenerla bajo otra forma más cómoda, hagamos z = i 
y tendremos 

- r (i) = C = lim ( i + ^ + + l - \ O g n 

Cambiando z en 0 + 1 en (1), resulta 

Diog r ( * + O = - c + ( 1 - ¿ - ^ - í ) 

Integremos entre o y y resultará 

1 
• log r ^ - ^ Y ) = C. + + [log(^ + 1) - ^] + . 

+ [ log (^-f i ) - ^ J = C^-j- [log (z + 1) - z] + , 

+ h ( i + . 7 ) - . - ] + 
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Las derivadas sucesivas son 

i d2 log T {z) £ _ i i | 
T " - ^ + (̂  + + (G, _|_ 2)2, -r-

_ l _ d* log I » _ I l £ , 
" i . 2 ¿fe3 " 03 + i)3 "h 2)3 

i ¿4 log r (g) _ £ , i I v 
1 .2 .3 ¿ * ^ + I)4 + 2)4 

Considerando la fórmula 

^ l o g T Í M - i ) r , / 1 1 \ 
D l o g r ^ ' + i ) = % = - C + U -

+ ( 2 ~ 7 T ^ ) + + (« _ ^ T ^ ) + 
é integrando entre los límites o y x, se tiene 

log T (0 + 1) = — C0 - f [2; — log ( 0 + 1 ) ] 

r (a + 1) = Í-Cz j - l ¿ 

ó su inversa, cambiando los signos de los exponentes; 

La función TTT—n—r es pues monódroma y monógena en 
1 (g + 1) 

toda la extensión del plano y el punto en el infinito es un punto 
1 

esencial. Se obtiene el desarrollo de -=n—¡—~r según las po-

tencias de z observando que 
I l Ce -f \ »»**• ̂ . * 8 ^ f • r 

r ( 0 -h 1) " " ^ 

— = e C z l \ ( i - \ - ~ ) 
z \ ] nj 
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= ^ [ ' - - A l ^ - l * * * 3 ) + ] 

=eCz [ i — ^ **** js^3 + ] • 

107. FÓRMULA DE EULER. Euler estableció la siguiente 
fórmula 

r ^ r ( ^ + ^)---r(^ + ^ ) =(^r2J^"wz+^r(^). (1) 

Para demostrarla, observaremos que el primer miembro es 
el límite de 

m * ) f { p , * + 1-) . ( A * 4 - ^ ) 

para p — co . Además el producto 

n—nz cp (pn, nz) se reduce á n-nzY{nz) 

p I n nnp +1 
para / = oo ; y el cociente de los dos productos — ^—^ es 

{np)! p ^ 
independiente de z. Debemos pues hallar el límite de esta frac
ción para p infinito, ó calcular dicho cociente para un valor par
ticular de z. Hagámos 2 == 1, y calculemos 

n - n V {n) 

El valor del denominador es w n {n 1 ) ! . El numerador 
equivale en virtud de V{z - f 1) == s V{z), á 

l r ( i ) . 4 r a ) ^ r f c 1 ) . 
n \ n j n \ n ) n \ n ) 
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Pero en virtud de IV (pág. 302). 

v ̂  x sen- w \ sen 
n . n 

• \ 11 \ n ) (n - í ) * • • 
sen . 

Y multiplicando estas igualdades, en virtud de la fórmula 
que da el producto de senos, será 

i \ „ /w — 1 

Por último, se tendrá 
w—1 

Q = r ^ 2 7 — = (2-n:) 2 « 2 , . . 

que demuestra la fórmula de Euler. 
Esta fórmula permite calcular la integral 

I = P l o g F ^ r ) ^ 
J o 

En efecto; se tiene por definición sen n h = 1. 

I = lim \h log Vh + h log V{2k) + . . .. . . ; + h log P ( ^ ) ] 

= lim 
^ — 

% — 1 1 
log 2r. . - log 11. 2 ° 2 ' I __ l|m — _ = - log 2TZ 

n ' 2 ' " ; 
• 1 ;__ 

.log l \ x ) dx —' log ^ 2 TI. 
.y o 
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Se demuestra de una manera análoga la fórmula de Raabe 
r n + l 

l0 r(^) = a log _ 1) log |/27r. 

108. CONSECUENCIAS. Podemos llegar también á obtener 
la fórmula ( i ) y á otras propiedades que constituyen la base de 
la teoría de las funciones eulerianas de segunda especie, según 
Hermite, considerando la expresión 

F (0 + 1) - F {z) = - ~ . 

Podemos escribir además 

re = oo T 
F(0) + F ( i - 0 ) = t — ^ — 

lo que manifiesta que el segundo miembro es una función pe
riódica, cuyo período es i . Pero diferenciando la igualdad 

TT COt ¡STI = - - f >] I - _ j - 1 J 
^ \7t é — n j ' 

en la que n adquiere todos los valores positivos y negativos, ex
cepto el cero, resulta 

( ^ y . ' . V ' 
\senzTzJ z1 U + 

luego F (0) - F (0 — 1) — Y 
\sen ^ T T / 

Consideremos, en fin, la suma 

F W + K ( í + l ) + . , . . . + F ^ ^ 

Tendremos y V ^ - f —^ 

re = 00 

= s -00 + ^)2 ' 

2' 
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Ó y y - = v y t 

( f + « + v 

variando desde o hasta — i y adquiriendo v todos los valo
res desde — oo hasta - f oo . 

Pero la expresión k nv da: Para k = o, todos los múlti
plos de n; para k = iy todos estos múltiplos aumentados en í; 
para k -= 2, todos estos múltiplos aumentados en 2, 3̂  así su
cesivamente hasta n — 1. Luego k + ny puede tomar un valor 
entero cualquiera y una vez solamente. Se puede pues escribir 

de la que se concluye la relación 

F (s) - f F ^ + ^ - f + F ^0 + n — ~ ) = ^ F 

Tales son las propiedades fundamentales de Y{z). De estas 
podemos deducir las propiedades correspondientes de V{z). 

En primer lugar, consideremos nuevamente la ecuación 

F (s + i ) — F (3) ; = y . 
0" 

Integremos dos veces, y resulta 

log r (2 4-1) = log ^ 4- log r (0) + es + c 

C0 + c, 

siendo C y C constantes. Pero se tiene para cualquier valor 
entero de z, r (^+ i ) = 0F(s). C y C son por consiguiente, 
nulas y se concluye para cualquier valor de z 

r ^ - f i)- = sr(0). 
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Además, considerando la igualdad 

r w + r ( i - ^ = ( - — V 
\sen Z-KI 

é integrando dos veces y pasando de los logaritmos á los nú
meros, obtendremos 

r ( ¿ r ) r ( i — = — ^ - ^ + c f . 
sen ^T: 

El primer miembro de esta igualdad es una función par de z, 

lo mismo sucede a — ; luego eCz+c' debe ser también fun-

ción par; luego C = o. Hagamos ahora z = o; el primer miem-
ZTC 

bro se reduce á i así como ; luego resulta ec' = i es 
sen Z K ^ ' 

decir, C === o. Así, la segunda derivada de la función r{z) se 
expresa por la fórmula 

i » r ( i = . 
sen ZTI 

i 
La íuncion es holomorfa en todo el plano, pues siendo 

I F (z) Sen ZTI 

r (i — z) = í ' 

si sustituímos TOO Por P(¿0 + Q(^) en el segundo miembro, el 
producto P(4 sen ¿?7r no tendrá ya polos y siendo Q(^) holo
morfa, lo mismo sucede á ^ , 1 

r ( i — z) 
109. Sea * 

N - r ü - r © - r ( - 7 - ) ó N = r ( ^ ) . . . r ( i 

Multiplicando y aplicando la fórmula precedente, resulta 

N2 = 
sen - sen — sen ' J— 

n ' n n 
2! 
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Pero según hemos visto (pág. 303), el denominador es igual á 

r ; luego 

N = r í - ) " 

Consideremos ahora la igualdad 

n - x 1 k 
o \ ' n 

n — I 
11 

(27t) 2 . ̂  2 

ri1 Yiitz), 

é integremos dos veces; se obtendrá la relación 

re —1 
S 
o 

S log r 0 + - = log V{nz) + O + C, 

en la que determinaremos primero la constante C. Para ello, 
escribamos, restando log £ de los dos miembros, 

s iog r (. + - ) = iog ry + c . + c', 

y sea ^ = o; el primer miembro se reduce á 

S log F - = logN = log 
» — 1 _ £ 

( 2 7 r ) ~ 2 ~ ^ 2 

Pará obtener enseguida el valor de T1. . , observaremos 

que se tiene 

r (nz) nz T{nz) _ r ( ^ + 1) 

de modo que para 5 = 0, -p^y es 1gual a ^ ; ll:ieS0 

m — 1 1 w — 1 Jj 
C = log ̂  + l o g ^ ^ " ^ - ^ ] = lOg [(2::) 2 « 2 ] . 
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Para calcular C, cambiaremos z en z -\- i en 

V l o g r + log r(nz) + + C; 

y restaremos la nueva ecuación de la anterior. Empleando la re
lación r{z i ) = z r{z), se obtiene para el primer miembro la 

cantidad I log í 2 - f - j . El segundo se obtiene sustituyendo z 

por nz en la igualdad 

T{z + n) = z { z + i ) (z + n — l)V{z); 

y llegamos á la condición: 

« - 1 / k \ 

S log ^ - f ~ j = log [nz (nz + 1) . . . . (nz + « — 2)] + C, 

, de donde resulta C = — n log n. Luego 
n—l / M n — 1 l 

I log T ^ + - j = log r{nz) — zn log n + log [(27:) 2 nT], 

y pasando de los logaritmos á los números 

r (.) r (. + i ) . ... r (. + ^ i ) = ( 2 0 J ^ n „ z ) . 

Se observará que el cociente de r(nz) por el producto 

r<^Ka ^ + ^ ) 
es holomorfo; para ^ = la relación de V {nz) á V\z - \ — 

n \ nj 
(— i)K 

es la cantidad finita: 
n 1 . 2 K 

110. CÁLCULO DE logF. La derivada 
/• 00 

V {a) = j xa-xe-x log x d x 

de Y{a) puede descomponerse en otras dos cuyos límites res-
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pectivos sean o y i , i é • oo, pudiéndosé sustituir en cada una 
log x por su expresión en integral definida, 

e—z — e—xz 
l o g - r = " dZ' 

J O Z 

invertiremos el orden de las integraciones, y reuniremos nueva
mente las dos integrales. Tendremos pues, 

r («)=/ — / xa-x e-x {e-z — e-xz)dx. 
Jo 2 J o 

Pero se tiene que 

í ™xa-x e-x e-zdx = e-z V{a), 
J o 

y además, haciendo x { i + ^) = 

r i - , r ^ ) 

mego r (a) = r ( . ) / o f ( r q ^ ] • 

Dividamos por r ( ^ ) é integremos desde i hasta En el pri
mer miembro tendremos logr (^) , porque log r ( i ) = l o g ( i ) = o. 

En el segundo miembro podremos invertir el orden de las 
integraciones, porque si descomponemos el campo de la inte
gración relativo á ^ en dos partes, la una desde o hasta i y la 
otra desde i hasta oo , la inversión en la primera podrá hacerse 
sin dificultad y en la segunda, si es finita la integral 

i .71 

dz da 
mod 

z \ Z ( i + ¿Á 
Pero esta integral tiene sus elementos inferiores á los de 

dzda\e-z \ - — ^ r ] = \ da\ — e-z — 

= j da{e-1 + ^j = {<i— i ) 1 + log a. 
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Así pues, efectuando la integración con relación á a, ten
dremos 

. o g l » ^ m l a - .) e - ^ + f - + - ) - " | . . 
Jo ^ L log( i + 4 J 

Haciendo a = 2, resultará, observando que 

iogr(2) = i o g i = 0, 0 = í ^ f — - i i + ^ l . 

Multiplicando por {a — 1), y restando de la fórmula ante
rior resulta 

l o g l » ^ | V ~ I ) ( I + ^ ) - 2 

(1 - f g)-1 — (1 + z)-«1 dz 
~ * J l o g ( i + 0 ) ' 

y, haciendo log( i -f- ¿r) = ,r, de donde z = ex — 1, 

Desarrollando el factor - — e n sei'ie según las poten

cias crecientes de tendremos por primeros términos — + — ; 

x 2 

y reuniendo estos términos -\- e-acc á los independientes 

de esta exponencial, resultará 

l o g r ^ ^ F ^ + co^), 

haciendo, por brevedad, 

0 L 

.(a) 
1 1 i \ • dx 

I — é - - x X 2 
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La integral F (a) puede calcularse exactamente, pues se 
tiene que 

F ( ^ ) - F - = 

x e 

J o 

x 
^ 1 

— 1 l óg a — + — 
2/ 2 

Se tiene además que 

F - = iogr - - o. - = -iog7 

i — e-

Además, 

(O 

y cambiando x en 2x, 

- I . 
A-

(0 

( I ) = 
I I 

2,r 2 

y restando 

o = 
./ o 

2 — e-
i — ^ — ^ 2,r 

Restando esta fórmula de la ( i ) , resulta 

i — e -x \ dx 
\ e - x — 

• 2 / X 

- ^ i i 
dx = log 2; 

luego T {a) = ya — - j log a — a -\- - \ o g 2*. 

En cuanto á la segunda integral, tiende hacia cero cuando 
aumenta a. Se puede pues, desarrollar en serie. 
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Desarrollemos e~ac0 según las potencias de x. Tendremos 

* i i i i i H - e~x i 
i — e~x x 2 2 1 — e—x x 

i e2 + e 2 i i i x i 
2 ± _fL x 2 2 x 

— e 2 

Pero T: COt T:^ — — = S « «2 2̂ ' n — \ ^ — u-

1 TX 
y multiplicando por — después de hacer z — — 

2TC 27r 

i ÍX \ x X 
- COt — — — = 2 >J 
2 2 -r i .r2 + 4^27i2 ' 

i \ i « i 
luego: ( ~ — — — — ) — == 2 E 

i — e-T x 2/ x j x2 + 4a27:2 

oo f i xü x2m 
= 2 ^ [ 5 ^ ~ ( 4 ^ T + ••• + ^ ~ ^ ( 4 ^ 7 I 2 ^ ( , r 4 + 4 ^ ) J 

Además 

i i «, i EL 
2 "E = V 

2S 

! {4aW)P 22P-XTI2P \ a2P ' ' 1.2 2J> 

i 
i (4^^2)w(.^ -t- 4«^2) 

26>: 7 — r - ^ — 7 - ; = 6 i (4«'V)"'í+1 1.2 {2m + 2) ' 

hallándose 0 comprendido entre o y i ; luego 

( — i — _ i _ i ) i = 5 i _ ,r! , 
\ . i — e-cc x . 2 / x 1.2 1 . 2 . 3 . 4 ,r 2 / A- 1.2 1 . 2 . 3 . 4 

4- ( _ I\m ? ^ ± i e r2w 
' ^ J I .2 (2W-|-2) ^ ' 
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de la que se deducirá co(tf), multiplicando por e~aoe é integrando 
entre o é oo . Pero, se tiene 

/ 1.2 2m 
0 ^ 2 > » Í ' - ^ = e, / x2me-accdx = r—r-r-— , 

0 J o ** 1 

hallándose í), entre o y i ; luego 

B , i B i 
(o(«) == 3 + 

v 7 l , 2 a 3 . 4 a 
( - l ^ - ^ ^ I (— l ) w B w l + 1 6, 

(2;^ — 1) 2w a2™-1 {zm + i ) (2^ + 2) a2m+1 ' 

La serie obtenida para el valor de CÜ(^) sería divergente, si 
se prolongase al infinito. Sin embargo, los primeros términos 
decrecen rápidamente por poco grande que sea n, y la expresión 
del resto manifiesta que el error es menor que el primer término 
despreciado. Deteniéndonos en el momento en que los términos 
comienzan á crecer de nuevo, se tendrá pues, un valor de to(#) 
cuyo grado de exactitud será fácil de apreciar y, en general, su
ficiente. 

Si a tiende al infinito, a ) ( « ) tenderá hacia cero y podrá des
preciarse. Se tendrá pues, en el límite 

log r {a) = T (a) 

y por ser r(« -h 1) = a r(a), será 

log r (« + 1) = F ( » + log a 

= \a — I log a — a -\' — log 27:. 

111. PRODUCTO DE DOS FUNCIONES F . Se tiene, cambiando 
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x en ,r2, y en y"1 

V{p) V{q) = ^ 2 x ^ - ^ 6 - 2 y 2 < i - i e - y 1 dy 

y, haciendo x = c eos ©, ^ = o sen cp, 
ir 

r ( / ) r(^) = / " ' / 4 eos ^ -19 sen2? - 1 o P ̂ + 2 ? - 1 ^_ P2 dp d* Jo Jo ' r r r • 

= / 2 cos2^-1 cp sen2?-1 cp ̂  /'C02o2^+2*-1^_p2^ 
Jo T ' Jo r ' • 

= B (A ^ ) P ( A + ?), ó B (>, q) = ^ f Z ^ , 

haciendo, por brevedad, 

B (A = 2 cos2^-1 sen2?-1 cp d-f. 

Sea, en particular, p = q = - ; Tendremos 

B (A 4) = f * 2^cp = TT, T H - ^ = i ; 

luego T = TT. 

Si hacemos g = i — resultará 

r ( / ) r ( i 
B(A i — ^ = 

I1 ( i ) sen/TT ' 

112. INTEGRALES EULERIANAS DE PRIMERA ESPECIE. La inte
gral B ^) se llama inUgml euleriana de primera especie, que 
puede escribirse bajo la forma 

B (A q) = / V " 1 ( i - ^ í - 1 ^ ( i ) 
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haciendo eos2 ? = x de donde — 2 sen cp eos ? ^ == ¿/.r 
y haciendo 

^ 1 , dy 
x = — - — de donde 1 — x = ¡—, dx = 1 + ^ 1 y (1 • i -y ) 

resultará B ( / , + 

Si en (1) hacemos x — —, tendremos 

f a "LZI — u f ' 1 du_ _ r {p ) r (g) 

o 

113. INTEGRAL MÚLTIPLE. Sea la integral múltiple 

tomada en el sistema de valores de las variables que satisfacen 
á la desigualdad 

1-) 

T Hagamos ,r === ^ , = by™, z = 

La integral se reducirá á 

y deberá extenderse á todos los sistemas de valores positivos de 
las variables que satisfacen á la relación 
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Hagamos 

X = + y , + ^ = ^ Y = ^ + z, = Z = ^1 = ^C. 

Resulta 

^ = ? ( i - - i ) , y , = U ( i — o , 0, = 

1 0 0 

variando 1,% ^ entre o y i . Tendremos 

^ i 5 ^ ^ ^ 

dX dY dZ = dx% dyx dzx = dldr^dí = Wdld-rdt , 

Imn Jo Jo Jo 

Esta integral será el producto de las tres 

r(A)r^14-r1) 

J o 

Tendremos pues 

i = 

Imn / ( ^ ^ w « d\, 

y la integral múltiple habrá quedado reducida á una integral 
simple. 
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Aplicacióñ. Busquemos el momento de inercia de un elip
soide 

a1 o¿ c2 

homogéneo y de densidad i , con relación al eje de las z. Ten
dremos que calcular la integral 

^ J V 2 + j 2 ) dxdydz, 

cuya octava parte obtendremos, limitándonos á los valores po
sitivos de las coordenadas. El primer término de la integral se 
obtiene haciendo 

l = m — n = 2, / = 3, q = r = i, f = í. 

El valor buscado será 

a? be TI 

5 8 15 
2 2 2 

Calculando el segundo término, sumando y multiplicando 
por 8, resultará 

4 
— (d1 + t1) T: abe. 
15 

114. FÓRMULA DE STIRLING. Sea la fórmula 

2 r o ] 
log - f I) — log « = ¡ I + : " r 

que se deduce de 

log / — log q = log ( i -\- x) — log ( i -— x) 

p ~- q , p l - i - x 
haciendo x — ó — = ; (P ^> g) 

p -\- q q I — x 
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y será: 

— + — + 4 
i 3 5 " 2¿ — i J, 

Si tomamos los k primeros términos, el error será menor que 

[ r2A-f-l x'2k+3 x2k + b 1 
j k ^ f i + 2 k ^ r i + - J ' 

2.x2k+1 2r2h+1 
6 á , r ( i + x2 + + ) = 2^ 4- I V ' ^ ^ ( 2 ^ + I ) ( l — ^ ) • 

Podremos pues hacer 

[x x3 bx2k + 1 1 
7 + — + + 7-^-1 TT ^ , 
1 3 (2^ + 1) (1 — .r2)J 

hallándose 6 comprendido entre o y i . 
Si ^ = N + ŷ , ^ = N , k = i , será 

2N + ;¿\ 12N (N + ^ ) / • 

Esta fórmula (1) puede escribirse bajo la forma 

7—-7 :—ir = — 1 + (n -\ ) ílog (n + 1) — log n] 
I2n {11 + 1) \ 2/ , & J 

que se reduce á 

e 
— — : — r = log Í& in) — log * (n 4- i), 
I2n + 1) 1 . 

1 . 2 si se hace ¡p (^) = —- , ^2) 
e-nn 2 

resultando que log y (n) > log cp (n + i) 

Y log <f (n) — < log -f + 1) 
i2n 0 ' ; V 12 + 1) 
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de manera que de las dos funciones a> {n) y © («) e wra la pri
mera es creciente y la segunda decreciente. Si pues p es un en
tero positivo cualquiera, se tiene que 

desigualdades que pueden sustituirse por la igualdad 

* + ^ ) ^ISraXw+l) ' 
(3) 

hallándose 9̂ , comprendido entre o y i . 
De esta fórmula se deduce fácilmente la fórmula de Stirling, 

por la evaluación aproximada del producto 1 . 2 .3 
cuando ra es muy grande. 

En efecto, la relación (3) aplicada al caso en que n = p, 
- ? ip) hace ver inmediatamente que el límite de —7— es la unidad, 

<p {2p) 
cuando p crece indefinidamente. Se tiene pues, para / = 00 , 

lim a ( / ) = lira — . f . , (5) 
cp (2/) 

ó según (2), 

2 2 4 4 2/ — 2 2/ 
lim 9 {p) = hm / 4 1 3 3 5 2p — l 2p — l 

y en virtud del teorema de Wallis, 

lim cp (/O = 1/2̂ . (5) 

Si pues, en la fórmula (3) se deja fijo á ra, haciendo crecer á 
/ indefinidamente, se obtiene 

6 6 
^ = 2̂w ó 1.2 n—^2:m-nne-n/-n (6) 
^271 . , 
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ó sea la fórmula de Stirling que da los dos límites 
i 

\2Tinnne~n y ^2^nnne12n 

entre los que se halla comprendido el producto 1 . 2 . 3 
Tomando los logaritmos puede escribirse 

logV (n -\- 1) = ^ + ^ log 5̂ — ^ + loS 27t + ~~¡ • (7) 

El término complementario, dado por Euler, es 

v l . 2 n 3 . 4 n-

+ ( ^ + 1 ) ^ + 1 ) ^ + V - -- ( 6 < ^ < I ) 

115. RELACIÓN ENTRE LA FUNCIÓN GAMMA Y LA SERIE HIPER-
GEOMÉTRICA. La relación 

r[(T — í) — (2r - a — .3 — l ) . r j F + ( r — a) (y - í ^ r F ( r - f i ) 

— r (y — 0 (1 — ^) F (y _ 1) = o, 

que existe entre la función F y las dos funciones contiguas 
F (y + !) Y F (y —- 1), se reduce para = 1 á 

F (q, y, 1) = (y - q) (r - ft) 
F ( a , ^ y + 1,1) . y ( y _ a _ [ 3 ) ' 

igualmente -

F (o, y 4- 1, 1) iy — q + i ) ( y — P + 1) -
F (a, [3, y + 2, I ) ~ (y + 1) (y _ a _ ^ + 1) ' ' ' 

F Q , y + ^ — 1, 1) _ (y.— « - f — 1) (y — p 4- « — I) 

F (a, (B, y + 1) — (y - f ^ __ j ) (y a — [i - f ^ — 1) 

de donde 
F (q, y, 1) ^ (y ~ q) (y - - ^ + i ) (y - a + ^ — i ) 

F.(a, y + ^ 1) y (y + 1) ( y + « — 1) 
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(T - (Y - ^ + ! ) (y - P + ^ -
* (y — a — ^.(y — a — [3 + I ) (T. ._a —p + « — I ) 

_ (T + ^) (v — a — p + ^) n (y) I I (y - ajr_jL) 
- (y _ a + «) (y _ I I (y —a) I I (y — ' 

Cuándo % aumenta indefinidamente, F (a, ¡3, y + ^, i ) tiene 
por límite la unidad, y resulta 

- r ( T ) r ( T - a - P ) 
^ ' ^ Y' i ) = r ( y - a ) T T 7 = T ) • 

Los parámetros a, y supuestos reales, deben verificar a la 
desigualdad a -f- ¡3 — y <C o. 

Esta relación sirve para establecer las principales propieda
des de la función gamma, constituyendo el método de Gauss. 
Así se tiene que 

2 2/ \2 2 

F -> i = i - 7 — + 0' 1 V2' 2' 2' V í . 2 ' 1.2 . 3 - 4 

«2 («- — 2-) o2 — 4') , 
— ——2 r > 

1 . 2 . 3 . 4 • 5 • 6 

serie que se obtiene haciendo * = " en el desarrollo de eos nx 

en función de sen 
V , . n2{n2 — 22) 

1 — — - sen2 H sen^ x 
1.2 1 . 2 . 3 . 4 

^ («•:! - 22) («2 — 42) 6 
— — sen6 ̂  + ; 

1 . 2 . 3 • 4 • 5 • 6 
/1 n \ TZ 

luego r - - - r - + - = 2 2/ A 2 2/ ^ eos — 2 
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ó, sustituyendo n por 2x, 

r + ^ = , 
eos 7T,r 

y, sustituyendo x k — — x, se tiene F (,r) F ( i — x) = . 
2 sen 

Así la teoría de la función F se deduce de la de la serie hi-
pergeométrica. 

116. DISCUSIÓN DE LA CURVA y = F(,t-). Para x = o, 
— i , — 2, . . . . F (x) es infinita. Para x = i , 2, 3, r (x) 
es igual á 1, 2, 1.2, 1 .2 .3 , 
se tiene 

^logF(.r + 1) 
— C 

+ ( ; r + l ) ' 2 ( . r + 2 ) 

Anulándose el primer miembro de esta ecuación, se tendrá 
una ecuación transcendente para calcular los máximos y los mí
nimos de la función F [x + i)- Esta ecuación será 

C 1 1 1 
+ -f x x H- 1 ' 2 (x + 2) 3 (,r + 3) 

Existe evidentemente un máximo entre o y -•{- co, porque 
para x — o como para x — 00 , F {x) es infinita. Además no 

hay más que uno; porque 
d2 logF(.r) 

dx2 es siempre positivo; y 

puesto que para x = 1 y x = 2, adquiere valores iguales 
á uno, el mínimo de F(,r) se halla comprendido entre 1 y 2 para 
valores iguales á 1. Se obtiene para este mínimo 

x = 1,4616321 , F (,r) = 0.8856032 . . . . . 
La ecuación F(.r + 1) — x F(,r) conduce á la construcción 

de la curva y = F(,r) para valores negativos de x, curva que 
próximamente tiene la forma indicada en la figura, puesto que 
las distancias relativas de las diversas ramas al eje de las x no 
pueden conservarse. 

22 
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C A P Í T U L O I V 

Funciones s inéct icas de muchas variables 

PRELIMINARES. Un conjunto de muchas variables indepen
dientes , £.2, , Zn constituye un punto [Bzne Stelle, Weier-
strass]. Si suponemos que , ŵ se mueven en el 
interior de contornos cerrados simples C,, C2, , Cn, dire
mos que los interiores de estos contornos forman el dominio del 
punto z.v, 02, , zn (Umgebung). Sea el dominio del punto 
zx, z.2, , zn\ la función / { z ^ z ^ , , zn) se llamará si-
néctica en el dominio D, si lo es respecto á cada variable, con
siderándose las otras como constantes. 

117. FUNCIONES DESARROLLADLES EN SERIES ENTERAS. Si 
Py, Pi, , PWJ expresan polinomios enteros y homo
géneos en 02) zn respectivamente de grados o, 1, 2, 
llamaremos serie entera á una serie de la forma 

Po + Pi-4- + ó ÜA v2 / V 2 , 

expresando AVi, V), ... un coeficiente independiente áe z ,̂ z2, ... 
TEOREMA I. Suponiéndose que las variables Zj, z ,̂ , zn ^ 

hallan contenidas en circuios C,, C2, , Cn, cuyos radios son 
r,, r2, , rn, y descritos desde el origen como centro; si los mó
dulos de los términos de la serie 

V A v l vá 
J A V V z i z2 (1) 

son finitos cuando mod zx = rx, mod z2 = r.2, , la serie es 
convergente en el dominio C^, C.2, > C n . 
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En efecto, la serie 

en la cual se supone 

P i < ^ } h < ? ' 2 ) y Y . P i > 0 , pa > O, 
es convergente; lo que se puede ver de varias maneras, y en 
particular observando que la suma de los p primeros grupos ho
mogéneos de la serie (2) es igual al producto 

*HSK •en 
que tiende hacia un límite finito para p = 00 . 

Sea ¿ÍVi, V2, el módulo de A v ^ , , siendo finitos 

por hipótesis los números ¿zVi, v^ /3 La sene 

2 < V V (3) 

será convergente, y por tanto la serie (1), cuyos módulos son 
los diversos términos de (3), será convergente. 

TEOREMA IL Cuando una función f (z,, Zj, zn) es si-
néctica en un dominio D compuesto de circuios Ci, C2, , C „ 
descritos desde el origen como centro con radios R, , R2, , Rn, 
será desarrolladle en este dominio en serie entera. 

En efecto, consideremos los puntos x i , ,r2, , xn conte
nidos en el dominio D, la función de t 

í (0 = f { t x u tx2, , txn) 

será sinéctica con relación á / en un círculo descrito desde el ori
gen como centro con un radio un poco superior á 1, y se tendrá 

cp [t) = 'f (o) + /c. (o) + + ^ - ?» (0) + 
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/ 3 / l f \{n) 
y p p r ser ^ ( G ) = ^ - ^ -+- ' 

en la cual hay que hacer xx = o, x.2 = o, en las deri
vadas, resulta el desarrollo de © (í) 

. (O = cp (o) + + - r U f ^ + ¿ r + + ' 

que verificándose para ^ = i , da 

/ ( % , , ^ra) = / ( 0 , O, . . . . . ) + 

COROLARIO I . Si una función f(z1, zá , , zn) ^ sinéctica 
en un dominio T> compuesto de circuios C , , C2, descritos 
alrededor de los puntos a,, a2, centros, es desando Hable 
en dicho dominio, en serie de la forma 

EAVi, v {zx — ^ ) - « 2 ) v 2 

Esta condición, suficiente para que el desarrollo sea posible, 
no es necesaria. 

COROLARIO I I . Los coeficientes del desarrollo de f (^ j £.2, — ) 
pueden ponerse bajo la forma de integrales definidas. 

En efecto, se tiene 

r , , 1 f f { z \ y * * > )dzx 

i [ f f { z ^ 2:2, ) dzx dz.2 
(2ltÍY j J O, — ̂ ) {Z.2 — X¿ 

_ j r r /(>! ,zn)dz , 

— (27r/ )« j j ( ¿ r , —.r,) — ¿rw) ' 

habiéndose tomado las integrales á lo largo de los círculos 
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Cn Gg, , Cw que forman el dominio D y que se hallan des
critos desde los puntos , xn como centros con ra
dios R^R^, , Rn; luego 

Sx," í x P 

1 \n f f f { ^ , z*, ) d^dz., 
J ' — ,r1)a+1 - ,r2)P+i a! (3! * 

En particular, cuando ,vi = x~ = o, se tiene 

¿ q + H . - / ^ ! r r / ( 0 n 0 ¿ , ) ^ . j ^ 

^ / 27T2 i j ""* 0 la+10 iP + 1 a! {3! ' 

Si se hace zx=^Rye^\ ^ = R2/62) se obtiene 

( ¿ y 
/ ( g | > g 8 : ' ' - ^ , - ( a e i + . . . ) / ^ l A 

R / R ^ ' a!p!. 

TEOREMA I V . Dos series enteras 

SAV V ( ^ - ^ ) v ' fe-^)v2 

z ^ ^ / ^ en un dominio de dimensiones finitas, tienen el 
mismo dominio de convergencia y representan dos ftinciones igua
les en este dominio. Además, se tiene 

V,i V, 

TEOREMA V. Una función no puede permanecer sinéctica en 
toda la extensión del plano; en otros términos, una función que 
permanece monódroma, monógena, finita y continua para todos 
los valores finitos de sus variables, se hace necesariamente infinita 
para valores infinitos de sus variables. 
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En efecto, si la función , z n ) fuese sinéctica 
en el infinito, lo sería también la función f { z n a.2, a n ) 
obtenida atribuyendo á z.2, , z n valores a.2, , a n i lo 
que exige que / { z ^ , a n ) sea una constante, es decir, 

independiente de z l ; luego será — = o, cualesquiera que sean 

Zy, a.¿, , a n , ó 2V, luego será/independiente 
de 0 , . Se verá de igual modo que es independiente de las 
demás variables, es decir, que es constante. 

118. TEOREMA DE WÉIERSTRASS. Sea f(z1, zá, , zn) 
t m a función sinéctica en el interior de un dominio D que contiene 
el punto 

z, = z2 = = zn = o, 

y nula en este punto. Si la función f (z^ O! o, , o) obtenida 
haciendo Zj == za ==; = zn = o en f (z,, zá, , zn) 
es nula cualquiera que sea z l , existirá un dominio D' contenido 
D en tal, que se tenga para los puntos interiores á este dominio 

f = Pcp, 

expresando P un polinomio entero en z, con coeficientes sinécticos 
en z ,̂ , zn jj/ cp una función sinéctica en el dominio D' que 
7io se-anula en el dominio D. 

Hagamos, en efecto, f = f { z x , z n \ /„ = / ( ^ , o, o), 

/ , = / o - / - (O 
La función /0 tiene un número limitado de ceros en el do

minio D, porque es sinéctica y no es idénticamente nula; se 
puede pues, suponer que no tiene más ceros que o en un 
círculo de radio p1 descrito desde el origen como centro. La 
función /t, en virtud de ( i ) es nula para z.¿ = o, , zn = o, 
cualquiera que sea z i . Se puede pues suponer que hallándose 
£s, , en el interior de un círculo de radio p y exterior 
á un círculo de radio p0<^ c, se tenga 

m o d f < mod/(J. 
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En este dominio se tiene 

OD i / f \M 
l 0 g / = l 0 g ( A - / , ) - lOg/0 - V - ^ , 

1 n \ j j 
y diferenciando con relación á 

si se supone que /0 sea de la forma 

«mV" + + • 

— — sera de la forma — \ g i?^ expresando g{z^ una serie 
/ o ozi 1̂ 
ordenada según las potencias enteras de zA, es decir, una fun-

f 
ción sinéctica en el dominio D'. En cuanto á - j , vemos que será 

/ o 
A 

desarrollable bajo la forma — 6, expresando O una función 
z \ 

l í f \ n 
smectica así como A; de manera que S - ^ será desarrollable 
en una doble serie ordenada según las potencias enteras de zA y 

i 
de —, con coeficientes sinécticos en ¿r2, z.d, Su derivada 

«i 
con relación á zi será una serie de igual forma que no contiene 

i 
— , de modo que la fórmula (2) se pondrá bajo la forma 

7 ^ = ^ + ^ + ? ^ + 2 0 ^ ' . (3) 

Se ve que — + S Q _ V ^ 1 será la parte del desarrollo de 
# 1 2 

1 V I 
/ lüz. efectuando según las potencias de — . Esta parte tiene 
pues, por coeficientes funciones sinécticas de 02, , zn en el 
dominio D'. 
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Esto sentado, llamando a,, aá, á los valores de ¿r, que 
anulan á /0 y cuyo módulo es menor que el de ^ se puede es
cribir la fórmula (3) así; 

7 ^ = - + — — + — — + ^ Q V V 
/ c)̂ , Zx Zl ^i—«2 0 

expresando â , los grados de multiplicidad de los ce-

ros a,, aá, . . . .; y si se observa que ^ ( ^ i ) SQ ^ es una 
o 1 

función sinéctica k en el dominio D', y que se puede hacer 

P ^ ^ - a ^ . - a / ' - , 

se deducirá, integrando la fórmula precedente, 
f = F e f h d Z i . 

Pero e^hd¿ es una función sinéctica que se puede llamar cp y 
que no se anula en D'; luego en el dominio D', / = P'f. Pero P 
es un polinomio entero en zi , y sus coeficientes son sinécticos 

P' 
en z.2, z3, porque — se desarrolla en una sene cuyos 
coeficientes mn Q_9, Q-3, son sinécticos, los cuales son 
l a . Ha2, Los coeficientes de P son funciones enteras de 
2a, 2a2, ; luego los coeficientes de P son sinécticos. 

De este teorema de Weierstrass resulta que, dados los valo
res de 02, ,zn, el valor de ^ que debe adjuntarse para anular 
á /(^u, , en un dominio de círculos cuyo centro es el 
origen, es raíz de la ecuación P = o con coeficientes sinécticos. 
Esto supone que / ( £ , , o, , o) no es idénticamente nula, ó 
sea que / ( £ , , z.2, ) contiene por lo menos un término in
dependiente de ¿r.,, , zn, ó un término con una sola variable. 
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C A P Í T U L O V 

Transcendentes engendradas por la integración 

indefinida 

§ i.0 FUNCIONES IMPLÍCITAS . 

119. TEOREMA. Sea el sistema de v ecuaciones diferenciales 
simultáneas 

2x ay 
— = ? (x, y, z, , t), - = x (x, y, z, , t), 

— = ^(x' y,z, , t), 
( i ) 

entre las v funciones x, y, z, , la variable t y sus derivadas 
dx dy 
~cF' ~dt ' ' resue^as con relación á estas derivadas. 

Si se supone que al varar x, y, z, , t alrededor de los 
puntos x(J, y0) z0,, , t0, / ^ j - funciones co, /, ^, permane
cen sinécticas con relación á estas variables, las ecuaciones ( i ) 
admitirán una solución, reduciéndose al sistema x = x0, y = yo, 
z = ztí, para t = t0. 

Cada una de las funciones x, y, z, permanecerá sinéctica 
en el interior de un circulo descrito desde tn como centro con un 
radio R definido por la fórmula 
. _ 1 

R = x [ l _ e (V+I)M]J 

expresando X una cantidad menor que el 7nenor de los módulos de 
x — XQ, y — y0, para los cuales cp, y, dejai'ían de 
ser sinécticas alrededor de los puntos x0, y0, , t0, expre
sando M una cantidad mayor que los módulos máximos de cp, 
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y, , cuando x, y se mueven en circunferencias de radio k 
alrededor de sus centros x0, y0, , tc. 

Admitamos que sea cierta la propiedad por demostrar, y cal
culemos las derivadas sucesivas de las funciones x, y, z, , 
para lo que derivaremos las fórmulas ( i ) , y tendremos 

• d2x dx 3p dy 1-h 
1 ^ ^ l w ~dt + l y "dt y ' 
d2y 1/ dx '̂/. ¿y . . 3/ 

dx dy 
ó, sustituyendo Por sus valores ( i ) , 

d^ x d^y 

Se obtendrán igualmente - ^ j , - ^ j , derivando las fórmulas 

¿j?̂ - dy 
(2) y sustituyendo — , por sus valores ( i ) , y así 
sucesivamente. Las derivadas — , , serán la función cp 

y sus derivadas totales sucesivas cp ( / ) , cp'(^), ; lo mismo 
dv d^v 
- f , —4, se representarán por -/{t), -/{i), ; y tendre-
dí dtL 

mos, aplicando la fórmula de Taylor; que suponemos aplicable: 

^ = 0̂ + - O ? W + i ' ® + • • • • 
[t ^ )2 \ (3) 

^ = 7o + - O z W + —¡—'f" W + 
Vamos á demostar que estas fórmulas son efectivamente in-
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tegrales de ( i ) . Para ello demostraremos desde luego que son 
convergentes. En efecto se sabe que 

3'X+'3+-<P(-W. ) 

/ T \ v r zn „—(a!-+871+••.)» 
= a! S! ( — ) / / -

V27r/ Jo j o ' AaBP . . . . . 

x 'fo {x0 + AeU, j/o + B / ' ¿ , ) d t d y l . . . 

expresando A, B, C, cantidades menores que los radios 
de los mayores círculos, descritos desde x0,y0, como cen
tros, que no contienen puntos críticos de la función ©. Si en esta 
fórmula se sustituyen, la exponencial por su módulo i, la función 
cp por una cantidad M superior al mayor valor que puede tomar 
su módulo en los círculos de radios A, B, y A, B, 
por una cantidad l menor que cada uno de ellos, se tendrá 

^ r a ^ H 
o •/o 

a! ¡3! . . . M pTr M 
<r / ¡5-— dt, dr¡ 

( 2 ^ Jo ^ + í 3 + -

aa+^ + - - c p ( ^ , ^ , ) a i p i . . . . . M 
" ^ V " < 1 * + ^ - ' (4) 

Consideremos ahora las ecuaciones 

dx M 
d i 

l 
dy M _ ) (5) 

dt / x — x A / y — y , 
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De estas ecuaciones resulta dx = d y = . . . . y por con
siguiente 

^ — = y —So = 2 — zo = ; 

dx M 
luego 

x — xoy dt 
luego d x \ \ — = M — 

Integrando desde t = t { i , se obtiene 
v+i-

y las funciones x, y, permanecerán sinécticas, mientras 
que esta ecuación y su derivada con respecto á x no tengan 
ninguna raíz común. Esta derivada es 

- - — ) = 0 ' 

si se sustituye el valor de x en (6), resulta: 

i + (v + i) M \ogíi — t—^—j = 0 
i 

t - t 0 = = i i —e~^+y>u)l . 

Las ecuaciones (5) dan pues valores de x, y, sinécti-
cos alrededor del punto t = to, que se pueden desarrollar en 
serie en el interior de un círculo descrito alrededor de tQ con un 
radio finito R, determinado por la fórmula 

i 
R < ( i - e (V+1>M)X. 

Las fórmulas (3) servirán para efectuar los desarrollos de 
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x-, ?) ; pero será preciso suponer que .¡p, / , ... son iguales á 

M 

Volvamos ahora á las ecuaciones ( i ) . Si con auxilio de 
éstas, se obtienen, como se ha explicado, las fórmulas (3), éstas 
serán convergentes, pues se ha visto que lo eran cuando se 
sustituían 9, y, por 

M 
= (1, 

Pero en este caso: i.0 Los módulos y, y, para t — tü 
solo pueden aumentar, porque se hallan sustituidos por M, que 
es mayor que todos ellos. 2.0 Los módulos de sus derivadas solo 
pueden aumentar, porque son menores en virtud de (4) que las 
derivadas de «í, es decir, 

3a+P+-"^ a! (3! M 

En virtud, pues, de las fórmulas (1), (2) y de las que se ob-
cL ~x dv 

tendría derivando todavía ,r, -—-, y. —, para 
dt d t ' dt 

t = t0, es decir, los valores de los módulos de las funciones 
'f^o)) cp'OnOi > 'H^o), Vito)) solo pueden aumentar, y, 
puesto que siendo convergentes las series después de la susti
tución, debían serlo antes; si de las fórmulas (3) se sacan los 

dx dy 
valores de — , —, para sustituirlos en (1), se tendrá 

f + + = y. , ¿), 
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Pero desarrollando los segundos miembros, se tiene 

Wo) + tj=Y^- (P'(^) = ^ 0 , ^ 0 , , O 

expresando j > J , las derivadas totales de cp para 

t = t0, tomadas considerando x , y , como funciones de t, 
definidas por las fórmulas (3). Ahora bien, 

d ¿ ~ d x d t ^ Vy~dt ^ + 37 ' 

y si se hace t = t Q , resulta, según las fórmulas (3), 

d x d y 

luego I -7 ,) = «Fo + v 1 Xo -+-
\ dt . l^ ÓX^ 2)y0 

El segundo miembro de esta fórmula es precisamente lo que 
hemos llamado ©'(^0), y así sucesivamente; la fórmula (6) es 
pues idéntica; luego queda demostrado que las fórmulas (1) ad
miten una solución x , y , que para t = t0 s e reduce á x 0 , 

y 0 , . . . y permanece sinéctica en la proximidad de este punto, 
_ 1 

siempre que el módulo de ^ — ¿0 sea inferior á >-[ 1 — e (V+1>M]. 

§ 2.0 EXISTENCIA DE LAS FUNCIONES SINÉCTICAS 

120, Para demostrar la sinecticidad de las funciones implí
citas, consideremos las ecuaciones 

f i = 0, / a = O , , / „ = O , 

en las cuales / , , /a, , /re expresan funciones de n 1 va-
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dables j /n y.2, Y Estas ecuaciones definen n fun
ciones implícitas jKi, J'*, i JK-M de ,r, las cuales son sinécti-
cas, porque satisfacen á las ecuaciones diferenciales 

— + — j i ' i + + - — y 71 = o, 
3^ 

T — h T - y i + + T — ^ « = O, 

obien ^ = A . U — - h A 1 2 — + + Alw — , 

A 3/i , A Va . . . 3/ra 
y 71 •— A 7 i i " i - ^ \~ + Aím — , 

en las cuales A j , , A12, tienen valor bien determinados si 

H f u Á , ^ , o 
t i y n y*, , yn) 0' 

y son desarrollables según las potencias enteras de — x0 en 
el interior de un círculo cuyo radio es 

i 
R = X ( i — e M(7l+1)) 

expresando X el menor de los módulos x — ,r0, —y^, 
para los que los segundos miembros de ( i ) dejan de ser sinéc-
ticos y M el módulo máximo de dichas funciones, cuando x, jy,, 
jí^, . . . . se mueven en círculos de radio X cuyos centros son x0, 
y ^ 72o ' expresando yXQ, y%0, los valores de JJ/,, 
para x — x0. 

Aplicando las conclusiones expuestas acerca de los lazos 
fundamentales á la integración á lo largo de un contorno, pode
mos enunciar el siguiente 

TEOREMA. Cuando se trata de integrar la función f (z) dz 
entre los limites z0 y Z, á lo largo de un contorno cualquiera, éste 
puede reducirse, sin cambiar de valor la integral, á una serie de 
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lazos que envuelven los puntos críticos, teniendo su entrada en z0, 
y al camino rectilíneo z0Z. 

§ 3.0 TRANSCENDENTES Á QUE CONDUCE LA INTEGRACIÓN 

DE LAS FUNCIONES RACIONALES 

121. Uno de los primeros problemas que se presenta al 
principio del cálculo integral, es la integración de las funciones 
racionales. Para resolverlo, lo natural es descomponer estas fun-

A 
clones en fracciones simples de la forma Kxm y —-, en 

r {x — a)n 
las que A, m, n expresan constantes, de las que las dos últimas 
son enteros. Cada una de estas funciones simples puede ser in
tegrada. Sin embargo, cuando n = I , no hallamos en el caso 
de la función 

C dx , Cxdx rx'dz 
J x — a J i x Jx z ' 

Esta función es la logarítmica, y si bien nos es conocida, 
será interesante deducir de las propiedades de la ecuación 

Cxdz 
l o g . = j i 7 

que esta función no puede expresarse en función algebráica de 
x, y que constituye una transcendente. 

Según lo expuesto en el párrafo anterior, todo contorno de 
integración que conduce desde 1 hasta x, puede reducirse á 
una serie de lazos que tienen su entrada en el punto 1, envol
viendo al punto crítico cero, y al contorno rectilíneo que va del 
punto 1 al x. Llamemos z¿ al valor de la integral tomada á lo 
largo de este último camino. 

La integral tomada á lo largo del lazo se compone: i.0 de la 
integral 

C2 dz í1 dz 
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tomada á lo largo de un borde; 2.° de la integral tomada á lo 
largo de la circunferencia, que es igual á ± multiplicada por 

I /" * dz 
el residuo de — ó i ; 3.0 de la integral / — tomada á lo largo 

del otro borde, que destruye á la primera; luego en total se tiene 
para la integral tomada á lo largo del lazo, ± 2^/, según que este 
lazo se haya recorrido en sentido directo ó retrógrado. 

Supongamos que el lazo se haya recorrido m veces en un 
sentido, n veces en otro, y que después se haya recorrido el ca
mino rectilíneo; el valor de la integral será 

expresando N la diferencia de los enteros m y n, y ti la integral 
tomada á lo largo del camino rectilíneo que va desde el punto 1 
hasta el z. La integral tiene pues una infinidad de valores. 

Si pues ̂  expresa el logaritmo de -r, de modo que se tenga 

fx dz 

la función inversa x de y podrá expresarse por ^ , y en virtud del 
teorema de la pág. 3 4 5 , ey será monódroma, monógena, finita y 
continua en toda la extensión del plano, excepto para x = o 
y .r = 00 ; pero entonces 7 es infinito. Según lo que se ha de
ducido anteriormente, se tendrá, para todos valores enteros de N, 

ey+2mi — ey ^ 

y la función ev es periódica; su período es 2^2. 
La ecuación 

dx dy 
— + — = o ó d (log x + logjj/) = o, 

que puede escribirse 

ydx - j - xdy = 0 ó dxy = o, 

manifiesta que log x \ogy — f (xy), 

23 
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expresando / una función que determinaremos haciendo x = i ; 
entonces log ,r = o, y se tiene l o g > ' = / ( j ) . La función / es 
pues un logaritmo, y se tiene 

l o g + logjj^ = log.ry ó u-\-v— \og{euev), eu+v = euev, 

habiendo hecho log x = u, log y = v. 

Se ve pues que la teoría de las exponenciales y de los loga
ritmos se deduce sencillísimamente de los principios elementales 
del cálculo integral. 

La función log x no puede ser algebráica ni su inversa ex, 
pues para un mismo valor de x, una función algebráica de x 
solo tiene un número limitado de valores, que se permutan 
entre sí. 

§ 4 ° INTEGRALES DE LAS FUNCIONES ALGEBRAICAS 

DE SEGUNDO ORDEN, DE LAS FUNCIONES CIRCULARES É HIPERBÓLICAS 

Sea y una función algebráica de segundo orden definida por. 
la ecuación 

Xo/2 + + X2 = o, ( i ) 

en la que X0, X , , Xa expresan polinomios de los grados o, i , 2. 
Toda integral de la forma 

j í (>' y)dx 

en la que j expresa una solución de la ecuación ( i ) , podrá obte
nerse por medio de funciones algebráicas y logarítmicas. 

X, , , Desde luego, suponiendo y — u — , la ecuación ( i ) se 
2X0 

reduce á 
X2 

X 0 ^ + X2 + - ^ = o, 

y u~ es la raíz de un polinomio de segundo grado. La integral 
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(2) es pues la integral de una función racional de x y de un 
radical de la forma fax* -4- bx + c (que se integra reduciendo 
la expresión irracional á racional por un cambio de variable). 
La integral (2) depende algebráicamente y aun racionalmente 
de las integrales simples 

Cx dx roe dx Coo dx 

o r-t-
que son are sen x y Ikrg Sh x, k r g Ch x. 

Vamos á estudiar directamente la función are sen x, definida 
por la ecuación 

are sen x — / . (2) 

El radical se supone igual á - f i , cuando es igual á su límite 
inferior. Veamos cuantos valores puede adquirir esta función 
para cada valor de x. Todos los caminos que conducen desde 
O hasta x pueden reducirse á lazos, seguidos del camino recti
líneo Ox. Sea n el valor de la integral tomada á lo largo del ca
mino rectilíneo. La función bajo el signo integral tiene los dos 
puntos críticos + 1 Y — 1 que dan lugar á dos lazos. Considere
mos uno de ellos bdjea, habiéndose tomado el radical con el valor 
+ 1 para el valor inicial x = o . La inte
gral tomada á lo largo del borde bd será 

dx 'Ch-
o ri — 2 

La integral tomada á lo largo del círculo es nula; la relativa 
al borde ca es igual á 

C1 dx TC 

/ i 

En efecto, cuando la variable z ha girado á lo largo de la 
circunferencia dfc, el radical ha tomado en c un signo contrario 
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dx 
al que tenía en d, y es necesario integrar " a lo largo 

— |a — ,r2 
de ca. La integral relativa al lazo + i es pues Tt. Se verá igual
mente que la integral relativa á — i es — 

Supongamos ahora que la variable 5, después de haber re
corrido el lazo + i , describa todavía esté lazo. El radical toma 
á la salida del lazo un valor igual y de signo contrario al que 
tenía á su entrada. Si z describe por segunda vez dicho lazo; la 
integral crecerá, no en TC, sino en — ir, lo que dará o para su 
valor total, después de haber descrito dos veces el lazo. Si se 
describiese por tercera vez el lazo, se obtendría de nuevo ir para 
valor de la integral, y el valor del radical, á la salida, sería — i , 
y así sucesivamente. 

Si z\ después de haber descrito el lazo 4- i, describe el — i, 
la integral adquirirá el valor ^ — (— %) ó 27r, y el radical vuelve 
á tomar en el origen el valor -1- i . 

De una manera general: Llamemos A, B, C, á los va
lores de la integral tomada á lo largo de uno de los dos lazos, y 
supongamos que, después de haber recorrido varias veces en 
un orden cualquiera los lazos, la variable z describe el contorno 
rectilíneo O-r, la integral tomará el valor general 

A — B + C — D + F + u, 

correspondiendo el signo + ó — á que el número de las inté
grales colocadas delante de u sea par ó impar. 

Se puede suponer siempre A 4= B, B C, Ahora bien 
A = — B = C = ± TT; luego el valor general de la integral que 
hemos llamado are sen x es 

2nn -\- u ó {2n - f i ) ^ — ^) 

expresando n un número entero. La función inversa de are sen x 
ó sen u gozará, de las propiedades siguientes: 

sen (2n-¡i -\- u) = sen u, sen {zniz -f- ^ — u) — sen u. 
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Es fácil ver que la función definida por la ecuación 

dx , 

es monódroma. Solo podría haber excepción en la regla, si x 
se hallase en la proximidad de + i ó — i (119); pero si se 
hace x — 1 — se tiene 

du du 2 

para x — I , l = o. Pero l es monódroma alrededor del punto 
para el que ; = o; luego x es también monódroma alrededor 
del punto para el que x = . i . Se vería igualmente que x no deja 
de ser monódroma alrededor del punto — 1. Así pues, la ecua
ción (2) define á sen x como función de u, monódroma en toda 
la extensión del plano. 

§ 5-° FÓRMULA FUNDAMENTAL DE LA TRIGONOMETRÍA 

122. La fórmula fundamental de la Trigonometría puede 
deducirse del cálculo integral, pues tenemos que 

dx 
f —• = are sen x; 

Jo í i — * * 
y adoptando esta fórmula como definición de are sen-r, se 
tendrá para la integral de la ecuación 

dx dy 
+ - F = = = o, ( I ) 

are sen x + are sen y = are sen c, (2) 

expresando c una constante. Pero se puede integrar de otro 
modo la ecuación diferencial, y escribirla así 

dx^ 1 — y2 d y i i — x l = o 

ó j d x i 1 — j r + / dy Í i — x2 == a, 
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en la que a es una constante; é integrando por partes, 
, /— f / dx dy 

x f \ — f - y n — x2 — \ x y [ + 
] Vn — x- r i —y2 

Pero en virtud de la ecuación diferencial ( i ) 

a. 

x y i — y'2 -\- y } * — x- = a 

y haciendo en (2) x = o, resulta y = c. Haciendo en ( 3 ) 
,r = o, y = c; luego 

x f l — y \ + y — x* = c; ( 3 ) 

llamando sen x á la función inversa de are sen x y haciendo 
are sen x = a, are sen y = b, tenemos ^ - j - ^ = are sen c\ y 
tendremos en vez de ( 3 ) 

sen a Í \ — sen"2 b -|- sen b ^ \ — sen'2 a =? sen {a b). 

§ 6.° MÉTODO GENERAL PARA EL ESTUDIO DE LAS FUNCIONES 

DEFINIDAS POR ECUACIONES DIFERENCIALES 

123. Lema I . Sea f {x) una función sinéctica de la va
riable imaginaria ,r, en el círculo descrito desde x^ como centro 
con radio r. Llamemos M al máximo del módulo de la función 

f [x] en el círculo de radio r. Si en la fórmula 

se sustituye cada elemento de la integral definida por la canti
dad Mdfi, mayor que su módulo, se aumenta el módulo de la 
integral definida, que se reduce á 

M 
moáfn {x0) < « ! —- ; 

Le7na 11. Sea y, z) una función sinéctica respecto á 
x, y, z, hallándose estas variables en círculos de radios r, r ' 
descritos desde ^ ^0 como centros. 
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Sustituyendo análogamente cada elemento por Mdbdü'dü" 
en la fórmula conocida 

-—n i — n 

(27r)3 

se reducirá á 

mod D^+?i,+M7 K , A , 0O) < « ! ^'! ^ 

Z-m¿? / / / . Es fácil componer una función cuyas derivadas 
parciales tengan en x^.y^, z0 valores iguales á los límites asig
nados para los módulos de las derivadas correspondientes de la 
función propuesta / ( x , ? , z). 

Sea, en efecto, la función 
M 

'f z) 

r 
que se desarrolla en serie convergente, mientras que los módu
los de las diferencias x — ,r0, y — y ^ z — za son respectiva
mente menores que r, r \ r". El término general de la serie es 
de la forma 

M - ^0)n(y—^o)n '^ — Zo)n" 

Si se toma una derivada cualquiera, D ^ / ' ^ ' 1 " de la función 
tp [x ,y , z), y se hace en ella x — x0, y = y 0 , z = z0, el tér
mino arriba escrito da 

• - M ' 
n! n' 1 n" 1 

y ll j - U y 

y los resultados dados por los demás se anulan. Luego 
M 

-y-n y ' n ' y"n" \VxJz ? {x, y, z)\Q = n \ n \ n ! 
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Así, en x0, y0, z0, las derivadas de la fanción ¡p son límites 
superiores de los módulos de las derivadas de la función / . 

Para demostrar con auxilio de estos principios debidos á 
Cauchy, la existencia de las funciones integrales, consideremos 
la ecuación 

^ = / { * , « ) ; 

la variable z parte del punto z — s0, teniendo la función el valor 
inicial u0. Supondremos que la derivada f { z , u) es una función 
sinéctica te z y ti en la proximidad de los valores zQ y z¿0. 

Representemos las variables por zQ -\- z, tiQ - f u \ la variable 
partirá de z = o teniendo ZL el valor inicial u = o. Sea M el máxi
mo del módulo de / , y p, r los radios de las circunferencias de si-
nectitud. Si la ecuación admite una integral sinéctica, tendremos 

du 

d'̂ u d f d f du 
dz% dz du dz ( 5 ) 

d*u d^f d'2/ du d ^ f ' l d u ^ 
dz3 dz*- ^ 2 dzdu dz ' du* \dz] 

que se deduce por derivación. 
Supongamos que en los segundos miembros se sustituyan 

los valores de / y de sus derivadas parciales, para ¿r = o y 
/ d u \ 

u — o, por sus módulos. La primera dará el módulo de y — J . 
Sustituyendo este valor en la segunda, se tendrá un límite su-

/d2u\ 
perior del módulo de l "̂ "7 ) • Sustituyendo estos valores en la 

tercera, se tendrá un límite superior del-módulo de l ^ i ^ j > Y 

así sucesivamente. 
En virtud del lema III, las derivadas parciales de la función 
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f (0, ti), para z = o y u = o, tienen valores cuyos módulos 
son menores que las derivadas correspondientes de la función 

M 
a> 0, u) == 

z \ / u 
V V r 

Consideremos la ecuación diferencial 
dv M 
— = cp (¿r, v) === , ( 6 ) 

\ p / \ r 
en la que damos á la función v el valor inicial ^ = o para = o. 
Si esta nueva ecuación admite una integral sinéctica, se obten
drán sus derivadas sucesivas por medio de las ecuaciones 

dv 

d^v dsj dy dv 
dz"2 dz ^ dv dz . ) (7) 

d*v d'1® d'2® dv d'2® / d v ^ dv d'2v 
. • L _ j _ 2 — —(— - I I —(— — 
dz* dz'1 dz dv dz dv2 \ d z / dv dz2 

análogas á las ecuaciones (5). Cuando se sustituye en ellas 
z = o y ^ = o, la función cp y sus derivadas parciales adquie
ren todas valores positivos, por lo que los segundos miembros 

/ dv \ 
son sumas de términos positivos; luego se obtienen para I -— 1 , 

\ d z l ü 
(dHX , 
XdtP/ ' v a l o r e s positivos. Así pues la función v tiene, 
para £ = o, todas sus derivadas reales y positivas. 

Comparemos las ecuaciones (5) y (7). Se ve desde luego que 
í d u \ ( dv \ 

mod <C moc* y f a j ' 3a aS1' sucesivamente; luego, si exis
ten las funciones u y v, las derivadas de la primera, para z— o, 
tienen.valores cuyos módulos son respectivamente menores que 
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las derivadas de la segunda. Pero la función v existe, porque la 
integral de la ecuación ( 6 ) es 

. - Í = - M P L ( i - í ) , ( 8 ) 

anulándose v con z. Esta ecuación define una función implícita 
v que se anula con z, permaneciendo sinéctica para todos los 
valores de la variable z inferiores ó iguales á cierto módulo R 
que se puede asignar, pues la función v permanece monódroma 
hasta que las dos raíces de la ecuación ( 8 ) se hacen iguales, lo 

v 
que sucede cuando la derivada i — - del primer miembro con 
relación á ^ se anula, es decir, cuando v == r. El valor corres
pondiente R de z, se deduce de la ecuación 

R 
2Mp 

Si se llama A al máximo del módulo de v en el círculo de 
radio R, tendremos, según el lema I , 

/ d n v \ A í d n u \ ^ • A 
W ) 0 < K ! R Í ; lues0 m o d t e ) < K ! R ^ 

Resulta pues que la serie 

/ du \ z , íd^uX zl . x 

ordenada según las potencias crecientes de z, es convergente 
para todos los valores de z cuyos módulos son menores que 
R, porque teniendo el término general de la serie un módulo 

/mod ¿V*. , , ^ ^ , • i < ; 1 — - — I A, se ve que, si el modulo de es <.R, la sene de 

los módulos es convergente, y por tanto la serie propuesta. 
Esta serie convergente define una función sinéctica en el círculo 
de radio R. 

Falta hacer ver que la función u definida por la serie ( 9 ) , sa-
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tisface á la ecuación propuesta ( 4 ) . Si en esta ecuación se susti
tuye u por su valor, se tiene por una parte 

du í d u \ (d^t ix z 

~dz = K d z ) ^ v ^ A r + 
0 / Q 

z z'2 
y por otra f {z\ u) = / 0 +/0' - + / / — 4 . 

llamando / , / " , á las derivadas totales de / calculadas por 
medio de las ecuaciones 

r , _ d f \ d f du 

dz du dz 

d H d j du (10) 
dz1 dzdtL dz 

Se hará en estas ecuaciones z = o , u — o, y se sustituirán 
( d u \ / d - u \ 

\ d z ) ' \ d ^ / ' ^ 0 r sus valores deducidos de las ecua
ciones ( 5 ) . 

Pero los segundos miembros de la ecuaciones ( 5 ) y (10) son 
entonces idénticamente los mismos; luego 

fo - U W ; /c - ['di3 

y la ecuación diferencial queda verificada. 
124. APLICACIÓN Á LAS ECUACIONES SIMULTÁNEAS. Sean las 

m ecuaciones simultáneas 

du du 

en las cuales suponemos que la variable z parte de = o, 
teniendo las funciones u, u'\ por valores iniciales cero. 

Las derivadas son funciones sinécticás con relación á z, u, 
u\ , mientras que los módulos de estas variable permane-
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cen inferiores á p, r, r ' , . , . . . Llamemos M, Mj , á los 
máximos de los módulos de las funciones / , }x , em esta 
extensión, y hagamos 

u \ l tí 

r ) \ r ' 

En virtud del lema III, las derivadas parciales de las funcio
nes / , / i , tienen para 0 = 0, z¿ = o, valores cu
yos módulos son menores que las derivadas correspondientes 
de las funciones M?, M1?, . . . Si se comparan las ecuaciones di
ferenciales propuestas á las ecuaciones diferenciales simultáneas 

d v . v d v ' ' • , . 
— = M-f (z, v, v\ ), — = M, cp (0, ^ ^ , ), 
d z d z 

se verá, como anteriormente, que las derivadas 

í d u \ ( d u \ { d i u 

\ d z } ¿ \ d z j ¿ ' \ d ^ j ; \ dz1 

deducidas de las primeras por un cálculo sucesivo, tienen mó
dulos menores que las cantidades reales y positivas 

í d v \ / d v ' \ / d ' 2 v \ / d 2 v ' \ 

que se deducen de las segundas por un cálculo análogo. 
Pero estas últimas ecuaciones pueden integrarse fácilmente, 

pues se tiene desde luego 

d v dv ' v v 
—- = —— = de donde — = — = = k. 
M M, M M, 

Si se sustituyen los valores de ^, ?/, en una de ellas 
resulta 

/ M \ / M, \ d z 

( * - v * ) 0 - 7 ^ ) ^ = r r z ' (I2) 
o 
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ó integrando: 

& - [ - + - 4 + -

\ r r I 2 

/ M M , \ k + \ ^ + h - = - ^ l I - 7 Í - <I3) 
Esta ecuación define una función k que se anula con z, per

maneciendo sinéctica hasta cierto módulo R. Si se llama A al 
máximo del módulo de la función k en esta extensión, se tiene 

l d n k \ A 

y se tendrá con mayor razón, 

d n u \ MA M.A 
mod I —— ] < i n \ ——, mod -3— ] . 

Resulta pues, que las series 

d u \ z_ ld->u\ ^ _ 1<M\ z_ 
d z j 0 1 + U w o 1.2 • ^ - u J 0 1 •••• 

son convergentes para todos los valores de z cuyo módulo es 
menor que R. Estas series definen funciones sinécticas en el 
círculo de radio R, y satisfacen á las ecuaciones diferenciales 
propuestas. 

Es fácil obtener el valor del radio de convergencia R. Anu
dándose la función con z, permanece monódroma hasta que se 
hacen iguales dos raíces de la ecuación (13). Esto se verifica 
cuando la derivada del primer miembro de la ecuación (13), con 
relación á v, se anula. Los valores de k que anulan á esta de-

r r 
rivada, son " ¡ ^ j ^ - > Sustituyendo el menor de estos valo-

res en la ecuación (13), se deducirá el valor correspondiente R, 
real y positivo, de z. 

125. CASO DE SER INFINITA LA DERIVADA. Süpongamós que 
se parte del punto ¿r0 con el valor inicial ^ 0 , y que al llegar la va-
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riable al punto la función adquiera un valor ux tal, que para 
z — Zy y « ; = ^ la derivada ¿r) se haga infinita, de modo 

i 
que su inversa ~ quede finita y continua en la proximi-

dad de estos valores. Hagamos 

2 = 21 + 2 , U = M Í - \ - U ' de donde — = / ( u , - { - u ' , + z ' ) . 

Si se considera á z ' como función de u' , esta función deberá 
satisfacer á la ecuación diferencial 

d z ' i 

y admitir el valor inicial 0' = o para u ' — o. 
Permaneciendo finita y continua la función 

/ ( ^ + U , Z í + 0') ' 

es desarrollable en una serie convergente, ordenada según las 
potencias crecientes de u ' y z \ á e manera que 

dz' 
— = a u , m -f- dz' -f- c u ' z ' 4- c z ' * - f (14) 

Si el segundo miembro no contuviese un término indepen
diente de ¿r, la ecuación diferencial podría escribirse bajo la forma 

dz' 
— z {b Ar c u - \ - ez' - \- ) 

de la que se deduciría 

z 

1 
z 1 

log — = / {b + c u ' + ez + ) d u , 

llamando z \ al valor de ¿rque corresponde á U { . Cuando z ' y u ' 
tienden hacia cero, el segundo miembro tiende hacia un valor 
finito, mientras que el primero crece indefinidamente. En esté 
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caso la ecuación diferencial no admite ninguna integral que se 
anule con z . Por consiguiente, la serie contiene por lo menos 
un término independiente de z'\ y representaremos por ai¿m 
aquél de los términos de este género que tenga menor grado. 

Con el valor inicial ¿r' = o para u' — o, la ecuación dife
rencial (14) define una función de u' sinéctica en la proximidad 
de u' = o, y, por consiguiente, desarrollable en serie conver
gente, ordenada según las potencias enteras y crecientes de t i . 

Sea / = A0Ma + A 1 2 ¿ a + 1 + . . 

esta función. La ecuación diferencial debe quedar satisfecha, si 
se sustituye dicho valor en vez de z\ y se tendrá 

A0aw'a—1 + A1 (a + 1) - f == au!™ + M 0 ^ a + 

Identificando estas dos series, iguales para todos los valores 
de u' inferiores á cierto módulo, se determinarán los exponentes 
y los coeficientes de la serie z . Así tendremos 

a a 
a = M + I , Ao a m -\- l ' 

a 
de donde zr — ¡—u'm + x + . . . . i \< \ 

m -f-1 • • < 
Recíprocamente, si se considera u' como una función de z', 

esta función quedará determinada implícitamente por la ecua
ción (15). A cada valor muy pequeño de z' corresponden (m-\-i) 
valores muy pequeños de u , que son sensiblemente.iguales á 
los de la ecuación binomia 

1 
^ «•m+1 = z', siendo aproximadamente u — Bt]z'm+1, 

1 

expresando B0 la cantidad I I 

Hagamos z' = p /J i , y llamemos U'Q, U ' ^ u'm á los tn - f I 



3 ^ 8 LIBRO 2.° CAPÍTULO V 

valores de t i ' dispuestos según los vértices de un polígono re
gular, á saber: 

_ i e¿_ _ i _ 6 + 2 ^ . 
^'o = B0 p ^ + i ^ ^ + i , = Bo p,w+1£'"™+r\ 

1 S + 2ÍW7Ü . 
U m = B0 C«» + l ^ Wi + l 

Cuando el punto 0' describe una circunferencia muy pe
queña alrededor del punto 0' = o, el argumento aumenta en 
27:, se cambia en uv u'A en « '„ um en luego. 

TEOREMA 11. Cuando, para im sistema de valores simultá
neos z, 7 u,, la derivada se hace infinita, si se expresa por m el 

orden de la primera derivada parcial de la función — con relación 

á u qne no se anula, la integral u adquiere m - f 1 valores que se 
permutan entre sí circularmente, cuando la variable z gira alre
dedor del punto z,. Después de m + 1 vueltas, la función vuelve 
á su valor primitivo. 

Las funciones algebraicas estudiadas por Puiseux entran en 
esta categoría (*); y en efecto, cuando en un punto del plano la 
ecuación admite raíces iguales, la derivada se hace, en general, 
infinita. 

§ 7.0 APLICACIÓN Á LAS FUNCIONES SIMPLEMENTE PERIÓDICAS 

126. FUNCIÓN ez. Sea la función definida por la ecua
ción diferencial 

du 
~ d z ^ U . W 

que admite el valor u = 1 para 0 = o. Por ser la derivada una 
función sinéctica de u, mientras que u conserva un valor finito, 
la función integral u permanece función monódroma de z. Pero 

(*) Briot et Bouquet Théorie des fonctions douhhmentpériodiques. 
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esta función no se hace infinita por ningún valor finito de 0, por
que hallándose dada la función inversa por la integral definida 

í u du 
— > (2) 

si ti se aleja al infinito según una línea cualquiera, z va también 
al infinito. Permaneciendo finita, continua, monódroma y monó-
gena la función u definida por la ecuación diferencial, para todos 
los valores finitos de 2, es una función sinéctica de z en toda la 
extensión del plano. 

Dicha función es periódica, porque á un mismo valor de u 
corresponden todos los valores que puede adquirir la integral 
definida (2), cuando se va del punto 1 al punto u por caminos 
distintos, y por hacerse infinita la función colocada bajo el 
signo / para u — o, todos estos caminos pueden reducirse al 
camino rectilíneo aumentado en un número cualquiera de veces 
el contorno elemental que envuelve al punto u = o. Si pues z 
expresa la integral rectilínea y w la integral á lo largo del con
torno elemental, se ve que á cada valor de u corresponde una 
infinidad de valores de z en progresión aritmética, esto es, 
z -f~ mu, siendo m un entero cualquiera positivo ó negativo; 
luego u es una función simplemente periódica de z, cuyo pe
riodo o) tiene el valor 2n¿. La función u no es más que la fun
ción <?~, cuando 2 es real, y conviene representarla con el 
mismo signo, cuando z es imaginaria. 

Sea ul el valor de la función para un valor determinado 
de la variable. Hagamos z = zi-\-z', u ~ u x u \ siendo z' una va
riable y u' la nueva función. La ecuación diferencial 

du! 
se reduce á -—- === u \ y todavía u' = 1 para z' — o; 

u,Z 
luego u' = ez\ lo que da la relación fundamental 

Si trazamos, en el plano, paralelas al eje o.r, á 
igual distancia 2-K las unas de las otras, estas paralelas dividirán 
al plano en bandas iguales. Cuando 5! se mueve en una de ellas, 

24 
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la función ez pasa por todos los valores posibles y una sola vez 
por cada uno, haciéndose infinita, si z se aleja al infinito hacia la 
derecha, y nula si se aleja hacia la izquierda. Cuando z pasa de. 
una banda á otra, la función vuelve á tomar periódicamente el 
el mismo valor. 

127. FUNCIÓN tg. z. Sea la ecuación diferencial 

du • ., 

^ = I + a5 « 
que admite el valor inicial u = o para z — o. 

Siendo la derivada una función sinéctica de u, la integral u 
permanece monódroma, mientras conserva un valor finito. Pero 
puede suceder ahora que u se haga infinita para un valor finito 
de 2, porque la integral definida 

tiende hacia un valor finito cuando ii se aleja al infinito en una 
dirección cualquiera. Se.a pues a un valor finito de z que hace á 
u infinita. Para ver lo que sucede en la proximidad de este punto 

2 = a, haremos 0 = a 4- 3' u — — y la ecuación diferencial 
v • 

se reduce á 
dv 
^ = - ' i + n (5) 

reduciéndose v á cero para z' = o. Permaneciendo la función v 
monódroma en la proximidad de 5 = a, lo mismo sucede á ti. 
Así, la ecuación diferencial propuesta define una función de z 
monódroma en toda la extensión del plano; pero no es sinéctica 
porque se hace infinita para valores finitos de z. 

Dicha función es periódica, A un mismo valor de u corres
ponden los valores de z dados por la integral definida ( 4 ) , en la 
cual debe suponerse que la línea de integración toma todas las 

formas posibles. Haciéndose infinita la función — ; — r , para 
I + ^ 
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u = -\- i y u = — z, todos los caminos pueden reducirse al 
camino rectilíneo aumentado en un número cualquiera de 
contornos elementales, alrededor de uno ú otro de los puntos 
ti — Ar iy = — i . Estos dos contornos elementales dan la 
misma integral OJ = ^ y á cada valor de tt 
corresponden los valores z -f- m<». Así la 
función u es simplemente periódica y el pe
ríodo es TT. Se expresa esta función por el 
signo tg porque para los valores reales de 0 se confunde con 
la tangente trigonométrica del ángulo z. 

Si se trazan paralelas al eje de las j , á la distancia TT unas de 
otras, dividirán el plano en bandas iguales. Cuando z se mueve 
en una banda, la función tg z pasa por todos los valores posibles 
y una vez por cada uno de ellos. Cuando la variable pasa de 
una banda á otra, la función vuelve á adquirir periódicamente el 
mismo valor. La función tg^ solo tiene un cero y un infinito en 

Tt 

cada banda, en la primera el cero es 0 = 0 y el infinito 0 = —. 
2 

La función tg z es impar, porque si en la integral definida 
(4) se hace marchar á zi según dos caminos opuestos, respecto 
al origen u — o, se obtendrán para z valores iguales y de sig
nos contrarios. Así 

tg ( - z) = — tg*;. 
128. F UNCIONES sen z Y eos z. Sea la función definida pol

la ecuación diferencial 

du • 
— = ^G{u — a){u — ó), (6) 

que admite el valor inicial u = o para z = o. Se da además el 
valor inicial de la derivada que expresaremos por U,;. Para es
tudiar la función inversa 

_ íu du 

Jo Gf (u — a) O — b) ' 

señalaremos en el plano dos puntos a y b que corresponden á 
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los valores u = a, u — b. Expresemos por (A) el contorno ele
mental que se obtiene cuando la variable ti va en línea recta 
desde el origen O hasta un punto muy próximo del a, describe 
una circunferencia muy pequeña alrededor de este punto, y 
vuelve al origen por la misma recta. Expresemos por (B) el 
contorno elemental que envuelve el punto b, y llamemos A y B 
á los valores obtenidos por la integral definida, cuando la va
riable u describe cada uno de estos contornos con el valor ini
cial U0 del radical. 

Observaremos desde luego que la integral relativa á cada 
uno de los círculos pequeños es infinitamente pequeña. Cuando 
la variable u, después de haber recorrido la recta 0 « , describe 
una de las circunferencias alrededor del punto a, el radical cam
bia de signo y vuelve al origen con el valor —U0. En la se
gunda parte del movimiento, la recta aO se recorre en sentido 
contrario con un radical cambiado de signo, y por consiguiente 
los elementos de la integral se reproducen con el mismo signo, 
por lo que la integral A, relativa al contorno elemental (A) es 
igual á dos veces la integral rectilínea según Oa. Lo mismo se 
dirá respecto al contorno elemental B. 

Esto sentado, todos los caminos que van del origen O á un 
punto cualquiera M, pueden reducirse al camino rectilíneo, pre
cedido de una combinación cualquiera de los contornos elemen
tales (A) y (B): 1.° Los que se reducen al camino rectilíneo OM, 
sin pasar por ninguno de los puntos a y b, dan la integral recti
línea que llamamos z. 2 ° Los que se reducen al contorno ele
mental (A) seguido del camino rectilíneo OM, dan la integral 
A — e, porque al cambiar de signo el radical, después de haber 
recorrido el contorno elemental (A), el camino rectilíneo da un 
resultado de signo contrario — z, lo que hace A — z. 3.0 Los 
caminos que se reducen al contorno elemental (B), seguido del 
camino rectilíneo OM dan B — z. 4.0 Si la variable u describe 
primero el contorno elemental (A), después el contorno elemen
tal (B) y por fin el camino rectilíneo OM, el primer contorno 
dará A; habiendo cambiado el radical de signo, el segundo 
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dará — B, y por cambiar el radical por segunda vez de signo, 
vuelve á tomar en el origen su valor primitivo + U 0 ; de manera 
que el camino rectilíneo dará de nuevo el valor 0, en resumen, 
A — B - f En general, el doble contorno elemental (A) + (B), 
precediendo á un camino cualquiera, aumenta la integral en una 
cantidad constante w = A — B. Y como puede introducirse 
este doble contorno cuantas veces se quiera, se añadirá á la 
integral un múltiplo cualquiera de w. 

Hemos encontrado pues, una primera serie z + y ense
guida un segundo valor A — z que aumentado en un múltiplo 
cualquiera de w, da una segunda serie A — ¡2 -f- mu. El tercer 
valor B — z entra en las series anteriores, porque se tiene 
B — z = A — z — co. 

Resulta pues, que á cada valor de u corresponden dos series 
de valores de z, á saber, z + fm» y A — z - f mu en progresión 
aritmética. Así la función u definida por la ecuación diferencial 
es simplemente periódica. En cada banda la función pasa dos 
veces por el mismo valor, y la suma de los dos valores de z, 
que en cada banda dan el mismo valor de u, tienen una suma 
constante A, abstracción hecha de los múltiplos del período co. 

La ecuación particular 
du . 

á la que se unen las condiciones u = o y U 0 = 1 para z = o , ori
gina la función sinéctica impar y simplemente periódica llamada 
sen z. Siendo la integral rectilínea desde ̂  = 0 hasta u = 1 igual á 

se tiene A = 7r, por otra parte B = — A; luego (0 = 271. 

A cada valor de u corresponden dos valores de z, cuya suma 
constante es igual á TT. Se tiene pues la relación 

sen (TI —• z) = sen z y por tanto sen (TC - } - z) = — sen z 

Si se hace u' = f i — u*, la ecuación diferencial se reduce á 
du . „ 
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teniendo u' el valor inicial u = i para 0 = 0 , esta nueva fun
ción u-, sinéctica con relación á 0 y simplemente periódica, se 
llama eos z. 

1 2 9 . PROPIEDADES. Una función simplemente periódica, 
monódroma y monógena se hace infinita, por lo menos una vez 
en el intervalo de cada período. Esta función debe también ha
cerse nula y pasar por todos los valores posibles. 

La más simple de todas las funciones simplemente periódi-
27U 

cas es la función sinéctica que admite el período w. Si se 
divide el plano en bandas iguales por rectas paralelas á una di
rección arbitraria, trazadas á la distancia w, la función adquiere 
periódicamente el mismo valor en cada una de las bandas, en los 
puntos correspondientes, es decir, situados en una paralela á 
una misma dirección y á la distancia w unos de otros. Dicha 
función solo pasa una vez por el mismo valor en cada banda, 
se hace infinita para ¿r = -|- 00 y nula para z = — co . 

2JTZÍ 
"KZ P ^ T 

La función tg — = 
e --1- 1 

como la precedente, no pasa más que una vez por el mismo 
valor en cada banda. Admite un solo infinito y un solo cero 
simples en cada banda. 

Por medio de una función monódroma, simplemente perió
dica. cp(£r) con un solo infinito, se pueden formar funciones sim
plemente periódicas, con el mismo período, y en cada período 
infinitos cualesquiera a, ¡3, y, y ceros cualesquiera en igual 
número a, b, c, Basta para ello tomar la función 

cp iz) — o - O ) 9 O ) — 9 [b) 

Cuando una función monódroma y monógena tiene una in
finidad de infinitos colocados en línea recta y á igual distancia, 
y una infinidad de ceros colocados también en una misma línea 



TRANSCENDENTES POR INTEGRACION 3/5 

paralela á la precedente y á igual distancia, esta función es sim
plemente periódica porque se puede formar una función simple
mente periódica con infinitos y ceros dados, 3̂  según el teorema 
V (pág. 238, t. IX), la función propuesta será igual á esta fun
ción periódica multiplicada por una cantidad constante. 

Mas generalmente, consideremos una func ión / (» cuyos in
finitos y ceros se hallen dispuestos por grupos iguales y equi
distantes según Una misma dirección. Vamos á ver que en cada 
grupo hay tantos ceros como infinitos, pues si suponemos que 

/ ( ¿ r ) contiene más ceros que infinitos, se podrá formar una fun
ción F (z) simplemente periódica que admita todos los infinitos 

f ( z ) 
de f{z ) y una parte de los ceros. El cociente = , por no tener 

B(s) 
ya infinitos, será constante; luego f { z ) no puede tener más ceros 
que F{z). Supongamos al contrario, que f (z) tenga menos ceros 
que infinitos; formaremos una función simplemente periódica 
F ^ ) que admita todos los ceros de f { z ) y una parte de los in-
; . F O ) 

finitos; y por no tener el cociente —— infinitos, será constante; 
/ ( » 

luego/( i?) tiene tantos ceros como F{z); y f { z ) tiene tantos 
ceros como infinitos. Si llamamos F {z) á la función simplemente 
periódica que admite estos ceros é infinitos, el cociente ^-—^ es 

F O ) 

constante y f(z) es simplemente periódica. 
Si la función periódica no fuese monódroma y tomase m 

valores para cada valor de z, sería raíz de una ecuación de 
grado m, cuyos coeficientes fuesen funciones periódicas monó-
dromas; porque toda función simétrica de los m valores de la 
función, es una función monódroma. 

Se puede pues caracterizar el orden ó grado de una función 
simplemente periódica por el número de infinitos que admite en 
cada banda. Si es monódroma y admite n infinitos, se expresará 

2-RZÍ 
por una función racional en ^ tü del grado n. 
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§ 8 . ° NOCIONES DE LAS FUNCIONES DOBLEMENTE PERIÓDICAS 

130. ORIGEN. Sea la función definida" por la ecuación 
diferencial 

du , — , 
-— =^ ]' G{u — a) [u — b) {ti — c) 
dz 

con el valor inicial w = o para ^ = o, y propongámonos es
tudiar la función inversa 

z == 
o Í Q{u —a) {ti — b) \ u — c) 

131. Los PERÍODOS. Señalemos en el plano que sirve para 
representar la variación de u los tres puntos a, b, c. Designemos 
por (A), (B), (C) los tres contornos elementales correspondien
tes, y llamemos A, B, C á los valores de la integral definida re
lativa á estos contornos. Todos los caminos que van desde el 
origen á un punto cualquiera del plano M, pueden reducirse al 
camino rectilíneo OM, ó á este camino rectilíneo precedido de 
uno de los contornos elementales ó de una combinación de estos 
contornos. Llamemos z k la integral rectilínea OM. Todos los 
caminos que se reducen al camino rectilíneo, sin pasar por uno 
de los puntos a, b, c, dan el mismo valor z. 

Supongamos que la variable u describa desde luego el con
torno elemental (A); por cambiar el radical ¿ e signo, volverá al 
origen con el valor —U0, de manera que, si u recorre enseguida 
el camino rectilíneo OM, la integral tomará el valor —¿f, en re
sumen A.—z. Supongamos ahora que la variable, después de 
haber descrito el contorno (A) describa otro contorno elemental 
(B). Por un segundo cambio de signo, el radical volverá al ori
gen con su valor inicial y la integral tendrá entonces el valor 
A — B . Si se marcha enseguida, siguiendo un camino cualquiera, 
se ve que la integral quedará aumentada en la cantidad cons
tante A — B ; de manera que si se sigue después el camino rec
tilíneo OM, se tendrá A — B - j - ^ . 
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Pudiendo la variable u describir el doble contorno ( A ) -f- (B) 
tantas veces como se quiera, la integral quedará aumentada en 
un múltiplo cualquiera de la cantidad constante w = A — B , que 
constituye así un período. Se tendrán además otros dos períodos 

= A — C, OJ" = B — C; pero como w" = 0 / — w, este ter
cero entra en los dos primeros. Si se recorriese dos veces suce
sivamente el mismo contorno ( A ) , se volvería al valor inicial U0 
del radical, pero el valor de la integral A — A sería nulo; por 
consiguiente solo existen los dos períodos obtenidos. 

Resulta pues, que á cada valor de u corresponden dos series 
de valores de z, representados por las fórmulas 

z - [ - m w + m' , A — ^ - f m co -(-

en las cuales m y m expresan números enteros cualesquiera 
positivos ó negativos. Los valores B — z, C — z, que se ob
tendrían recorriendo al principio uno de los contornos (B) ó (C), 
y después el camino rectilíneo Ü M , entran en la segunda serie; 
porque 

B = A - f - B — A = A — w, C = A + C - A = A — o / . 

Recíprocamente, u es una función monódroma de z, doble
mente periódica; y cuando la variable z aumenta ó disminuye 
en una de las cantidades co y o/, la función vuelve á adquirir su 
primitivo valor. 

En el plano que sirve para representar las variaciones de z, 
tomaremos á continuación unáfe de otras, las longitudes oo,, 
0,02, o2o3, iguales al primer período w y las longitudes 
00', o'o", o" o'", iguales al segundo período o/; y si traza
mos por los puntos o, o', o", paralelas á oo, y por o, o,, 
o*, paralelas á 00', quedará dividido el plano en paraleló-
gramos iguales, en los cuales la función u adquirirá periódica
mente el mismo valor. 

En cada paralelógramo, la función u pasa dos veces por to
dos los estados de magnitud, y la suma de los dos valores de z,. 
que corresponden al mismo valor de u, es constante é igual á A , 
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despreciando los múltiplos de los períodos. La función, en cada 
paralelógramo admite dos ceros simples z = o, z = A y un 

A 
infinito doble z — —. 

2 
132. PROPIEDADES GENERALES. Para que existan dos pe-

riodos, es necesario que la relación — sea imaginaria, porque de 

otro modo, teniendo las dos cantidades geométricas la misma 
dirección, los paralelógramos se reducirían á rectas, lo que es 
fácil ver directamente, pues, siendo (0 = W y w ' = «'<*>", donde 
n y n son primos entre sí, tendremos 

ptá + = + Qn') ü)'<' 

las combinaciones de los dos períodos son múltiplos de o / , y re
cíprocamente por poderse elegir / y ^ de modo que pn + qn' 
sea igual á un entero dado, estas combinaciones darán todos 
los múltiplos de w". Así, los dos períodos w y w- se reducen al 
período w", y la función es simplemente periódica. 

Se pueden elegir de infinidad de maneras los periodos de 
una función doblemente periódica. Para fijar las ideas, supon
gamos que la función sea monódroma y monógena. Sea o un 
punto cualquiera del plano para el que la función tiene el valor 
uu y la derivada el valor u \ . A este punto corresponde una in
finidad de otros puntos para los que la función y su derivada 
vuelven á adquirir los mismos valores u0 y u'0. Unamos dos 
cualesquiera de estos puntos o y o^ Si en la recta oo, y en el 
intervalo que comprende no existe ningún otro punto, se podrá 
tomar la magnitud geométrica 00; como un primer período w, 
porque al tener la función y su derivada el mismo valor en o y 
o,, si se mueve la variable z, á partir de estos puntos, según 
rectas iguales y paralelas, la función y su derivada tendrán los 
mismos valores en los puntos correspondientes. Resulta pues, 
que en la recta indefinida determinada por o y ó , , existe una 
infinidad de puntos correspondientes o, o^ o2, separados 
por el mismo intervalo w. Si ahora hacemos moverse la recta 
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paralelamente á su posición primitiva, hasta encontrar á otro 
punto o', en esta nueva posición contendrá una nueva fila de 
puntos correspondientes, separados por el mismo intervalo w. Si 
se unen dos puntos o y o', la magnitud oo' podrá servir de se
gundo período, etc. La función y su derivada tienen los mismos 
valores en los puntos homólogos de los paralelógramos forma
dos. Uno cualquiera de éstos se llama paralelógramo elemental. 

Sean ¿Ú y, w' ciertos períodos que forman un paralelógramo 
elemental. Siendo otros dos períodos MX W'., magnitudes geomé
tricas que van del punto o á dos puntos homólogos, se tendrá 

Para que estos dos períodos puedan reemplazar á los otros 
dos y formar un nuevo paralelógramo elemental, es necesario 
desde luego que p y q sean primos entre sí, como p ' y q', y 
además que, recíprocamente OJ y a>' combinaciones de Ü)1 y o/,, 
lo que exige que los números enteros p, q, p \ q' verifiquen la 
la relación pq' — qp' — ±_ i . 

Esta condición expresa que los dos paralelógramos son equi
valentes. En efecto, sean 

w = « + bi' = a' -\- b'i'\ 

el área del primer paralelógramo es —ba'), y la del segundo 

+ [ ( / ^ + {P'b + qb') - {pb -h qb') {p'a + q'a)] = 
+ {pq' —qp') {ab' — ba). 

Si la condición pq' — qp' = + I no se hubiese verificado, 
el nuevo paralelógramo sería'demasiado grande, y se compon
dría de varios elementales. 

Sea el paralelógramo o O i O ' , 0 ' . Conservando el primer pe
ríodo w y tomando por segundo la recta que une o con un 
punto cualquiera o', de la segunda fila, se obtiene un nuevo pa
ralelógramo elemental oo^'so', equivalente al primero; los nue
vos períodos son w y OJ' - f - / t o , lo que añade á uno de los pe
ríodos un múltiplo del otro. 
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Se vería que se puede pasar, por una serie de transformacio
nes, de los períodos w y w ' á los períodos equivalentes w, y o / , . 

133 . PROPIEDADES.—TEOREMA I . E l residuo integral de 
toda función doblemente periódica, nionódroma y monógena, rela
tivo a l área de un paralelógramo elemental, es nulo. 

Sea el paralelógramo formado por los dos períodos AB y AC. 
Consideremos el residuo integral de f { z ) relativo al paralelógra
mo ABCD y la integral definida tomada á lo largo de un con
torno en el sentido ABDC. Siendo la función f{z ) la misma á lo 
largo de los lados opuestos AB y CD; pero como los lados 
opuestos están recorridos en sentido contrario, la integral defi
nida es nula, y por consiguiente el residuo integral es nulo (*). 

• TEOREMA II. Toda función doblemente periódica, monódroma 
y monógena admite por lo menos dos infinitos en cada paraleló-
gramo elemental. 

En efecto, siendo periódica lá función, admite un primer in
finito en cada paralelógramo. Si soló tuviese un infinito simple 

— a en un paralelógramo, se escribiría así: 

no haciéndose infinita la función o {z) en dicho paralelógramo; y 
siendo el residuo integral en éste igual á A, no sería nulo; luego 
hay por lo menos un segundo infinito. 

Si la función doblemente periódica admite dos infinitos sim
ples, z — a, 0 — ¡3 en un paralelógramo, se podrá escribir bajo 
la forma 

A B 
f { z ) = 1 ñ + * {z), 
• / w z — a z — p ' 

no haciéndose ? (z) infinita en este paralelógramo; para que el 
residuo sea nulo, será preciso que B = — A. Si la función ad
mite un infinito doble, se tendrá 

(*) Este teorema es debido á Hermite 
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TEOREMA III. Cada paralelógramo de los períodos contiene 
tantos ceros como infinitos. 

, - , / ' ( ^ Sea la función r, x . Esta función doblemente periódica, no 
/ O ) 

admite como la propuesta f {z) más que infinitos simples, á 
saber, los ceros y los infinitos de la función / ( z ) , pues si a es 
un cero de grado p de f {z) se tendrá 

f { z ) = { z - a ) ^ { z \ 

no haciéndose cp {z) ni nula ni infinita para z — a\ luego 

/ » = P 
/ (^) ^ — « 9 (̂ ) ' 

- ' / ' ( ^ Así, la cantidad ¿r es un infinito simple de la función -7— ,̂ v 

el residuo de esta función, relativo á ^ es igual á p. 
De igual manera, si a es un infinito de grado q de f {z), 

se tendrá 

/ ( * ) a)-

no siendo cp (V) ni nula ni infinita para ¿r = a; y tendremos que 

f ' { z ) q _ , < (£) _ 
/ ( ^ ^ — a + <p ; 

de manera que la cantidad a es un infinito simple de la función 
/ (^) 
j y el residuo correspondiente es igual k — q. 

f ¥) En fin, puesto que -—— es doblemente periódica, el residuo f\z) 
integral de esta función, relativo al área del paralelógramo es 
nulo, luego se tiene 

£¿> — = o ó = ILq. 

COROLARIO. Sea n el número de los infinitos de la función 
/ O ) en cada paralelógramo, el número de los ceros será tam
bién n. La función f (z) — u que tiene n infinitos, tiene también 
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n ceros, lo que manifiesta que / { z ) pasa n veces por un valor 
cualquiera u. 

Resulta pues, que puede caracterizar el orden de una fun
ción doblemente periódica el número de sus infinitos en cada 
paralelógramo, porque este número indica cuántas veces pasa 
la función por cada valor. 

§ 9.0 NOCIONES DE LAS INTEGRALES Y FUNCIONES ELÍPTICAS 

134. DEFINICIÓN. Se llaman integrales elípticas á los tipos 
más sencillos á que pueden reducirse las expresiones de la forma 

V = / Y { x , y ) d x , (1) 

en la que F es una función racional de x z y y ésta un radical 
de la forma 

y = i a + bx + cxl + dx* + ^r4 = R, 

pudiendo también ser la cantidad subradical de tercer grado. 
Hasta Fagnano, y Legendre solo se habían estudiado las 

transcendentes más simples, consideradas como integrales de 
ciertas diferenciales algebráicas; pero Legendre estudió las nue
vas transcendentes 

E (¿, p̂) = — ^ sen-Wci-
o 

j 0 / i —^sen2cp 

á las que llamó integrales elípticas, porque la primera permite 
valuar los arcos de elipse, cuya excentricidad es k, y la segunda 
por su analogía de expresión con la primera, especialmente de 
sus diferenciales, dependientes del parámetro amplitud, y del 
parámetro k, módulo, no debiendo su existencia dichas integrales 
á ningún hecho algebráico ó geométrico elemental, sino á su 
propiedad de integrales. 
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Además calificó las integrales de completas y las representó 

por F1 {k), E 1 ^ ) cuando la amplitud ? tiene el valor - , para la 

que el radical — ¿- se^7 toma tan solo una vez, bajo el 

signo /, todos los valores comprendidos entre i y f\ ~ J ,̂ pol

los cuales volvería á pasar, pero en orden inverso, cuando \ pa-

sara desde - hasta TT, después en el directo desde x = TT hasta 
371 

'í = ^ - ' ••• De manera que las funciones E y F crecen en 2E1 

y 2F1 cada vez que la variable cp aumenta en TT, y además toman 

valores equidistantes á una y otra parte de E, y de F, para va

lores de cp equidistantes á una y otra parte de - ; y por consi- ' 
2 

guiente no hay más que calcularlas directamente en el intervalo 

comprendido entre c? = o y 9 = ^ . Para calcularlas basta des

arrollar en series convergentes según las fórmulas 

2 2 4 3 2 4 "" 2n 2n — 1 

— ^ ^ i + i ^ + + i i + i 3 2 n — i 
U — u 2 2 4 ^ 2 4--- 2n U + 

1 
las dos funciones bajo el signo /, (1 — ^ sen2 ?)±y , lo que es 
posible, por ser k y sen o menores que la unidad; y si multipli
camos por d'h indicando además la integración de cada término, 
tendremos 

1 ^ 1 3 ^ 

(3) 
2 ^ 0 2 4 3 7 , i - •••^ 

F ^ , + ^ 2 / o , s e n ^ ^ + ^ ^ / / s e n S ^ + . .. 

Pero en el cálculo integral se ve, empleando la integración 
por partes, que las integrales de la forma P s e n ^ ^cp se desdo-

0̂ 
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blan en términos, funciones enteras de sen cp y eos cp y en otras 
integrales análogas, que se reducen finalmente á la integral 

p sen0 co¿/cp == cp, y por consiguiente los segundos miembros de 
JO - •' 
(3 ) llegarán á quedar libres del signo / y desarrollados en senes 
convergentes, cuyos términos serán simplemente trigonométri
cos ó algebráicos, y se obtendrá: 

La integral. F ' ^ ) menos complicada es la llamada por Le-
gendre de primera especie y la E1 {k) es la integral elíptica de 
segunda especie, según ya se vio (pág. 3 9 ) . 

Para calcular estas integrales y formar una tabla de sus va-
lores, Legendre empleó el módulo complementario /£' = | / i — k 1 , 
que le condujo á una serie muy convervente según las poten
cias de k'- tg"3 í (*). 

Para dar una idea de los procedimientos que se han em
pleado en el cálculo de las integrales elípticas, se puede re
cordar la transformación de Lauden, cuya aplicación repetida 
indefinidamente á la integral de primera especie V{k, cp}, hace 
tender al módulo hacia cero, lo que condujo á Gauss á una im
portante expresión de la integral completa F1^). 

Si dividimos por a la función F cp) que se reduce á 
ñ _^p 

j0 icos1 cp + (1 sen2 cp ' 
F (¿, <p) . . , 

de manera que se escriba el cociente — - — bajo la forma 
dy 

y d1 eos2 cp -4- ̂  sen2 cp 
( 4 ) 

(*) Véase Boussinesq üours d'Analyse infinitesimal, Cal. integ. part élém., pág. 85. 
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en la que la b representa la cantidad positiva ¿z ]/ i — ^; se 
trata de sustituirla por una integral de la forma 

] o Íd\ eos2 a, + sen2 ^ ' 

cuya amplitud cp, se halle comprendida entre o y —, si la pro

puesta o está 3̂ a comprendida en el mismo intervalo, expresando 

ax y respectivamente las dos medias de los dos números dados 

a y ^ la una aritmética = — {a -f- b) y la otra = ^ab 

geométrica. Como se tiene idénticamente 

b\ = — — ^ = 1 

y por consiguiente 

c r i — ¿21 l a ; — «í» i 
^ — ¿ - = 4 « + ¿ ^ 4 ' 

la diferencia ¿z'2, — b'1̂  será á lo más un cuarto de la diferencia 
análoga en la integral propuesta. Luego, repitiendo la transfor
mación un número Suficiente n de veces, se llegará á una inte
gral de la misma forma, pero en la que, bajo el radical de la di
ferencial por integrar, el coeficiente del cuadrado del coseno de 
la variable no exceda al del cuadrado del seno de una cantidad 

, d2 — 32 

inferior á ^n— tan pequeña como se quiera, sin que estos 

coeficientes, evidentemente comprendidos entre a? y b2, tiendan 
á anularse, de modo que el cuadrado del módulo, relación de la 
diferencia de los dos coeficientes al mayor de ellos, se aproxime 
indefinidamente á cero. 

Dicha relación, que se ha de establecer entre cp y cp1 es 

sen * sen yx 
= ; , ( 6 ) 

a + — ¿2i sen2 cp, 

25 
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sen -f 
la que da una relación igual á la cantidad esencialmente 

sen tpi 
positiva 

a a , a 
decreciente de — á , = i 

a, + /«21 - b \ sen2 -f, ay + — ¿21 

cuando crece de o á —; lo que hace variar gradualmente a cp de 

o á — al mismo tiempo que ¡p.,, permaneciendo inferior en el 

intervalo. De (6), donde a puede sustituirse por + l^2, — b'\, 

se deduce para eos f = n — sen2 9, la expresión 

j/^2! eos2 - f ¿"1 sen2 cp1 
eos íp = eos â !. (7) 

¿Í! + l^2, — ¿"̂  sen2 o, 
Diferenciando (ó) resulta 

eos '¿do a. — Í a \ — b̂ ^ sen2 cp1 
•— = . • eos cpj ¿í-f!; 

^ + ia1, — ¿21 sen2 cp,]2 
ó, después de sustituir por eos cp su valor (7), 

a{ — ÍaLx — b\ sen2 cp, ¿¿p, 
«cp = a , ^ - — —— — ^ — ; (oj 

^ + ] a \ — b'\ sen2 cp, f^2, eos2 cp, - | - ¿2, sen2cp, 
sen cp 

y si en el radical propuesto se sustituye por su valor, des-
a 

pués de haberlo transformado en 

I — — — sen cp 

se obtiene 

— i d ^ — sen2 cp.. 
]lcr eos2 ¡p -\- b* sen2 ^ = a — . (9) 

#, + Í d \ — bii sen2 cp . 
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Dividiendo (8) por (9), é indicando la integración desde o á cp, 

Q Í ar eos"2 cp + b'1 sen2 cp j 0 ĵa2̂  eos'2 -f, - [ - "̂2i sen'2 cp 

F ( ¿ , cp) 
Así como el primer miembro expresa —̂  

(10) 

cuando se hace 

^ == , el segundo miembro sera cuando por 
a (i\ 

a — b 
se sustituya la expresión análoga ó sea | ¿ . Luego, ha

ciendo a=z 1 y, por consiguiente, — 

a-\-b 
1 + ^ 

, la fórmula (9) 

se reducirá á otra cuyo módulo es menor 

2 ( \ — k \ 
(11) 

>1 KO 

135. INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA, Jacobi dió una inter
pretación geométrica de la transformación de Lauden. Sea una 
circunferencia de radio 1 y un punto A si
tuado en el diámetro BC á una distancia 
kO—k del centro y P un punto cualquiera 
de la circunferencia. Unamos P con A, B y 
O; y designemos con ? y ^ los ángulos 
PAO y PBO. Tendremos que POC == 2<j/ y 
APO = 2,| — cp. Esto sentado, se obtiene que 

AP2 = 1 + ^ + 2^ eos 2^ = (1 -f" — 4^ sen2 ^ 

sen (2^ — cp) = ^ sen cp, eos {2'\ —- 9) = | / i — k- sen4 cp. 

Sea Q un punto de la circunferencia infinitamente próximo 
de P; unamos Q con P, A y B. Podremos hacer PAQ = í¿p, 
PBQ = y resultará que 

sen ¿/cp sen APQ 
AQ 
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Pero se tiene aproximadamente que 

sen ¿fy = d% PQ = are PO = 2&\, 

sen APQ = eos APO = eos (2']> — cp) = — ẑ2 sen"2 cp 

AQ = AP = F ( i + /§)2 — 4 ¿ sen2 ^ 

. - d-sj / i — ^ sen2 a/ luego —L _ < 
2 ^ 1 / ( 1 + ^ — ' 

)/i - ^ sen2 cp i " i - k r ' i - ^'^ sen2 ^ V 1 I + ^/" 

Integrando desde cp — o hasta cp = * resulta 

/•^ ^ _ 2 ^1 

j o / i — ¿9 sen2 cp 1 + k ] ^ U - k \ sen^^' 

hallándose determinado el límite superior de la nueva integral 
por la ecuación 

sen (2^ — ^) — k sen 

En el cálculo de la integral análoga 

M dh 
; (12) 

7o Í i ~ k \ sen2-], 

el nuevo módulo -éj es todavía menor que i , porque se tiene 

pero es menor que//^, porque se tiene que — - — > i. 
I -\- k 

Una transformación análoga reducirá el cálculo de la inte
gral (12) al de otra cuyo módulo k.2 será > y así sucesiva
mente hasta que se llegue á una integral cuyo módulo esté 
bastante próximo de i . 

136. TRANSFORMACIÓN DE GAUSS. Consideremos el caso 
de la integral completa en el que los dos límites superiores cp y 
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TC 

<fu al tener el valor —, se hacen iguales como los inferiores. En
tonces la transformación (10) aplicada al segundo miembro, 
cuyos dos parámetros ai y ¿v, están comprendidos entre a y b, 
dará una nueva integral análoga, con límites siempre entre o y 
•rc , . . . . . . 

—, pero cuyos parámetros sean las medias aritmética y geomé

trica de y , que llamaremos y ¿.2. Continuando así, for

maremos una serie de medias aritméticas ¿z3, ¿z4, , an cada 
vez más pequeñas y una serie de medias geométricas ^ , ¿4, . . , , 
hn cada vez más grandes, cuyo intervalo mútuo tenderá hacia 
cero, según la desigualdad ( 5 ) . Es decir, que existe cierto límite 
común M de las medias aritméticas y geométricas formadas su
cesivamente, á partir de los dos números dados a y b, que se 
llama media aritmético-geométrica de estos números. La inte
gral propuesta ( 4 ) , sin cambiar de valor, adquirirá una infinidad 
de formas, y variará finalmente hacia cuando, bajo el radical, los 
dos coeficientes de cos2cp y sen2 9 tengan el valor común M2. Pero 
bajo esta forma limite es inmediatamente integrable, puesto que 

'2n di 
J o eos'2 cp + M- sen^ cp J0 M " ' 2M 

Siendo pues su valor , resulta que 

Tt 
/"2 dy K 

j0 i d ' eos2 'f + b1 sen2 cp — 2M ' 

ó bien, sustituyendo el primer miembro por 

F'(¿) 

a 
y resolviendo con relación á M, tendremos que 

T:a med. arit. geom. áe a y b = 
2F, 

a'i 



390 LIBRO 2.° CAPÍTULO V 

PROPIEDADES. Entre las propiedades de las funciones elíp
ticas citaremos primeramente las relativas á la adición y sus
tracción, que son análogas á las de las funciones circulares. Así 
tenemos, adoptando la notación de Gudermann (véase p. 393), 

sn z¿ en v dn v -} - sn ^ en % dn u 
s n ( ^ - f ^ ) = - TÍ—i 3 ( i ) 

v i — k- sn2 u snJ v 
en u en v — sn ^ sn dn ^ dn ^ 

en {u + v) — — (2) 
\ — k- '-¡Vi1 u sn2 v 

dn w dn ^ — /é2 sn ^ sn en ^ en ^ 
dn + z;) TÍ- - i 5 (3) 

v . ' i —̂  yé- sn- w sn- v 
y análogas para las diferencias. 

Además 
2 sn ^ en ^ dn 

sn O + v) + sn — v) — — — , (4) 
v y 1 v / i — /£- sn2 z¿ sn2 

y sus correspondientes para los demás casos. 
Nos fijaremos en las analogías que ofrece la doble periodici

dad respecto á las funciones circulares é hiperbólicas, pues del 
mismo modo que las circulares tienen un período real al que 
hay que agregar un período imaginario, como las hiperbólicas. 

La doble periodicidad de las funciones elípticas se deduce 
fácilmente de las fórmulas que dan las funciones elípticas de la 
suma ó diferencia de dos argumentos, haciendo z; = F, por 
ejemplo en ( i ) y teniendo presente que sn F = i , en P' = o, 
dn F = k\ se obtendrá 

en u 
sn iu + F) = + • 

~ QX\U 
_ sn u k' 

y además en + F) = + k' , dn + F) = . 
á n u á n u 

Pero llegaremos á las propiedades fundamentales, empleando 
otras consideraciones. Así, vemos que la ecuación 

rz Gdz 
Í{z — — .3) {z — y) {z — 3) 
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permite considerar, á voluntad, u como función de z ó z como 
función de u. Si se considera z como función de u, observare
mos que á cada valor de u corresponde un valor y solo uno de 
z, lo que resulta de la teoría de las ecuaciones diferenciales 
(pág. 345); se halla definida por la condición de anularse para 
u = o y de satisfacer á la ecuación 

• £ = ^ | / ^ - a ) ( z - P ) ( s - y ) ( z - h ) . 

La función no puede cesar de ser monódroma más que al
rededor de los puntos z = a, ¡3, y, o, oo . 

Supongamos que z esté muy próxima de a. Si se hace 
2 = a ~f- C2, tendremos 

2 S = + a - ^ ^ + a - ^ ^ + a - S)-

Cuando z = a, se tiene C === o. Cuando ^ varía de manera 
que ^ permanezca en la proximidad de a, ^ permanece monó
droma, y lo mismo sucede á la función z. Si z es muy grande, 

hagamos 0 = —, la ecuación diferencial que define á ^ se re

duce á 

^ = - ^ ) H - 1 ) ( K - 1) (r? - 1 ) - 1 ) . 

Cuando z es muy grande, ^ se halla muy próxima de cero; 
luego s es una función monódroma de u; lo mismo sucede á ^ 
cuando esta variable es muy grande. 

A cada valor de z corresponde una infinidad de valores de 
u, á saber, 

w1co1 + m,¿o)2 - j - u y mioil + 7;Í2OJ2 -f- A — 

expresando ml y w2 números enteros arbitrarios. 
Si se hace se tendrá: 
i.0 En cada paralelógramo de los períodos, la ftinción z = f(a)) 
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no pasa más que dos veces por el mismo valor, porque, despre
ciando los múltiplos de los períodos, se tiene para un mismo valor 
de z dos, y solamente dos valores de u, á saber, M y K — u. 

2.° La función f(o:>) es siempre monódroma y monógena. 
3.0 Puesto que, para cada paralelógramo pasa dos veces 

por el mismo valor, tiene en cada pa7'alelógramo dos ceros, á 
saber, o y A. 

4.0 Tiene también en cada paralelógramo dos infinitos, uno 
de eílos es el valor de la integral 

Gdz 

J0 Í{Z -— a) (i8r-P)(*-- Y) (* —B) 
y el otro A — a. 

5.0 Se puede verificar que la función f(u) pasa por todos los 
valores dos veces, en cada paralelógramo de los períodos. 

En efecto, si se considera la ecuación 
f [ U ) — - ( 3 = 0 , 

se obtendrá el número de las raíces disminuido en el número de 
los infinitos, calculando la integral 

v = l _ T f Q) du 
2 7 i | / z r 7 j / O ) — 

tomada á lo largo del paralelógramo de los períodos; pero esta 
f{u) 

integral es nula; porque, siendo 77—- como/(w), doblemente 
periódica, toma valores iguales á lo largo de los lados opuestos 
del paralelógramo de los períodos, y hallándose cada dos lados 
opuestos recorridos en sentido contrario, dan elementos que 
se destruyen; luego V = o; luego el número de las raíces de 

— ^ = o es igual al número de los infinitos de f{u) , es 
decir, igual á dos. De las tres integrales elípticas la más impor
tante es la de primera especie 

r* dx r? dy 

^ j f t / i — W i — ¿ " ^ j o / i — ̂  sen2 o 
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Al considerarse cp como función de u, se llama la amplitud, 
y se representa por el símbolo am\ así 

p = am u. 

Luego x — sen cp = sen am u. 

)/1 — ,r- = eos s = eos w. 

De manera que y) /1 — x l son dos funciones de ti que se 
denominan ^mí? de la ampliUid y ^i-mc de la amplitud. 

Análogamente j / i — k x x l se considera como una tercera fun
ción de u que se llama la delta de la amplitud y se representa por 

| / l — k2x- = A ¿nw ZÍ. 

Dichas tres funciones x, y, z de ti que hemos considerado 
según las denominaciones de Jacobi, se representan más senci
llamente por las denominaciones debidas á Gudermann 

x — sn u, y = en u, z = dn u. 

La variable u, considerada como función inversa, se llama 
argumento, de modo que 

u = arg am = arg sn x = arg eny = arg dn z. 

La constante k se llama módulo y ]/1 — x'¿ módulo comple
mentario. 

137. FUNCIÓN sn u. La función swu — z se define pol
la ecuación 

dz 
— = ] / ( i — ^ ) (] — ¿"V), 

con la condición = o para « == o, ó por la fórmula 

_ fz dz 

Si se hace, según Jacobi, 

K = 
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o ^(1 z) ( i —• F Ü2) 

ó haciendo en la última yé'2 = i — k- y i — yé'2̂ '- = k"1^, 

I = ^ ^ 0|/(i — ^ ( i - ^ ^ ) * 

Las integrales tomadas á lo largo de los lazos relativos á los 
puntos críticos están dadas por el cuadro siguiente: 

el punto + i da 
» — i » 

2K 
2K 

2K + 2K' ) / — I 

— 2K — 2K' 

En cuanto á los puntos críticos - f i y — i es evidente. Para 

calcular la integral relativa al lazo del punto —, se observará que 

el contorno cerrado, que se compone de los lazos sucesivos del 

punto y del punto i , es equivalente al lazo doble abe. Así 

x_ j _ x_ • 

2 ¡ —2 / = 2 ¡ de donde 2 í = 2K 4- 2K,)/— 1 
•̂ 0 ^0 ^1 -'o 

luego: 
1.0 La fimción sn u es monódroma y monógena. 
2,0 Tiene dos periodos distintos 4Kj/ 2K')/— 1. 
3.0 Tiene dos ceros en cadaparalelógramo de los periodos, á 

saber, o y 2K. 
4.0 Tiene dos infinitos, uno de ellos a dado por la fórmula 

a = r dz 
J0 Í { l - z ' ) { l -k*z*) 
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+ <x dz 
J - o , f ( i — ^ ) (1 — 

Se puede suponer que la integración se efectúa á lo largo de 
la recta H H ' que pasa por O un poco inclinada respecto al eje 
O-r. Se puede sustituir esta recta por los dos lazos situados sobre 
ella y por una semicircunferencia de radio infinito, cuyo diámetro 
sea HH' , que da un valor nulo de la integral. Se tiene pues, 

2a = 2K + 2K')/— 1 + 2K = 4K 4- 2K, 

ó a = 2K + K')/—• 1. 

Los dos infinitos son entonces 

2K + K' 

y 2K — (2K + K') /—T) = — K' j / ^ T ó K' f ~ i . 

§ 8 . ° IMPOSIBILIDAD DE EXPRESAR LAS FUNCIONES ABELIANAS 
POR MEDIO DE LOS SIGNOS ORDINARIOS DEL ÁLGEBRA 

138. DEFINICIÓN. El caso general de una integral de dife
rencial algebráica es una integral de la forma 

I F O, y) dx, 

en la que F es una función racional de x é y, hallándose liga
das x k. y por la ecuación 

/ y) — o, 

cuyo primer miembro es un polinomio irreducible en x é y. 
La integral considerada se llama una integral abeliana, es 

decir, que integrales abelianas son las integrales de las funciones 
algebráicas irracionales. 

139. IMPOSIBILIDAD DE EXPRESIÓN ALGEBRÁICA. Liouville 
llama transcendentes de primera especie á las funciones algebrái
cas A A , . , . , log «!, log «.2, . . . M X , . . . en las que las letras 
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ux, . . . expresan funciones algebraicas. Se llaman transcen
dentes de segunda especie á las funciones algebraicas de e^ eVi,. ,., 
log vv log V i , . . Vi, . . . . en las que las letras v:i, v.2,... ex
presan transcendentes de primera. 

Esto sentado, vamos á buscar la condición para que la inte
gral abeliana ¡ydx en la que y es una función algebraica, sea 
expresable por medio de funciones algebraicas de funciones ex
ponenciales y logarítmicas. 

Supongamos desde luego j y d x expresable en función alge
braica de funciones de primera especie y sea 

^ydx = f { x , A eu\ . . . , log wp log ut, . . .) ( i ) 

Nada impide el suponer que entre e1 ,̂ e1*,..., log ̂  log u2,... 
no existe ninguna relación algebraica, sin lo que, si existiera se 
podría sustituir, por ejemplo, log a, por su valor mediante otras 
transcendentes. 

Vamos á demostrar que la función eUl no podrá figurar en el 
segundo miembro de ( i ) . 

En efecto, sustituyendo / por cp ( / ' , x ) , ó por cp (o, x ) , ha
ciendo e"1 = 6, tendremos 

I ydx = cp (6, u), 

du 
y diferenciando y = ^ (0, x) - f ai2 (0, x ) , (2) 

dx 

en la que expresamos por cp. y cp.2 las derivadas--^, —; pero esta 

fórmula'(2) no podría tener lugar, porque establecería una rela
ción algebraica entre las transcendentes que consideramos, lo 
que es contrario á la hipótesis, mientras que las transcendentes 
bajo los signos funcionales no desaparezcan idénticamenre. Si 
estas exponenciales desaparecen, se pueden sustituir 0 por u.6 ó 
por una cantidad cualquiera, sin alterar la igualdad (2), y se 
tiene entonces 

y = 'fi (0, ^ ) 9 + fÁÜ,*) - X ) txO + cp2 (¡1.6-, x): (3) 
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de donde resulta, integrando: 

? (6r*)*=cp ( ¡x9 , .ar) - j - ^(¡x) . (4) 

Siendo (3) una identidad, (4) también lo será, cualquiera que 
sea 6. Se puede pues suponer 6 = 1, y tendremos 

que determina á ¡x, y (4) se reduce á 

cp (0, .%•) — cp (I , AT) = cp (a6, JV) — cp (fx, X). 

Si se diferencia sucesivamente con relación á 0 y p-, se tendrá 

cp1 (6, x ) = fx.?, (Op., x ) , rjCp1 ([X6, x ) = (¡J., A:) ; 

de las que resulta, eliminando (p1 (0[j., .r), 

¡xcpL (p., .r) = 0cp.1 (6, x) = const. = a. 

Así (p1 (0, ^r) — —- é integrando, cp (0,.r) = ¿3; log 0 - f ¿, en 

la que & expresa una nueva constante. Se tiene pues 

cp (6, x) = a log eUi -\- d = au^ - f b\ 

\SL función cp no contiene pues exponenciales; luego: 
Una integral abeliana no puede contener exponenciales en su 

expresión, si es transcendente de primera especie. 
Supongamos ahora que 6 = log u^ y hagamos, 

¡ f d x = o ( b , x ) (5) 

Diferenciando (1), se tiene 

t i ' 

El segundo miembro debe ser independiente de 6. Se puede 
pues sustituir 0 por 6 + p-, y se tiene idénticamente 

M' ' 
% (0 + ^ ) —^ + ^2 (9 + F, ̂ ) = ?! ^ ) — + ? 2 (0, ^7) 
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Integrando, se tiene 

? (0 + [>-, x ) •= * (9, + 'I (F), 
en la que ^ (¡A) expresa una constante con relación á ,r. Si se 
hace 0 = o, resulta 

cp (¡x, A-') = cp,(o, x ) - f (¡A) 

ó por sustracción 

| (6 - j - a , .T) — cp ((i,, x ) — cp (6, X ) — cp (o, x ) . 

Si se diferencia sucesivamente con relación á ¡J. y á 6, se tiene 

cp, (0 + p., x ) — cp1 (¡x, X ) = O, cp, (0 + a , X ) — cp, (6, x ) = Oj 

luego cp, ( a , ,r) = cp, (0, x) == const. = a (6) 

de donde <? (6, ,r) = «6 - j - ¿i, 

expresando « y ¿ constantes de integración, es decir, cantidades 
independientes de 9, pero que pueden depender de x. 

Se tiene pues 

cp (6, -r) = [^¿/^ = a l o g U L ó , (7) 

pudiéndose demostrar que a es constante, pues en virtud de ( 6 ) 
se puede hacer 

cp., (6 - j - ix, x ) — a , 

expresando \>- una constante, luego 

cp (9 - | - (x, x ) = «6 + . 

Cambiando 0 en 6 — ^, se tendrá 

cp (0, í y d y = a{b — ¡x) + ¿ 1 ; 

pero los valores de / j / ^ , dados por esta fórmula y por (7), solo 
pueden diferir por una constante; luego 

b — ¿z (6 — [x) —• ¿1 = const; 

luego p- — ¿ — debe ser constante, cualquiera que sea ¡x, y en 
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particular, suponiendo ^ constante 

da d { b — b \ 

cualquiera que sea ^ luego ^ = o y = o; luego a 

es constante. Por consiguiente: 
TEOREMA I .0 DE LTOUVILLE. Si la integral / y dx es una trans

cendente de primera especie, se tiene necesariamente que 

I y d x = u0 + A, log u, + A2 log u2 + , 

expresando u0, u , , funciones algebraicas, y A j , A 
constantes. 

TEOREMA 2 . ° DE LIOUVILLE. Si una integral abeliana es ex-
presablepor los signos del Álgebra ordinaria, adjuntando los sig 
nos logarítmicos ó trigonométricos, es necesariamente de la forma 

j ydx == u0 + A, logu, + A2 log uá -h , 

expresando u0, i ^ , funciones algebraicas y A , A2, . . . . 
constantes. 

En efecto, si suponemos que la integral ¡ y d x sea expresa-
ble por medio de una transcendente de segunda especie, se 
podrá escribir 

j y d x = o ( e í \ e \ , l og^ , , l o g ^ . X 

expresando 9 una función algebráica de funciones de primera 
especie y,de e \ e \ , l o g ^ , l o g % , , 
donde las u expresan, no ya funciones algebraicas, sino trans
cendentes de primera especie. 

Se probará como anteriormente que eu\ eu\ . . . . no pueden 
figurar en la expresión de ¡ y d x y que log ui , log u.,, no 
entran en ella más que en forma lineal con coeficientes cons
tantes, de manera que 

H = l y d x = 0̂ + A , log ^ + A2 log fc4 + , 
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expresando u.v . . . . transcendentes de primera especie. Pero 
Liouville halló que uQ, uu son simplemente algebráicas, lo 
que se demuestra haciendo 

/ y d x = cp {ev, x) = cp (6, x), 

en la cual v expresa una de las funciones algebráicas que figu
ran en , «2, y empleando la misma demostración que 
anteriormente, que resulta, porque las derivadas o son alge
bráicas con relación á uv, u.¿, ; y se demuestra que ev no 
puede figurar en u(, u.2, ; se ve también que haciendo 

í y d x = o (log v, x) = ? (6, x) 

que 6 no puede entrar en j y d x . 
El mismo razonamiento se aplicaría al caso en que ¡ y d x 

fuese transcendente de tercera especie, y así sucesivamente. 
Observación.—Abel demostró que «0, MV , «nson fun

ciones racionales de x é y. Para verlo, es suficiente expresar 
ux , en función racional de una misma función alge-u 0) "-i 

bráica X. Esta función X satisfará á una ecuación irreducible con 
coeficientes enteros en ,r, que se podrá alterar de modo que sus 
coeficientes contengan JK. Podemos suponer esta ecuación A = o 
irreducible en X. Y diferenciando la ecuación H tendremos una 
relación racional en x é y. Siendo A = o irreducible, dicha rela
ción admite todas sus raíces. Haciendo X igual á cada una en H, 
y sumando tendremos por fin 

¡x | y d x = Zu0 - f Al log HUÍ - f A2 log Ha + • • • • • 

siendo S^0, Hu. , . . . funciones simétricas de las raíces de A = o. 
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CÁLCULO DE LAS VARIACIONES 

G A P Í T U I f O I 

Variación de una integral definida 

§ i.0 NOCIONES PRELIMINARES 

1 4 0 . OBJETO DEL CÁLCULO DE LAS VARIACIONES. En las 
cuestiones ordinarias de máximo y de mínimo, se da la forma 
de una función de una ó de varias variables, y se buscan los 
valores particulares que es preciso atribuir á estas variables 
para que la función disminuya ó aumente cuando se modifican 
muy poco estas variables. En el cálculo de las variaciones se 
considera una integral definida 

que contiene bajo el signo / una variable x\ una función desco
nocida de la misma y algunas de sus derivadas; y es necesario 
hallar para una función F(.r) tal, que esta integral tenga un 
valor mayor ó menor que el obtenido sustituyendo F(^) por una 
función de una forma muy poco diferente. Así pues, no se trata 
de obtener una ó varias variables, sino la forma de cierta función 
desconocida, ó el valor de y en función de x. 

Ejemplo: Dados dos puntos C jj/ D, hallar una curva plana 
CMD tal, que la superficie de revoluc ón engendrada por el mo

lió 
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vimiento de esta curva a l girar alrededor de un eje Ox, situado en 
su plano, sea un máximo ó un mínimo. 

Sea u el área. Haciendo O A = ^ y OB = xx, se tendrá 

r*' ds 

Hay que obtener pues, una función de x, y = F(,r) tal, que 
la integral precedente tenga un valor mayor ó menor que los 
que se obtendrían modificando infinitamente poco la forma de la 
función F(.r). 

La marcha que debe seguirse para resolver estas nuevas 
cuestiones difiere poco de la seguida en las cuestiones ordina
rias de máximo y de mínimo. Se supone conocida la función 
que se busca, se la hace variar infinitamente poco, y se expresa 
que el valor de la integral aumenta si esta integral debe ser un 
mínimo ó disminuye si debe ser un máximo. 

Para llegar á este resultado, es necesario obtener los incre
mentos ó variaciones de j>/ y de las cantidades que de ella depen
den, cuando se cambia la función de x que expresa y. 

141. DEFINICIONES Y NOTACIONES. Seajj/ = F ( » é y = f i x ) 
las ecuaciones de una curva CMD y de la C'ND' obtenida ha
ciendo variar muy poco la función / ( » . Si se llama l y el incre
mento de la ordenada PM, cuando se pasa á la segunda curva 

siendo x la misma, se tendrá 

5̂ / = NP — MP ó l y — V {x) — f { x ) . 

Esta diferencia ly se llama variación de la 
ordenada ó de la función. 

v r " 

Se ve por lo tanto, que la diferencial es el 
incremento de la ordenada cuando se pasa del punto M á un 
punto infinitamente próximo en la misma curva, mientras que 
la variación es el incremento de esta ordenada, cuando se pasa 
del punto M á un punto infinitamente próximo en una curva in

finitamente poco diferente de la curva dada. 
Se reduce el cálculo de las variaciones á las diferenciales, 
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considerando y como una función de ,r y de un parámetro arbi
trario t. Sea = cp [x, t); y supongamos que © {x, t) se reduzca 
á F {x) para cierto valor de ^ y que para un valor poco diferente 
t + 0^, esta función se reduzca á F(-r). Llamando oj/ al incre
mento infinitamente pequeño de según que t reciba el incre
mento ot, permaneciendo x constante, ó que x reciba el incre
mento dx, permaneciendo t constante, se tendrá 

dy ^ dy 
^ = — 0 ^ ó dy = dx. 

d i < dx 

Así pues, oy y dy son las diferenciales de una misma canti
dad; pero oy ó dy corresponden tan solo al caso de variar 
t ó x sola. 

Puede suceder que varíen x é y simultáneamente, cuando 
se pasa de la curva dada á la infinitamente próxima, represen
tándose entonces los incrementos arbitrarios de dichas variables 
por ox y por ox. Se puede también, sin fijar ninguna relación 
entre dichos incrementos, considerar á x é y como funciones de 
una variable independiente u y de cierto parámetro t. Sea 

, r = y = ^ { u , i ) . 

Supondremos que para un valor particular de t, i = o por 
ejemplo, y se reduzca á cierta función de x, F (x), y que x se 
reduzca á una función cualquiera de u, f u . Tendremos 

o {u, o) = / (a), ^ («, o) = F [ / («)] . 

Haciendo variar á ^ de una manera continua, á partir de o, 
la forma de la función de x, representada por j / , cambiará insen
siblemente. 

Para obtener las variaciones de x y de y, se multiplicarán por 
o¿ las derivadas de cp [u, ̂  y de ^ {u, t) con relación á y se 
tendrá 
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y si, permaneciendo / constante, se hiciera variar á u, resultaría 

dx — —r- du, dy = -7- du. 
au du 

142. VARIACIONES. Cuando x é y adquieren incrementos 
ox y o j , toda función U dependiente de x, ̂  y de una ó varias 
derivadas de y con relación á x, adquiere un incremento corres
pondiente ku . Se llama variación de U á la parte de AU que 
depende tan solo de las primeras potencias de las variaciones 
8^- y o jj / , Pero, según la fórmula de Taylor, se tiene 

¿ U d \ l 
ku = —7— ox-\- — — o y 

dx dy 

i f ^ - U dy dx di¿U 1 
+ 2T [ - d s ^ + 2 ^ u l x ' y + W ¥ J F 

luego o U = —r- I x A ~ ly. 
dx dy 

Si se considera k x k, y como funciones de una variable inde
pendiente u y de un parámetro t, se tendrá 

d\3 
1 X 3 - - c ü K 

d\] 
expresando la derivada con relación á t, de U considerada 

dy d'2y 
como función de x,y, , . . . . y estas últimas cantidades dx dx-
como funciones de t. 

Se llama variación segunda de una función U á la variación 
de o U ; se representa por o 2 U . Variación tercera de U es la va
riación o 3 U de o 2 U , y así sucesivamente. 

§ 2.0 PROPIEDADES GENERALES 

143. PERMUTACIÓN DE LOS SIGNOS d Y 0.—TEOREMA. La 
variación de la diferencial de tina función de x es igual á la d i 
ferencial de la variación. 
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En efecto, siendo y la ordenada del punto de la curva dada, 
la de un punto próximo de la misma curva es 7 -(- dy, y la co
rrespondiente á la curva inmediata esy -\- Zy; luego la ordenada 
del punto siguiente de esta misma curva será 

7 + ^ + o ( 7 - f ^ ) ó y -(- Zy-^-d { y - j - hy); luego Zdy = d o y , 

ó se tiene que 

¿ dV dU 
du dt 

ld\3 = ——- dult, d o V = —-— titdú: 
dt du 

luego i d M = ^ o U . 

Además 8 == d- . S U , porque 

%d'2\J = o d . dU = d . t d U = d . d . o U ; 
y , en general zmdn\J = dn%mlJ. (!) 

144. PERMUTACIÓN DE O CON /. TEOREMA.—5^ puede in
vertir el orden de los signos o / /. 

En efecto, sea u = / V dx; 
J XQ 

sean u(¡ y ^ los valores de la variable independiente u que co
rresponden á los límites x0 y x , . Se tendrá 

Ydx = V — du. 
J vQ du 

Supongamos que u0 y ul son independientes de la variable t 
á la que se refieren las diferenciaciones expresadas por el signo 
o. Se puede diferenciar bajo el signo / ; y tendremos 

íu=r5(vs^ 
pero, no variando u con t, se tiene que 

du) 
o {Ydx) 

du 
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y si se integra con relación á x, resultará 

3U = / § {Vdx) ó l ( \ d x = ( \ (Vdx). (2) 
^0 J ¡:c0 J X0 

§ 3.0 VARIACIÓN DE UNA INTEGRAL DEFINIDA 

145. CASO EN QUE LA FUNCIÓN NO DEPENDE DE LOS LÍMITES. 
Vamos á obtener la variación de la integral definida 

U = / Ydx, 
J oe0 

siendo V una función cualquiera de x, de jj/ y de cierto nú
mero de. derivadas á e y tomadas con relación á x. Para simpli
ficar, supondremos que sean dos las derivadas. Sea 

ax 1 dx1 
Según el teorema anterior, tendremos 

o U = j * o {Vdx). (1) 

Pero o . V ^ r = SV . ¿.r + V . o^.r = SV . + V . «fs.r; 

y, en general, j 'Vdhx — V o , r — j i x . dY \ 

luego, si (VLr)() y (V^r) , expresan los valores Y l x correspon
dientes k x = xQ y á x ~ x v , y se escribe por brevedad 

( Y M o = ( V ^ ) 1 , _ . ( V 8 ^ ) < ) , 

se tendrá / V ú f ^ = (Vo.r)1 — / S^r^V (2) 

y puesto que 
r ^ i redi , 

o U == / o ( V ^ i r ) = / ( S V ^ r + VJS.ir) , 



VARIACIÓN DE UNA I N T E G R A L DEFINIDA 407 

sera o U = ( V ^ ) ^ + J {Wdx — oxdV). (3) 

Hagamos ahora 

• M = — , N = — , P = — , 0 = — ; 

y tendremos 

dV = Mdx + Ndy + P^/ - f Qdq, W = Mox - f Ni3/ - f PS/- + Q^. 

Sustituyendo estos-valores en la ecuación (3) y sustituyendo 
dy dp dq 

B U = ( V o . r ) J 

+ / [ N (oy —plx) + P (o/» — ^o,r) + Q ilq — r5,r)] ^ . (4) 

La función V no entra ya bajo el signo de integración. Para 
simplificar esta expresión, hagamos w == —p^x, expresando 
w la diferencia de las ordenadas que corresponden, en las dos 
curvas, á la abscisa x -{- ox, tendremos du = doy — pdox — dp%x 
ó dio == Idy —pdlx —dplx. 

Pero, en virtud de ser dy = pdx, resulta 

Zdy == pldx -f- Ipdx — pdlx -f- opdx; 

, , , , , d (o 

luego dm == Ipdx dplx o — = Ip — qlx. 

Se obtendrá de igual manera 

d** 
dx 

y la ecuación (4) se transforma en 

~ oq — r<>x, 

s / > ^ ( v H + / r ( N " + p ¿ + Q £ ) ^ « 
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Podemos simplificar todavía el segundo miembro de esta 
ecuación, y hacer salir del signo / las derivadas de la función 
arbitraria M. Así 

/

dio f de 

P dx = Pw — / i» -7— dx. 
CV PC J Ct PC 

E integrando por partes, dos veces, 
dM* d a dQ f d ' Q Q — dx = Q—~ — 0) — + o -1— dx. 
dx- dx dx J dx2 

Sustituyendo en la ecuación ( 5 ) , resulta 

, f 1 dV d'Q\ 

En esta fórmula se consideran ky,p, q ligadas á x por medio 
de la ecuac ión> '= Escribiendo por brevedad 

r=|v8.+ (p-g)B + Qg[, (7) 
d¿0 

la fórmula ( 6 ) puede escribirse bajo la forma 

ó S / = T + 1 ( K o y — K / o . r ) ^ , (I) 
^ a;o J «¡o 

puesto que w = — p l x . 
Se puede escribir también F bajo otra forma, sustituyendo w 
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dio 
Y - j ^ . P0i" sus valores arriba obtenidos, 3̂  será 

r = 

Si V contiene dos funciones de ,r, siendo 

/ dy dly dz d̂ zX 

tendremos S / V ^ r ==T' - f / (K<o - f K' co') dx, 

1 • , dz d̂ z naciendo = t,' n' 
dx P ' dx1 ~ q ' 

d*:- ' d f ~ p ' = 9' ' (o' = ¥ —P' ^ 

dx ^ dx* ' 
La parte representada por F se obtendrá agregando á F los 

términos que resultan de. cambiar las cantidades P, Q, 
por P', Q',p', en la expresión (7). 

146. CASO EN EL QUE V DEPENDE DE LOS LÍMITES. Supon
gamos que V contenga una sola función de x, pero que depen
da de los límites *0 y x, de la integración. Es necesario, en este 
caso, añadir á la variación de la integral los términos que pro
vienen de la variación de estos límites, á saber: 

fXl/dV dV dV dV \ 

r i ( d V . dY , dV \ 

+ j * 0 \ ^ ^ + ^ + ^ ^ + ^ 
Pero como o^0, , 8^, B^, son constantes en 

la integración relativa á ^r, se podrá escribir los términos que 
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deben añadirse á F, bajo la forma siguiente: 

Las integrales contenidas en los términos de esta expresión 
no contienen ya nada que dependa de las variaciones. 

Se completaría de igual manera el valor de Z / V ^ r , si V 
contuviese dos funciones y, z con las derivadas de estas fun
ciones y sus valores en los límites. 

147. OTRO PROCEDIMIENTO. LOS cálculos hechos, pueden 
modificarse ventajosamente en las aplicaciones. Para ello, susti-

dy d'2y 

tuyamos en V (fórm. (2) pág. 406) p y q por ^ y , consi

derando á x, y, dx, dy, d ^ como funciones del parámetro t. 
El resultado contendrá, bajo forma lineal, las variaciones Ix, %y 
y Idx, ody , ó las diferenciales dox, d o y , Y puesto 
que debe integrarse con relación á x, se hará salir del signo /, 
mediante integraciones por partes, las diferenciales de las varia
ciones ox, Zy; de manera que solo quedarán bajo el signo, estas 
variaciones multiplicadas por cantidades independientes de las 
mismas. El resultado será de la forma 

Z / Ydx = T 4- / (HS.r + K o y ) dx, (II) 
J cca J cc0 

siendo H y K funciones conocidas de x, y y de las derivadas de 
y, sin contener las variaciones de estas variables. Comparando 
este resultado con el obtenido anteriormente. 

% i V ^ r = T -h / {Koy — Kptx) dx, (I) 
J 0Co J cc0 

se concluirá que F y K deben ser las mismas en las dos expre
siones, y se tendrá idénticamente H = — Kp. 
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El cálculo que ha dado la ecuación (I) ha servido para poner 
en evidencia esta relación. 

En las aplicaciones se debe seguir la marcha que ha condu
cido á la relación (II), sin pasar por la intermediaria de la canti
dad OJ, y sin recurrir á las fórmulas generales. 

Si varía tan solo y, se tendrá o-r == o,' y 

Ndx = V 4- / KZydx, 

deduciéndose V de F por la supresión de los términos que con
tienen o,r0 y %xx. 

Si tan solo varía x, se tendrá 

o / Vdx — r" + /. HZxdx = F" — / Kphxdx, 

expresando F" el resultado de hacer oyo = o y = o en F. 
En el caso de entrar en V otra función 2 de x con las deri

vadas J>' y q' en 0, se llegará á la ecuación 

o / Vdx = F + / (Hox - j -K ty + K'hz) dx. 
J j XQ 

Pero el procedimiento que conduce á la relación (II) daría 

rm Mi 
o / Ydx = r + / [ K (oy —/8 , r ) + K ' {lz — p'lx)] dx, 

debiendo ser estos valores idénticos. 

Será pues H = — {Kp - f K'p'). 
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C A P Í T U L O I I 

Aplicaciones 

§ 1 . ° MÁXIMOS Y MÍNIMOS 

148. CONDICIÓN DE EXISTENCIA. Supongamos que la fun
ción U deba ser un mínimo, y sea = / O ) la función que se 

busca. Si esto se verifica, el incremento de / Vdx será cons-

tantemente positivo para valores cualesquiera de o,r y de ojy. Pero 

A U = + 0, 

conteniendo BU linealmente á las variaciones ctr, oj/, 0 ^ , og y o 
potencias de grado superior al primero de estas variaciones ó 

c 
sus productos. De manera que si oU no es nula, el límite de 

es cero; luego, si o-r y ojy son infinitamente pequeñas, el signo 
de AÍ¿ y de BU será el mismo. Para que U tenga un valor míni
mo se necesita pues.que oU = o; porque en el caso contrario, 
al cambiar los signos de las variaciones o,r 3̂  OJJ/, sin cambiar sus 
valores absolutos, cambiaría el signo de BU y por consiguiente 
el de AU, y U no sería un mínimo. 

Así oU = o es la condición necesaria para que AU sea un 
mínimo y también para que sea un máximo. Esta condición no 
es suficiente; porque siendo 

AU = SO + -7 o2U + "~T on j - f , 
2! 3! 

si &U es nula, el signo de AU dependerá del de o-U para valo
res pequeños de ox y de oj; luego, si S'2U permanece positiva ó 
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negativa cuando las variaciones ox y oj/ cambian de una manera 
cualquiera, permaneciendo infinitamente pequeñas, U será res
pectivamente un mínimo ó un máximo. Y si o2U puede cambiar 
de signo, U no será ni máximo ni mínimo. En cada caso la na
turaleza de la cuestión, hace innecesario este examen, indicando 
claramente la existencia del máximo ó del mínimo. 

Tenemos pues, que la condición 

fXl 
SU = o, se reduce á ^ + / Koidx = o. ( i ) 

J 
Esta condición lleva consigo las dos siguientes: r = o, K = o. 
En efecto, si K no fuese igual á cero, se podría para cada 

valor de ,r comprendido entre x0 y xl cambiar como se quiera 
los valores de S-r y de ^ que son arbitrarios, y por consiguiente 
el de OJ ó oy—/o,r, suponiendo constantes los valores de o,r0, 
ojí'o' °/*o) o-r,, B ^ u relativos á los límite ,r0 y -r,. Pero el tér
mino F, que no contiene más que las variaciones relativas á 
los límites, permanecería constante, mientras que la integral 
íXi J 

/ Kudx, en la que se halla la función arbitraria w, no podría 
conservar el mismo valor, cualquiera que fuese esta función w; 
luego la ecuación ( i ) no podría quedar satisfecha siempre, mien
tras K no fuese cero. 

También podemos llegar á esta conclusión observando que 
por ser w una función arbitraria, podemos elegirla de manera 
que tenga de igual signo que K para cada valor de ,r, cuando F 
es positiva ó nula, y signo contrario á K, si f es negativa. La 

suma F -f- / K(o¿¿.r sería positiva en el primer caso y nega-
J 

tiva en el segundo. Es necesario pues que se tenga K = o, de 
lo que también resulta que F = o. 

149. CONDICIONES RELATIVAS Á LOS LÍMITES. Cuando V con
tiene tan solo -r, y , p y q, la ecuación K = o, ó 

N __ ¿áQ _ 
dx dxl ' 
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d-Q, . , d - q , . d^y . L es de cuarto orden, porque contiene a -7--̂  o a -7— .̂ Al inte-

grar esta ecuación se tendrá, pues un rsultado de la forma 

>¿=/(^c, c;, c, c"), 
que contendrá cuatro constantes arbitrarias. Para determinarlas 
se tendrá presente la ecuación F = o, relativa á los límites de la 
integración, distinguiéndose cuatro casos. 

1.0 Si se dan los valores de x, y } p , q en los dos límites, 
siendo nulas las variaciones • de dichas cantidades en éstos, la 
ecuación F = o queda satisfecha idénticamente; y si representa
mos por / ' (,r, C, C , C", C") la derivada de/(-f , C, C , C", C"), 
se tendrá 

y , = / ( , r 0 , C, C , C", C"), / ü = / , C, C , C", C"), j 
y , = í {xK, C, C , C", C"), = / , C, C , C", C"), i 

ecuaciones que determinan las cuatro constantes. 
2.0 Si una de las seis cantidades x 0 , y 0 , p 0 , x v y A , p \ per

manece arbitraria, /1 por ejemplo, la ecuación F = o no quedará 
satisfecha idénticamente; pero será preciso igualar á cero el coe
ficiente de o ,̂, y se tendrá la ecuación Q1 = o, que con la ecua
ción (1) determinará las cuatro constantes y el valor de 

3.0 Si se tuviese entre los valores de x, y , p relativos á los 
límites, una ecuación 

<? Oo, Ĵ o, Po, * i , & , Pi,) = o. (2) 
se diferenciaría esta ecuación con relación al parámetro i , y se 
tendría 

í¿cp ĉp d ® d y 

Sustituyendo el valor de op^, sacado de esta ecuación, en la 
ecuación F = o, será preciso igualar á cero los coeficientes de 
o,r0, o y p t í , oy0, oxi y o y ^ Se tendrá pues cinco ecuaciones, que 
juntamente con las (1) (2) determinarán las diez incógnitas C, 
C , C , C", xü) y Q , p u , x0, y 0 , p ^ . 
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150. CASO EN QLE V CONTIENE DOS FUNCIONES. Sean jj/, z 
las dos funciones de x. Se tendrá entonces 

o / Vdx = T + / (KÜ) + K ' o/) ^ = o, 

ecuación equivalente á las tres 

F = 0, K — o, K' = o. 

En efecto: w y w' son dos funciones de x arbitrarias é in
dependientes la una de la otra y F solo contiene las variacio
nes relativas á los límites; luego, si K y K' fuesen nulas, de
jando constantes los valores relativos á los límites, -se tendría 
F = o; mientras que se podría hacer variar á w y w' de modo 

que la integral (Kw + K V ) dx no fuese igual á cero; luego 

se debe tener K = o, K' = o, y por consiguiente, F = o. Las 
dos primeras ecuaciones determinan y y z en función de x, y la 
tercera las constantes introducidas por la integración de las dos 
primeras. 

Hemos supuesto que y y z son independientes entre sí. En 
el caso de existir entre ellas una relación 

F{x, j ; ,z ) = o, (!) 

las variaciones oy y oz no serían ya independientés, y tendríamos 

. dF . dF 
dx dy ' ' dz 

ecuación que se obtiene diferenciando ( i ) con relación á t. Sus
tituyamos 8j/ y iz por sus valores 

ly = plx -\- ü) , lz = p' lx -\- w' 

. dF ^ dF / \ dF 
y sera ^ ^ + — {ptx 4 . + {p'ix + ^ = 0) 
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dF dF 
íZJ/ d2 

. dF dF dF , 

porser ^ + ^ ; ^ + ^ ^ 

En virtud de la ecuación (2) tendremos 

dF x dF' 

^ ¿te-

Para que esta variación sea nula, se necesita que 

r = 0. K £ E _ K ' * . 
dz dy 

Estas ecuaciones darán los valores de y, z en función de x, 
y F = o servirá para determinar las constantes. 

§ 2.0 PROBLEMAS DE IVIÁXIMOS Y MÍNIMOS 

151. LÍNEA MÁS CORTA ENTRE DOS PUNTOS. Problema.—Se 
pide hallar la línea sittiada en un plano que pasa por dos puntos 
A j B, siendo la más corta que se pueda trazar entre dichos 
puntos. 

Sean #0, y^ las coordenadas rectangulares del punto A y xx, 
yK las del punto B. En este ejemplo debemos tener 

dp rf"2Q 
o | / I + ^ ^ = o y K = N - - + - ^ = o; 

P 
pero N = oJ F = , Q = o; 

luego será -— ^ \ = o, - ¡ = ¿ = = = const., 
d x X ^ + p * } i i + f 

es decir, p = C de donde = O + C, 
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siendo C y C dos constantes. Además, basta que la ecuación 
K = o quede satisfecha, porque siendo fijos ios valores de x é y 
relativos á los límites, las variaciones ty0, S.r,, oj^ son nulas; 
luego se tiene idénticamente F = o. La línea buscada es por lo 
tanto una recta. Las constantes C y C se determinarán por las 
ecuaciones 

y* = c*o + c, ^ = ĉ -, + a . 
152. LÍNEA MÁS CORTA ENTRE UN PUNTO Y UNA CURVA PLANA. 

Sean A y EF el punto y la curva dada en el plano -rOj, é 
j / = ^ (.r) la ecuación de la curva. 

Sea AB la línea más corta trazada desde A á un punto de 
la curva dada. Hallándose fijo el extremo A de AB, el otro ex
tremo puede variar de posición en la curva EF. Tendremos, 
según el problema anterior, que la línea buscada es una recta 
J/ = a r + C,. Para hallar las constantes, tenemos 5,r0 == o, 

= 0' Q = o; pero las variaciones S.r, y oj/i se hallan sujetas 
solamente á la condición de que el punto - f 0^, ^ -f-Sj,/,) 
debe hallarse en la curva dada; luego 

j/[ = .]/ de donde 0 ^ = -y (x.^ 0 ^ ; 

y para que F se anule,. ox0 + = o; luego 

I + / r K ( ^ . ) = o ó 1 + C f ( ^ ) = o. 

Las constantes se determinan por las ecuaciones 

A = Cr , + C , ' 1 - f C f = o, ^ = a r , + C , ^ = . i^ r , ) . 

Por consiguiente: La linea más corta entre un punto y una 
curva es una recta normal á la curva. 

153. LÍNEA MÁS CORTA ENTRE DOS CURVAS PLANAS. Sean 

y—-*t y — ( ^ ) 
las ecuaciones de las dos curvas situadas en el 
mismo plano. Razonando como en los problemas 
anteriores, se obtendrá una recta ^ = C,r + C , 

En este caso lx{), l y ^ lxx, lyx pueden variar, 
siempre que A'(,r0 + l x , ; y , + Sy0) y B'^r. + I x ^ y , + 8^) se 

27 
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hallen respectivamente en la primera y en la segunda curva. 
Pero la ecuación F = o se reduce á 

5 ^ + A o^t _ ^ 0 + _ . 0 

f i + A2 

que en el caso actual se transforma en 

foi [1 + C f (.r,)] — o x 0 [ i - f C'f' (,r0)] = o, { a ) 

por tenerse que j/0 = cp (^0), ^ == '| (Xi). 
Pero siendo las variaciones ^r0 y o.r,, independientes entre 

sí, la ecuación (a) se descompone en las dos: 

1 + C f (.r,) = 0, I + C'f' ( ^ 0 ) = o, 

que juntamente con las ecuaciones 

y0 = Cx0 + C, ^0 = ? {xa)\ y i = Cx̂  + C, y, = ^ (>,), 

determinan las constantes C y C y las coordenadas xQ, y0, x i , y{ 
de los extremos de la recta mínima. La recta más corta es, por 
lo tanto ¡ una normal común á dos curvas. 

154. LÍNEA MÁS CORTA ENTRE DOS PUNTOS, EN EL ESPACIO. 
Para resolver este problema emplearemos el procedimiento si
guiente: Puesto que para resolver los problemas anteriores de
bemos tener 

r*\ 
5 / idx1 -f- dy1 = o, (1) 

y haciendo ds = idx"- + dy1, resulta 

Xí dxdox + dydoy 
B Ux1 + dy* = ^ 

Integrando por partes, se tiene 

dx dx ^ í , dx — dox = -— ox — / oxd — , ds ds J ds 
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y la ecuación ( i ) se reduce á 

(dx dy \ (dx ^ , ^3; 

Pero f ^ T - f ^ Z V ^ : v ^ ^ ^ • r i ^ v ^ ^ _ 0 . 
U s j ^ U s j y d s a d ^ + d ^ d d ^ - ^ 

luego ^ ^ - ^ ^ = _ ^ ^ ; 
dx ds r ds } 

luego, para que la cantidad colocada bajo el signo/sea nula, basta 

que se tenga d ~ = o o d - £ = o. Supongamos d ~ = o. 

De esta hipótesis resultará 

y = = ¡ = const., de donde p = ^ t = C , y = Cx + C, 

ecuación de una recta. 
Determinemos las constantes, según la naturaleza del pro

blema propuesto. 
i.0 Si se dan los dos puntos (^0, j/0), (.r,, j / , ) , las variaciones 

de los límites §,r0, oj/0, 8^, son nulas y la ecuación r = o ó 

queda satisfecha idénticamente. Las constantes se determinan 
por las ecuaciones 

y0 = Cx0 + C, y, = Cx, + C. 

2.0 Si el punto A Oo)JV) es fijo, y el otro punto B { x i , y , ) 
debe estar en una curva dada se tendrá Zx, = o, 
cVi/0 = 0, y la ecuación F = o se reducirá 

dx^y, + dy, ?>yl = o, de donde 1 ̂  ^ M 0; 
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luego la recta y — Cx + C' es normal á la curva y = <\> {x)\ 
porque jj/! = ^ (^rj da = (^j) ox{ y, por consiguiente, será 
i 4- Oy {xÁ) = o. 

Las constantes se determinan por las ecuaciones 

Y, = Cx0 + C, i + C f (x,) = 0 , ^ = Cx, - f C, ^ = ^ 

3.° Si los dos puntos xA. y B se hallan en dos curvasy= <f (,r), 
y = = (,r), se tendrá == •]> (^J, j/0 = » {x0), lo que da 

La ecuación F = o se reduce entonces á 

[^r, + f fo)] úf̂ -, — |^ru - f ¿Ẑ ,, (^o)] ^ 0 = 0, 

y se divide en las dos ecuaciones: 

porque ô -,, y son cantidades independientes y arbitrarias. 
Estas dos ecuaciones hacen ver que la recta buscada es normal 
á las curvas dadas. 

Las constantes C y C y las coordenadas x0, ytí, xx, yK de los 
extremos de la línea mínima se determinan por las seis ecua
ciones 

>'„ — C^0 + C, 3;0= cp (x0), i + C ( x 0 ) = o, 

3', = Cr , + C, 3/, - (x,) , i + (x,) - o. 

155 . RESOLUCIÓN DEL PROBLEMA DE LA MENOR DISTANCIA. 
Sean x{), y», z0 y xx, y,, zi las coordenadas de los dos puntos 
A y B. La longitud del arco AMB estará representada por 

" Tí] I 

Tendremos pues, 

Vdx = Ídx* + dy* + dz\ W d x = ^ ^ + d y ^ y + d B d Z S -
ds 
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é integrando por partes 

Jx0. \ds ^ ds •} ̂  ds )l 
dx ^ , dy ^ dz 

V^5 ^ ds y ^ d s dé 

Es necesario igualar á cero la expresión colocada bajo el 
signo /; y puesto que las variaciones S * , ^ , ô r son independien
tes y arbitrarias, se tendrá 

dx , dy ds 

Pero estas ecuaciones se reducen á dos distintas. En efecto, 
de la identidad 

dx* . dy* d ^ 
ds% + ^52 + ^ ~ 1 

resulta ^ + ^ d & + ^ d ^ < y 
ds d s ^ ds d s ^ ds ds ' 

luego, si se tiene ^ = o, ^ ^ = o, resultará d — ^ o . 
as ds ds 

De las ecuaciones ¿ ^ = o, ¿ ~ = o, resulta, por una pri

mera integración, 

dy _ n ds , dy ds , 
j ~ s ~ a , - ^ a , obren - = c, ~ = c ; , 

é integrando nuevamente, 

y = Cx + C, e = C'x + C', ( 3 ) 

ecuaciones de una recta. Para determinar las constantes hay que 
distinguir varios casos. 

1,0 Si se dan los puntos A y B, las variaciones 8^0, 
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o l̂, 0 ^ 1 , son nulas, y la ecuación r = o queda satisfecha. 
Las cuatro constantes se determinarán sustituyendo las coorde
nadas de los puntos A y B en las ecuaciones de la recta. 

2.0 Supongamos que los puntos A y B se hallen en dos 
curvas 

^ = cp O), z = t y (x) é y = i) O), z = 'l, ( * ) ; ( 4 ) 

la ecuación F = o, formada por medio de la ecuación (1) dará 

/d .v dy dz \ ( d x dy dz \ 

En efecto, siendo o(70 y onA los dos arcos infinitamente peque
ños A A' y BB' situados en las curvas dadas; y siendo A 'B ' una 
curva cualquiera infinitamente próxima á la recta AB, se podrá 
escribir V bajo la forma 

/ d x ox dy ty 
1 l —^ \~ ~ J — ^ ^ 

\ a s 01 as oa 

dz hz 
ds §c 

( 6 ) 

/ d x ox dy oy dz Iz 
~ ^ \ d s ^ ^~ ~d^ J ^ " ^ ~d^ 

Los factores colocados entre paréntesis tienen valores finitos, 
porque representan los cosenos de los ángulos que la recta AB 
forma con las curvas en los puntos A y B. 

Como, por otra parte oc>0 y oa0 son cantidades independientes 
entre sí, vemos que la ecuación F = o, lleva consigo las 
siguientes: 

/ d x ox ^ dy , °z \ 
\ d s OCT ds 05 ds oa){ ' 

/ d x i x 1 ^ _ |_ %z\ 
\ d s 05 ds 5(7 ds off /o 

estas ecuaciones expresan que la recta AB es normal á las dos 

curvas. Pero, en virtud de las ecuaciones ( 3 ) , Í}L — ¿ — c'- y 
d x d x 
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puesto que los extremos de la línea AB deben permanecer en 
las curvas (4), se tendrá: 

Las ecuaciones (5) pueden pues escribirse bajo la forma 

1 + ^ 4»' { x j + c' r ( ^ ) = 0, 1 + ccp' (*0) + c ( ^ ) = o, -

y juntamente con las ocho 

jo = cx0 + C, 0O = c' x0 + C, j0 = cp (^0), 0̂ = .| (.r0), 

forman un sistema de diez ecuaciones, que determinan las cua
tro constantes y las seis coordenadas de los extremos de la 
recta. 

3.0 Supongamos que los dos puntos se hallen en dos super
ficies dadas. Se podrá escribir todavía la ecuación F = o bajo la 
forma (6) representando por off0 y 3^ dos arcos infinitamente 
pequeños AA' y BB', situados en las dos superficies; y por sel
las mutaciones de los puntos A y B independientes entre sí, se 
tendrá todavía 

/ dx ox dy ly dz Iz 
\ J „ T I I J 7 T I r \ ds o(j ds ds — ) = o, 

0 5 / o 

í d x Ix ^ d y l y dz l z \ 
\ds ^ ds os ds oa / l 

La primera ecuación expresa que la recta AB es normal á 
una curva cualquiera situada en la primera superficie y que pasa 
por el punto A; luego la recta AB es normal á la primera su
perficie. Y por la misma razón es normal á la segunda. 

156. LÍNEA MÁS CORTA EN UNA SUPERFICIE DADA. Sea 
F {x, y, z) — o ¿a ecuación de una superficie curva; y propongá
monos hallar la línea más corta que se puede trazar en esta super
ficie entre dos de sus puntos A ̂  B. 
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Sean .*"0,>'0, z0 las coordenadas del punto A y -v,, JK, , ^ las 
del punto B. 

Hallándose todas las curvas que se van á comparar en la 
superficie dada, las variaciones de las coordenadas deben satis
facer á la ecuación 

dF d¥ dF-
- o * + - o 7 + - ^ = 0 (I) 

y una de las condiciones para el mínimo es 

dx dy dz 
K = Ixd — r - -f- oyd — r - -\- Izd — r ~ = o. (2) ds ds ds 

Pero de la ecuación (1) se puede sacar el valor de 0^ y sus
tituirlo en la (2). Tendremos pues, 

dF y . / dF \ 
dx .dz \ ^ I , dy dy ,dz\ 

- * F d d s ] + " A d7ix - - d F d d s l = 0-
dz ' \ dz J 

Esta ecuación, en virtud de la independencia de las varia
ciones ox y oj/, se reduce á las dos 

dx dF - . d x d z dy dF : dy dz 
d - y - + -7=;—-7- d — r - = o, d—-\-—— - d — = o: (3) ds dk : dz ds ds 1 dF: dz ds v 7 

que con la ecuación de la superficie forman un sistema de tres 
ecuaciones para determinar y y z. Pero una de estas últimas 
ecuaciones es una consecuencia de la otra y de la ecuación de 
la superficie. En efecto, dichas ecuaciones se reducen á 

dx dy dz 
d — d — d — ds ds ds 
dF dF dF 
dx dy dz 

ó, representando por X el valor común de estas relaciones 

dx dF dy dF dz dF 
— = — d\, d— = d i , d— = — d\. as dx ds dy ds dz 
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Sumando estas ecuaciones, después de haberlas multiplicado 
dx dy dz 

respectivamente por — — — tendremos 
as as as 

dx dx dy dv 
~ r d r + 
ds ds ds ds 

dz ^ dz 
ds ds 

_ / d F ^ dF 
\dx X ̂  dy 

dF , \ d i 
dy + ~ dz) — 

dz / ds (4) 

y por ser nulo el primer miembro, y el coeficiente de —- tam-
ds 

bién, en virtud de la ecuación de la superficie, la ecuación ( 4 ) es 
una identidad; luego una de las ecuaciones ( 3 ) y la F{x, y, z) = o 
es consecuencia las otras dos. Bastará considerar dos' de estas 
ecuaciones para determinar la línea buscada 

Definición. Las líneas más cortas, trazadas en una superficie 
se llaman lineas geodésicas. 

157. SUPERFICIE MÍNIMA DE REVOLUCIÓN. PROBLEMA.—Zto-
dos, en un mismo plano, dos puntos A y B y una recta CD, hallar 
una curva AMB situada en este plano y que al girar alrededor de 
CD, engendre una superficie de revolución cuya 
área sea un mínimo. 

Tomemos la recta CD por eje de las x, y 
por eje de \a.sy una perpendicular á esta recta. 
Sean x0 é ytí las coordenadas del punto A y 

las del punto B. Siendo 271 P j / ^ la ex-
presión de la superficie engendrada por AMB, la cuestión pro
puesta se reduce á buscar el mínimo de la integral definida. 
Pero se tiene 

yds oyds = / (fryds -{-yhds) 

ds1 = dx* - f dy1; 

dylds = dxldx - f dyldy = dxdlx -f- dydly\ 
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luego l \ y d s = \ [lyds + y ^ dlx + y - j ^ doy J . 

Integrando por partes, tendremos 

T 1 í dx dy \ ( dx dy \ 

1 x ? d s = v T s l x + y Js ' y ) - y n i 0 * + y Js ny)0 

- J J \**d {y i ) + v d (y I ) ^ ^ ^ J • 
Es necesario igualar á cero á la cantidad colocada bajo el 

signo / en el segundo miembro, lo que da 

Pero la segunda ecuación es una consecuencia de la pri
mera, pues se tiene idénticamente 

dy 
dx 

ya que esta ecuación se reduce á 

dx ( dx\ dy j dy ydy 

ldxi df-\ . ¡dx dx dy dy\ 

ó d y \ d F + d ^ - d y + A - d ¡ d T s + d s d j s ) - ^ 
consecuencia de las ecuaciones 

dx* dy* dx dx dy dy 
^ ~ h ^ = I ' 'ds ~ds ^ Js ds~~ 0' 

luego basta considerar la ecuación (1) que da 

dx -1 / dy* 
y — — e de donde y — c v 1 ^- ; 
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cuya integral es 

= í/(>l±ÍZZZ), J, = £ ( ^ + : -^) i 

ecuación de una catenaria. 
Las constantes c y se determinan como en el ejemplo an

terior. Si se hace pasar el eje de las y por el punto más bajo de 
la curva, se tiene c' = o 

c i * - k x 
y = -2\eC + e c ) -

158. BRAQUISTÓCRONA. PROBLEMA.—Dados dos puntos A 
y B, hallar la curva A M E que debe seguir un punto pesado para 
ir desde el punto A hasta el punto B en el menor tiempo posible. 
Esta curva se llama braquistócrona ó curva del más rápido 
descenso. 

Tomemos una vertical cualquiera por eje de las x y dos ejes 
rectangulares Oz, Oy en un plano horizontal cualquiera. Si se 
supone que el móvil parte del punto A (xc,y0, z0) sin velocidad 
inicial, se tendrá, expresando por V su velocidad en el punto M 

V * = 2 g { x ~ X 0 ) . ( I ) 

Pero siendo J el arco recorrido y ^ el tiempo correspondien

te, se tiene Y = v a l o r que debe tomarse positivamente, por

que el arco aumenta continuamente con el tiempo. Resulta pues 

ds , i ds 
= r 2^ [x—x»), dt = i = = X X r 

Se tendrá pues, llamando T al tiempo necesario para recorrer 
el arco AB y xA á la abscisa del punto B, 

i p ds 
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Para hallar la variación de la integral definida, haremos 
1 

x — 
1, y se tendrá 

| Xds = f {oXds^-ods) . 

Pero oX = — - — ^0) 2 {ox — B.r0). 
2 

Además o ^ = d?ô  + — — dbz. 

Sustituyendo en la ecuación o j X d s = o, se tendrá 

f 1 
^ 0 / - ( ^ — 

/tí?^ ¿/r 7 dz \ ] 

Integrando por partes, y haciendo salir del signo / las dife
renciales de las variaciones, resulta 

/ d x 
\ d s 

d y 

d s 

dz 
ds 

1 _ 1 
{x — x0) 2 ¿/í 

+ h z d ( x ^ - \ - ^ h x { x — X a f Y ds^ = o. 

Para que la cantidad colocada bajo el signo / en la segunda 
integral sea nula, es necesario igualar á cero los coeficientes de 
las variaciones Zx, Sj, §2 , lo que da 

1 —A / d x \ 
- { x — xQ) 2 ds + d ( X j = o, ( 3 ) 

(4 ) 
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Las dos últimas ecuaciones son suficientes, porque se tiene 
idénticamente 

ds 

Pero d X = — 
2 . ( ^ — ^ ) 3 : 2 ; 

Resultará pues, teniendo presentes las ecuaciones anteriores, 

- j - d X -—- = 
ds \ ds) 2 (..r — ,r0)3:2' 

es decir, la ecuación (3). Y deducimos de las (4) 

dy dz 

x i = c- x 
1 ^ _ r 1 te _ r > 

i ^ Z T ^ ^ ds ~ ^ , , . . r ¡ d s - C ' ( 5 ) 

dy C C 
luegü i h = c " y = c z + c"- ® 

Esta ecuación manifiesta que todos los puntos de la curva 
están en un mismo plano vertical. Sustituyendo d s por su valor, 

y C por — , para la homogeneidad, se deduce de la primera ya 
ecuación (5 ) 

a O - - ^ O =- •••• • " y = | / ¿ 

Si se toma el plano de la curva por plano de las xy, y el 
punto A por origen de coordenadas, se tendrá xü = o, y la ecua
ción diferencial de la curva se reduce á 

A l L 

— X ~ X 0 

d y = d x \ l ~ ~ - (7) 

La cicloide, representada por .esta ecuación, 
tiene un punto de retroceso en A; su base es horizontal y el diá-
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metro de su círculo generador es igual á a. La integral de la 
ecuación (7) es 

a a — 2 x , 

y = — are eos \ax — x1. 

Determinaremos la constante a, es decir, el diámetro del 
círculo generador, expresando que la curva pasa por el punto 
B {xK, jj^), de la manera siguiente: 

Tracemos una cicloide cualquiera cuyo vértice esté en el 
punto A, siendo A/ su base y ^ el punto en que AB encuentra á 
esta curva. En virtud de la semejanza de las dos cicloides, sien
do c y C los centros de las dos circunferencias generatrices, que 
corresponden á los dos puntos ^ y B, los triángulos ABC y hbc 
son semejantes. Pero, por ser conocidos los puntos ¿, B y £, bas
tará para tener el centro C trazar BC paralela á be, hasta encon
trar á Kc prolongada. 

El tiempo empleado por el móvil para ir desde el punto A 
1 /'a;i ds 

hasta el B, es igual á 7 = / , tomando el origen de coorde-
Í z g ] 0 i * 

nadas en A. Se tendrá por tanto, en virtud de la ecuación de 
la curva 

1 fadx - . / " ^ a — 2xx 
T = 7 = / T r k = ^ = = \ ~— are eos - - - . 

Supongamos ahora que los dos puntos, en vez de estar dados) 
se hallan sujetos á estar en dos curvas dadas CD y EF. Se 
obtiene todavía una cicloide situada en un plano vertical. Para 
determinar los puntos A y B que fijan su posición, es necesario 
recurrir á la ecuación general F ' = o, que es en este caso 

[ ¡ d x dy ds \ ] 

X U ^ 1 ¡ as V i 
[ / d x dy dz \ 1 

2 { X — X 0 ) 

ds 
= o. 
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Puesto que las mutaciones de los puntos A y B en las dos 
curvas son independientes entre sí, se tendrá desde luego 

[ (dx ^ dy dz — <>x H — — ly + -3— ô r ds ds ds ( 8 ) 

Esta ecuación expresa que el coseno del ángulo TBU de las 
tangentes BM y BU á las curvas EF y AB en B, es nulo. Por 
consiguiente la cicloide AMB corta á la curva EF según un 
ángulo recto. 

Es necesario igualar á cero el resto de la ecuación F = o; 
pero antes, se puede simplificar ésta. En efecto, se tiene para 
todos los puntos de la curva AMB, 

dx dx / dx \ 
ds \ ds ) + 2 { X — Xo)S 2 

= O 

d 

obteniéndose 

ds 
/ 2 { X ~ X 0 ) ' r2 = 0' 

ds 
= - ÍX — ) Vo 2 {x — xoy-* \ ds)1 X 

dx\ 
dsl 

Sustituyendo este valor en la ecuación V = o, esta se re
duce á 

(x £ ) . ^+(x 9 . ^+(x f X S 2 " = o - (9) 
Esta ecuación puede hacerse simétrica respecto á las varia-

dv d z 
bles. Así, habiéndose obtenido que X == C, X — = 0' se ds ds ' 
tendrá 

La ecuación ( 9 ) se reduce á 

(x í), ̂  + (X31̂ +(X3>=0-
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y dividiendo por X, , factor común, 

dz\ 
I oz0 = o. 
1 

Esta ecuación expresa que la tangente á la cicloide en el 
punto B es perpendicular á la tangente trazada á la curva CD 
por el punto A. 

Las constantes y las incógnitas -r0,jj/0, 2i), x i , y^, z{ se de
terminarán como en los ejemplos precedentes: 

OBSERVACIÓN SOBRE LA INTEGRACIÓN DE K = O. Sea 

d? d-'O 
K = N — - - + —^ = o. 

d x d x l 

I .0 Supongamos N = o , es decir, que no entre y explícita
mente en V. La ecuación (1) se reduce á 

d? d'Q dQ 
— -3- -f- 3-3 = 0 de donde P — — = C. (2) 

d x dx- d x 

Esta ecuación solo es de tercer orden, si V no contiene de
rivadas de un orden superior al segundo. 

2.0 Si M = o, es decir, si x no entra explícitamente en V, 
la ecuación K = o se reducirá también al tercer orden tomando 

y por variable independiente. Pero se la puede reducir también 
al tercer orden de la manera siguiente. Por ser M = o, se tiene 

d V = m y + P # + Q ^ ; 

d? d'2Q 

Perü N - ^ + ^ = ü-

"Eliminando N entre estas ecuaciones, se tendrá 

/ d ? ¿rO\ 

" v = te - ^ + p ^ + 

= ^ P + P ^ + Q t e - ^ ) ^ 
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dp ' dO 
de donde W== Q -f - ~ p ~ 4-c (x) 

dx r dx 1 VJ; 
ecuación de tercer orden solamente. 

3 . ° Si se tuviese M = o y N = o, la ecuación se redu
ciría al segundo orden. Sé tendría entonces: 

- T - — —ri, = o de donde P — —- = c\ dx dx% dx 
y la ecuación ( 3 ) se reduciría á 

V = + c'p + c. 

Estas simplificaciones se presentan en el siguiente 
PROBLEMA. Hallar una curva plana AMB tal que el área 

comprendida entre el arco AMB, los rayos de curvatura AC j / B D 
que corresponden á los dos puntos extremos A 
y y la parte de evokita CD comprendida 
entre los centros de curvatura C j / D, sea un 
mínimo. 

No puede haber máximo, porque al re
ducirse AB á una recta, el área correspondiente se haría infinita; 
y tomando una curva poco distinta de esta recta, se tendría 
una área tan grande como se quisiera. 

Sean MK y M'K' los radios de curvatura de dos puntos M y 
M' infinitamente próximos. El triángulo infinitamente pequeño 

MK'JVr es igual á - zds, llamando c al radio de curvatura MK y 

d s al arco infinitamente pequeño MM'. La expresión de la me
dida del área es 

511 ^ + p'ly ], 
dx, 

, 2 q 
siendo ,r0 y ,r, las abscisas de los puntos extremos A y B. 

Puesto que la función V no contiene explícitamente ni á x 
ni ájy, aplicaremos la fórmula 

V = + c'p + c, siendo Q = — {- + • 

28 
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2 

Y p u e s t o q u e p = - — , e s t a e c u a c i ó n s e r e d u c e a 

^ _ c'p - f c-

S e a 0 e l á n g u l o M T . r de l a t a n g e n t e e n M c o n el eje Ox. 

tg 0 = s e n 6 = , r , e o s G = 
) / i T ? ' f 1 + / 

P o r c o n s i g u i e n t e ? = ¿' s e n 0 - j - ¿; eos G, 

S e a n « y a d o s n u e v a s c o n s t a n t e s ta les , q u e s e a 

c — — 2a s e n a, c' = 2a e o s a'. 

S e t e n d r á a — - l] c c, 
2 

c • C 
s e n a = , , eos a 

+ c'1 í f + ^ 
y o = 2a s e n (0 — a ) . 

T o m e m o s d o s n u e v o s e jes r e c t a n g u l a r e s Qx ' y Oy' ta les 

q u e s e a x ' O x — a. 

S i s e h a c e 9 — a = 0' se t e n d r á ? = 2¿Í s e n 0'. 

F o r m e m o s l a e c u a c i ó n d i f erenc ia l q u e c o n v i e n e á e s tos n u e 

v o s e jes . S e t iene 

dy 
dv • . d x 

tg 0' = de d o n d e s e n 6 = 
d x - i / - . rfy2 

S u s t i t u y a m o s p p o r 

d*y 
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valor que supone á la curva cóncava hacia el eje de las ,r. 
Tendremos 

I 4- -r—. = — a dx'1) dx 
ecuación diferencial de la curva buscada, con relación á los 
nuevos ejes. De esta ecuación se deduce 

' dyl 
^ dx1 a cix = de donde x — c 

dy-v df-

Suponiendo conocida la constante c, podemos imaginar que 
se transporta el eje de la.1-, y paralelamente á sí mismo, de mane
ra que todas las antiguas abscisas queden disminuidas en ¿vLa 
ecuación diferencial de la curva será entonces 

A - J J M1 a x = o dy — dx \ i . 
dy*- f x 

La curva buscada es pues una cicloide cuyo eje está dirigido 
según el eje de las x y cuya tangente en el vértice es el eje 
de las y. 

Para determinar las cuatro constantes de la ecuación de la 
curva referida á los ejes primitivos, distinguiremos varios casos. 

i.0 Si están dados los puntos A y B, así como las tangen
tes á la curva en estos puntos, la ecuación T = o queda satis
fecha idénticamente; porque se tiene ox0 = o, oy0 = o Se 
obtendrán las cuatro constantes sustituyendo las coordenadas 
de A y B en la ecuación de la curva, y expresando que están 
dadas las tangentes en estos puntos. 

2 . ° Si se dan los puntos A y B sin darse las tangentes á la 
curva en estos dos puntos, la ecuación F = o se reducirá 

Qi ¥ i — Qo ¥o = o; 
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y, como las variaciones o/v, y o/0 son independientes entre sí, 
es necesario que se tenga separadamente Q, = o, Q0 = o. 

Se ha obtenido generalmente 

y como 1 4 P' n0 puede anularse, es necesario que se tenga 

Q i = = 00 , £0 = ' 00 . 

De esto se deduce el radio de curvatura es nulo en A y B. 
Estos puntos son pues, de retroceso. 

3.0 Supongamos dado el punto A y la tangente á la cicloi
de en este punto y que el punto B se halla en la curva j;/ = '\ (,r). 
En este caso la ecuación f = o se compone de dos partes. Un 
término que contiene lxA y el término Q , lpK. Siendo y o / , 
independientes, se debe tener Q, = o, de donde ^ = 00 . Así, el 
punto B es todavía un punto de retroceso de la cicloide. 

159. MÁXIMO Ó MÍNIMO RELATIVO. En las cuestiones ante

riores se trataba de hacer máxima ó mínima una integral defi

nida / Xx \ d x , sin más condiciones. Se puede añadir al problema 

la condición de que otra integral definida / 1̂ U dx tenga un va-
J 0Co 

lor determinado /. Por ejemplo, propongámonos hallar, entre 
todas las curvas planas de igual longitud / terminadas en los 
puntos A y B, aquélla cuya área comprendida entre dicha curva, 
el eje de abscisas y las dos curvas extremas, sea un máximo. 

La cuestión consiste en determinar j en función x, de modo 
que siendo 

j dx Í i - f ^ m / , 

la integral ¡Xi ydx tenga un valor mayor ó menor que si se sus
tituye y por cualquiera otra función de x que satisfaga á la 
ecuación precedente. Se dice entonces que la integral admite 
un máximo ó un mínimo relativo. 
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Por ejemplo, si se trata de hacer máxima la integral j ^ V d x 

con la condición / V d x = /, las variaciones de estas inteera-

les deben ser nulas, cuando se compara la función obtenida de x 

con aquellas que hacen conservar á / 571 Utf,r el mismo valor. Se 

debe pues tener 

V ^ r = o , o / U d x = o. (2) 
Xo J X0 

Desarrollando estas dos condiciones, como se ha hecho para 
el máximo absoluto, se tendrá dos ecuaciones tales como 

r + / Kx d x = o, (3) 0 + í Fco^r = o, (4) 

F, 6, K, L son funciones que se formarán, como se ha dicho 
arriba. Pero no es necesario hacer separadamente P = o, K = o, 
porque co no es ya una función completamente arbitraria de x . 
Para obtenerlas condiciones que deben satisfacerse en este caso, 
es necesario eliminar o. Hagamos 

'00, 

\ La,^r = cp(,r), (5) 
J 

de donde ¡p (,r0) = o, / Ltorf,r = cp Lr:¡). 

Por consiguiente, 

B + ? (^r,) = o ó (,rI) = _ ©. 

De esto resulta, por efecto de la indeterminación de co, que 
y{x) es una función arbitraria de x , sujeta solamente á anularse 
para x = ,r0 y á ser igual á — 6 para x = . Pero, en vir
tud de la ecuación (5) 

1 d * { x ) 
L d x 
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Sustituyendo este valor en la ecuación (3 ) resulta 

ó, integrando por partes, 

fXl K 
r 4- / ^-fW = 0' 

( 6 ) 

Puesto que cp es una función arbitraria de la que se dan 
tan solo los valores para ¿ = ^ , x = ^ , , se deben verificar 
separadamente las ecuaciones 

rf(^) = o. (7) r - © . 0 ^ 0 - (8) 

La primera da ^ = - « ó K + = o, expresando a 

una constante arbitraria. 

La segunda condición se reduce á T + ¿ 6 = o, porque 

= —ai , por tener — un valor constante — a,. Se tiene 

pues las dos ecuaciones 

r 4- ¿ 0 = o, K + ^ L = o. ( 9 ) 

Habrá una constante más que cuando se busca un mínimo ab-

soluto; pero se tiene también una ecuación de más Mdx = L 

Si se hubiese buscado el máximo de la integral definida 

| (V - f ^U) dx, 

J x0 

se habría llegado á dos ecuaciones ( 9 ) . Por consiguiente, la in-

vestieación del máximo relativo de la integral Mdx, cuando 

la integral (Xl \Jdx debe-conservar un valor constante, se re-
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duce á buscar el máximo absoluto de la integral /ÍV - f alJ) dx, 
lo que puede razonarse como sigue: 

S i ( V + ^ U ) ^ r es un máximo, mientras que (Xl\]dx 
conserva un valor constante é igual á /, expresando l / y V 
funciones poco diferentes de U y V, debe tenerse 

/ ( V H - ^ U ) ^ r > / (V' + ^ U ' ) ^ (10) 
J Xo J CCQ 

/ Udx = / \J-dx — l (n) 
J J X0 ' 

/

x\. 
Ndx > ^ V'dx (i2) 

lo que demuestra que V ' v d x es un máximo, cuando queda 

satisfecha la condición U ^ r = / . Recíprocamente, de la 

desigualdad (12) y de la ( i ) se deducirá la (10). 
160. PROBLEMAS DE LOS JSOPERÍMETROS. Dados dos puntos 

CyD en un plano, hallar entre todas las curvas de igual longi
tud, situadas en este plano, y terminadas en C j D, aquélla para 
la que el área ABCD es un máximo. 

rxi • 
Se debe tener / }¡dxl + dy- = l 

y es necesario hallar el máximo de la integral f ^ j/dx. 

Según la teoría precedente, se deberá buscar el máximo 

absoluto de la integral P {ydx + a f d ^ + ~ d f ) lo que con-

duce á escribir 

5 / {ydx - f aidx* + dy*) = 0. (1) 
J XO 
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Puesto que los límites ,r(, y x{ son fijos, la parte F de la va
riación es idénticamente nula. Además puede hacerse que no 
varíe más que ,r. Se tiene pues, 

ó, integrando por partes y suprimiendo la cantidad exterior á la 
integral, que es nula, 

X / - 1 ^ + " í ) = 0 ' 

é igualando á o el coeficiente de cLr, 

/ dx\ dx 

+ a *7 = 0 de donde 1 ' + a d l ' = c'-

Sustituyendo por ds su valor y resolviendo respecto á dx 

r#: — — ̂  

y — O'2 + . — O4 — «•2-

La curva buscada es una circunferencia. 
PROBLEMA. Ve todas las curvas isoperímetras que pueden 

trazarse en un plano entre dos plintos dados A jj/ B, obtener la que, 
girando alrededor de la recta 0,r, engendra una superficie máxi
ma ó mínima. 

Hay que hallar el máximo ó mínimo de / yds con la con-
i xQ • 

dición / ^ ds == /; y la cuestión se reduce á obtener el máximo 

ó mínimo absoluto de j {y + a) ds, que por ser a una cons

tante, se reducirá á obtener el máximo absoluto de /yds. 
PROBLEMA. Entre todas las curvas isoperímetras hallar la qut 

engendra el volumen de revolución mínimo. La ecuación del pro-
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blema es 

focj . -
o / {yldx -[- ads) ==»o. 

Puesto que están dados los puntos A y B, puede no hacerse 
variar más que x y prescindir de la parte V que es idénticamente, 
nula, puesto que no hay derivada de orden superior al primero 
Según esto, se tendrá 

/ dx \ dx 

V ds = 
Ídl — ( / — cf 

FIN DEL TOMO CUARTO 

2!) 
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L I B R O P R I M E R O 

L Í N E A S Y j ^ U P E ^ B I G I B ^ 

G A P I T U I f O i 

Propiedades primeras de las curvas alabeadas 

§ 1.° TANGENTE Y PLANO NORMAL 

1. COORDENADAS HOMOGÉNAS. Si en la ecuación/(,r , z) = o 

de una superficie se cambian x, y, z por j , j , j Y se quitan los 

denominadores, dicha ecuación se transforma en otra homogénea 
del mismo grado y, z, t ) = o que para ¿ = o adquiere la 
forma primitiva. 

Los puntos en el infinito corresponden al valor t==o . Si se 
observa que toda ecuación de primer grado, en ,r, y, z, t repre
senta un plano, exceptuada la ecuación que contiene tan solo ¿, se 
podrá convenir en que aun en este caso representa un plano en el 
infinito. Así la ecuación / = o es la ecuación límite hacia la que 
converge la ecuación ax + by cz + dt = o, lo cual conviene 
con el crecimiento indefinido de las coordenadas en el origen 

d . d d 
— - ' — p — - • Todos los puntos en el infinito pueden pues con

siderarse como pertenecientes al plano analítico t — o. 

Sea la recta 
x — x0 y — y , 

( I ) 
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Esta recta que pasa por el punto M (-ro, zu) corta á una su
perficie / ( . r , y , z ) = o en m puntos, cuyas distancias p á M están 
determinadas por la ecuación f { x 0 ~\- a p , y0 -\- do, z0 -\- co) = o. 

Si esta ecuación pasa del grado m al m — i, se podrá decir 
que tiene una raíz infinita y que uno de los puntos de intersección 
con la recta de la superficie, ha pasado al infinito. Si se expresa 
por cp (^, JK, z ) el conjunto de los términos de mayor grado de 
f ( x , y , z ) , se ve que para que una recta tal como ( i ) encuentre 
á una superficie en el infinito, es necesario y suficiente que sea 
o, { a , ¿ , c) = o, condición independiente de x 0 , y 0 , z0 . Así pues, 
diremos que toda recta paralela á una recta que encuentra á una 
superficie en el infinito la encuentra también en el infinito. 

Las rectas que encuentran á una superficie en el infinito son 
rec tas a s i n t ó t i c a s y sus direcciones se llaman d irecciones a s i n t ó t i c a s . 

Las rectas asintóticas que pasan por [ x ^ y ^ z¿) forman el cono de 
las direcciones asintóticas relativas á este punto, para obtener su 
ecuación, se elimina a , ¿ , c entre ¡p { a , b, c) = o y las ecuaciones 
( i ) . E l cono de las direcciones asintóticas se llama cono d irector . 

2. TANGENTES Á LAS CURVAS ALABEADAS. Sean las ecuaciones 

/ ( > ' , y , z) = Q> cp y , z) — ó ( i ) 

que determinan una curva de doble curvatura, x , y , z las coorde
nadas del punto M y x + A.r, + Ay, 0 + ^ las del punto M' . 
Las ecuaciones de la secante MM' serán 

¿V ^ z 
Y - y = - £ i X - x \ Z - * = ^ ( X -

en la que X, Y, Z expresan las coordenadas generales. Y si M' se 
aproxima á M indefinidamente, en el límite, se tendrá que las ecua
ciones de la tangente son 

d v d z 

Dividiendo estas ecuaciones entre sí, se obtiene la ecuación de 
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la proyección de la tangente á la curva sobre el plano yz, 

dy 

La forma de estas ecuaciones hace ver que la proyección de la 
tangente sobre cada plano coordenado es tangente á la proyección 
de la curva sobre este plano. 

Los coeficientes diferenciales y ~ se obtienen por la dife-
ax ax 

renciación de las ecuaciones ( i ) , lo que da 

tx dx l)Z dx~~Q' ^ ^ J y J x ^ ^ z d x ^ ^ 0 ^ 

Sacando los valores de los coeficientes diferenciales, y sustitu
yendo en (2) se obtendrán las ecuaciones de la tangente. Pero se 
llegará más brevemente á este resultado, deduciendo de (2) que 

dy _ Y —y dz Z — z 
d x ~ X — x ' d x ~ X — x ' 

y sustituyendo en ( 3 ) , lo que da 

| ( X - . ) + - | , ( Y - ^ ) + ^ ( Z , ^ . ) = 0, 

^ ( X _ . ) + | ( V ^ , ) + ^ ( Z _ 2 ) = 0. 

Se obtienen pues las ecuaciones de la tangente, sustituyendo en 
las ecuaciones diferenciales, dx, dy, dz por las diferencias X — r 
Y - ^ Z - z. 

OBSERVACIÓN. Para expresar, que una recta, representada pol
las ecuaciones (1) del número 1 es tangente á una curva basta, en 
general, expresar que encuentra á la curva en dos puntos coinci
dentes, es decir, que las ecuaciones de la recta y las de la curva 
tienen dos soluciones comunes coincidentes, ó que las ecuaciones 
en p obtenidas sustituyendo .r + ap, por X , tienen una 
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solución doble. Pero en el caso de que el punto sea singular, una 
recta encuentra á la curva en dos puntos coincidentes; por esta 
razón es preferible expresar que la recta coincide con una tangente, 
identificando las fórmulas ( i ) del número i con las de la tangente. 
Tendremos, respecto á los planos x z é y z , 

d x a * d y '• b 
v + { Z - z ) — = x 0 - \ { Z - z Q ) - , y V { Z - z ) — = A + ( Z - ^ ) 

que deben verificarse independientemente de Z, lo que da 

d x 

a 
d y 

T 

3. ÁNGULOS DE LA TANGENTE. Supongamos que los ejes de 
coordenadas son rectangulares. Por la figura se ve que 

biííiira 1 

eos y = 

eos y' = 

Í A-r"2 + A/2 + Az-' 

: M 

M ' A/2 Ai 

y en el límite eos y = 

Concluyéndose para todos los ángulos 

A-sr2 

A 

d z 

i d x - + dy1 + dz1 

eos a 
d x 

eos 
d y 

¿ 7 ' eos \ 
d z 

d s 

como en el caso de las curvas planas. 
4. PLANO NORMAL. Las ecuaciones de un plano y de la tan

gente á una curva, que pasan por el punto M (,r, z ) , son 

A (X — ,r) - | - B (Y — y ) + C { Z — z ) 

dy 
Y - > ^ - J ( X - . r ) , 

d z 

d x 
i X - x ) , 
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Para que el plano sea perpendicular á la tangente, se necesita 
que se tenga 

JB_ dy_ C. _ dz 

A — d x ' X = Z v ' 
luego la ecuación del plano normal es 

(X — x ) d x + (Y — y ) ^ / + (Z — z) dz = o. 
También podemos obtener este resultado sus

tituyendo en la expresión conocida 
eos TMN = eos a eos a' --f- eos ¡3 eos ¡3' 

+ eos y eos y' 
los valores de los cosenos 

p 
Figura 2 

eos * = 
X — , r Y — j 

, eos p = 
MN MN 

d x dy dz 
eos a = —- , eos p = —- , eos y == — 

as as ' ds 

, eos y = 
Z 

MN 

§ 2 . ° PLANO OSCULADOR 

5. DEFINICIÓN. Se llama p/ano osculador de una curva ala
beada al límite hacia el que tiende el plano que pasa por tres 
puntos de una curva, que tienden indefinidamente á reducirse á 
uno solo, ó lo que es lo mismo al límite de las posiciones de un 
plano que pasa por la tangente en uno de los puntos M de la 
curva, cuando pasa por otro punto m que tiende á confundirse con 
el primero. 

Sea un plano que pasa por el punto M {x, y , z) 

A(X —,r ) + B ( Y — 7 ) + C(Z — ^ = o. ( i ) 

Si pasa además por la tangente en M, 

Y 
Figura 3 

-y 
dy 

- ( X - x ) , Z 
ds 
d x 

( X - x ) , 

tendremos A (X — .r) - I - B (X — x) + C ~ (X 
a x d x 

x) = o 
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ó k d x + ¥>dy + Cdz = o. (2) 

Puesto que dicho plano ha de pasar por el punto 

M' {x + A.r, y + A/, 2 + As) 

tendremos A / U ' + BAy + CA^ = o. ( 3 ) 

Considerando á ,r, z como dependientes de un parámetro /, será 

A,t' 
dy í d^y 

¥ d t ^ i dt'1 

dz A r 2 

te = M - j - 4 
^ 1.2 

d-z 

dt-r + T , 

de manera que la ecuación ( 3 ) se reducirá á 

;?+•)]+=[ 
T^r , A i 2 íd-h J j / , A r 2 (d->y 

A i H "^ r + 
1.2 \ ai-

1 

dt 

Ai2 Z '̂2^ 
~ I .2 Wi2 

que, en virtud de (2), y pasando al límite, se reduce á 

A¿¿,2,r + ¥>d-y + Zd-z = o. (3) 

Eliminando A, B, C entre (1), (2) y (3 ) resulta la ecuación del 
plano osculador 

X — x Y — y r¿ — z 

dx dy dz = 0 . ( 4 ) 

d%x d-y d'̂ z 

También habríamos llegado á este 
resultado suponiendo que el plano pasa 
por los puntos x , y , z, x - \ - k x , J+AJJ/, 

._|_As y ,r + 2A,r+A-2,r, y - \ - 2 ^ y - \ - A'2j/, z + 2 k z + t f z , y haciendo 
tender á los puntos M' y M" hacia el M. 

6. ÁNGULOS CON LOS PLANOS COORDENADOS. Sean X, ¡x, v los 
ángulos que forma con los ejes la perpendicular PM al plano oscu-

Figura i 
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lador, que se llama binormal. Se tendrá 
C 

eos X 
A B 
~ , eos [¿ = ^ - , eos v _ . (üá = A^ + B2 + C2) 

Haciendo, por brevedad, dx — a, dy — b, dz — c, d-x = d, 
dy = d', d'2z = c\ obtendremos 

D2 = {be — cb'f + {ta! — ac'f + {ati — ^')2 

D2 = (a2 + Í̂ 2 + Í2) + ¿,- -h c"2) - (^«' + tó' + ce), 

que, en virtud de ser 
ds- — a- -\- b- + c-, ds d-s — ad - |- bb' + ÍC', 

se transforma en 

D = ds^d-'x)1 + {d-yf + (tí?'̂ )2 — (a^)'-

que puede escribirse también bajo las formas 

D = Í~{dsdTx — dxd'xsf + {dsd-'y — dyd-s)1 +~ 

í^2^\a 

COS A 

COS A 

dy dz 
ds ds 

d̂ y d-s 
dz* ds-

eos y-

dz dx 
ds ds 
d̂ z d-y COS V = c 

dx dy 
ds ds 

d'2x d^y 

{dyd'2z — dzd^y), eos ¡J- = -~{dzdix — dxd'lz), 

o 
eos v — -~{dxdiy — dyd^x). 

7. ORDEN DE CONTACTO DEL PLANO OSCULADOR. Puesto que el 
plano osculador en un punto M de la curva, la corta en tres puntos 
confundidos, puede decirse que tiene con ésta un contacto de se
gundo orden. 

Esta consideración permite obtener la fórmula ya obtenida del 
plano osculador, pues siendo 
AX 4- BY + CZ + D = o y x = / ( « ) , j = cp {u), z = ^ {ti) 
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las ecuaciones de un plano y una curva cualesquiera, las condicio
nes del contacto de segundo orden están dadas por las ecuaciones 

A f { u ) + B-i {u} H- C'h (te) = D, j 
Af '{u ) H-.B^(«) + C ^ ( « ) — D, . ( i) 

Af"{u) - f B f i u ) 4- C = D, ) 

que son las condiciones para que una ecuación tenga una raíz triple. 
TEOREMA. B ¿ plano osculador de una curva en un punto M de 

esta curva, es un plano situado á t m a distancia infinitamente pe
queña de tercer orden de un punto M' de la curva infinitamente pró
ximo del M. 

En efecto, la distancia del punto x + zU', y + by, z -|- As al 
plano se expresa por 

AA.r + BAj/ + CA-sr 

" / A M ^ B ^ + l ! 7 2 ' 
Y para hacer ver que esta distancia es de tercer orden, basta 

sustituir por Ax, \y, As sus expresiones 
1 i 1 

dx 4- — d-x + , dj + - d y 4- , ds -]- - d'-z + 
2 1 ^ 2 1 2 

é igualando á cero los términos que contienen infinitamente pe
queños de primero y de segundo orden, resultan las ecuaciones 

(2) y ( 3 ) . 

8. PUNTOS EN QUE EL PLANO OSCULADOR PERMANECE ESTACIO
NARIO. Pueden existir en una curva alabeada puntos excepcio
nales en los que el plano osculador tenga 7nds de tres puntos 
comunes confundidos. Se dice que en estos puntos el plano oscu
lador es estacionario, análogamente á la tangente de inflexión de 
las curvas planas. En el caso de que tratamos, á las tres ecuacio
nes arriba consideradas hay que agregar una cuarta 

A / ' " {u) -f B/ ' " ( t í ) + C f " {ti) = o. 
Sustituyendo en ésta, valores proporcionales á A, B, C sacados 

de las ecuaciones ( i ) , tendremos la condición 

O P T - f ?")/'" + Wf" - f ' V ) + ( / Y - ¥f") r - o. 
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Figura ."> 

que determina los valores de u correspondientes á los pantos en 
que el plano osculador es sobrcosculador ó estacionario. 

9. DISPOSICIÓN DEL PLANO OSCULADOR RESPECTO Á LA CURVA. 
TEOREMA.—-En general, el plano osculador atraviesa á la curva. En 
efecto, si suponemos que un móvil al re
correr la curva, encuentra á los puntos 
M i , M, M2 en el orden indicado, antes 
de llegar á M, describe un arco i situado 
en la parte inferior del plano (fig. 5 ¿z), 
atraviesa después el plano en M, y recorre un arco 2, en la parte 
superior, enseguida el arco 3 inferior, y por último, el arco 4 . Si 
pues M, y M.2 tienden hacia M, el plano tiende hacia el plano oscu
lador en M, los arcos 2 y 3 se anulan, quedando la disposición de 
la figura 5, b, por la que se ve que la curva atraviesa al plano. 

Excepción. Cuando el plano osculador corta á la curva en 
cuatro puntos coincidentes, no atraviesa á ésta. 

10. PERSPECTIVA DE UNA CURVA ALABEADA. Sea O un punto 
fijo, P un plano fijo y C una curva alabeada. Para definir su pers

pectiva, uniremos O con el punto M de la curva 
alabeada, obteniendo la traza m en el plano P. 
El lugar de los puntos 7/¿ es una curva plana c 
llamada perspectiva ó proyección central de C. 
Cuando el punto 0 se aleja indefinidamente, la 
perspectiva se transforma en la proyección de C 
paralela á dicha dirección. 

Se ve inmediatamente que la tangente á la curva perspectiva 
es la perspectiva de la tangente en M á la curva C. 

TEOREMA. Si en una curva C existe 
ttn punto p tal, que el plano osculador P en 
este punto pasa por el centro de perspectiva 
0, la perspectiva p' de p es un punto de 
inflexión de la curva perspectiva c. En 
efecto. Sea ab la traza del plano osculador 
en p sobre el plano de proyección Q y 
0pp' la proyectante de p situada en el plano P. El punto p' estará 

Figura 6 

Figura 7 
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Figura 8 

en ab. Si iVB es la tangente en á la curva alabeada estará en 
el plano osculador P y su perspectiva será ab\ luego la curva pers
pectiva será tangente en p ' á ab. Además la tangente ab atraviesa á 

la curva perspectiva en p ' , pues en el espacio, la 
curva C atraviesa al plano osculador P, hallándose 
el arco Mp delante y el p W detrás; y por consi
guiente, mp' estará delante y p ' m ' detrás de ab. Por 
atravesar la tangente ab á la curva plana c en p \ 
éste será un punto de inñexión. 

Caso de excepción. Cuando la tangente AB 
en p pasa por el centro de perspectiva, la perspectiva de AB será un 
punto p \ y la curva presentará en este punto un retroceso (fig. 8), 

11. PLANO OSCULADOR DE LA HÉLICE CILINDRICA. Supongamos 
que el eje del cilindro sea el eje de las z. Puesto que la ordenada 
de la hélice es proporcional al arco AP, llamando u al ángulo AOP, 
tendremos para un punto M(.r, y , z) 

x = a eos u, y = a sen u, z ==• ku. 

Diferenciando dos veces será 

d x = — a sen u du, dy = a eos u du, dz = k du 

d1x = — a eos te. du1, d y = — a sen u du2, d'¿z = o. 

Para que sea osculador en el punto M el plano 

A(X — x ) + B(Y — y ) - f C(Z — = o, 

tendremos que hacer 

A = dyd-z — dz d-y — ak sen udu* 

B = dzd'2x — dx d-z — — ak eos udu3 

C = dx d^y — dy d'lx — a^dw'. 

La ecuación del plano osculador será 

(X — x) ak sen u — (Y — y ) ak eos u -|- (Z —• z) a" 

ó (X — x ) ky — (Y — y ) k x + {Z — z) a2 == o. 

Figura 9 
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G A P Í T U I i O I I 

Propiedades descriptivas de las superficies 

§ I.0 PLANO TANGENTE DE UNA SUPERFICIE 

12. TEOREMA. Las tangentes á todas las curvas que pasan por 
nn punto P en una supeificie se hallan contenidas en un plano, que 
se llama el PLANO TANGENTE Á LA SUPERFICIE. 

En efecto, si trazamos en la superficie / (.r, y, z) = o una cur
va cualquiera, que podremos obtener considerando simultáneamen
te la ecuación jj/, 5) = o y la de otra superficie cp y, z) = o, 
las ecuaciones de las tangentes á la curva, intersección de dichas 
superficies, son 

S / 3 / 3 f 

_ ( X _ . ) + ^ ( Y - ^ ) + ^ ( Z . - . ) = o (1) 
c)C6 ÍCP SíD 

¿ Í X ^ . - . ) I - j ^ (Y ^ - ( ^ - ) ^ o . (2) 

Pero dicha tangente se hallará siempre en el plano representado 
por la ecuación (1), cualquiera que sea la superficie 0 = 0 que 
pase por el punto P de contacto; luego dicho plano es el lugar de 
las tangentes á todas las intersecciones ó curvas que pasan por P 
en la superficie propuesta. 

OTRA FORMA DE LA ECUACIÓN DEL PLANO TANGENTE. Dividiendo 
•\jr 1 

la ecuación (1) del número anterior por ~ - , y sustituyendo por los 

coeficientes que resultan sus valores p y q, tendremos 

/ (X — *) + q (Y —y — (Z — z) = o. 
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13. GRADO DE LA ECUACIÓN DEL PLANO TANGENTE. Podemos 
escribir el plano tangente bajo la forma 

y agrupando los términos de los diferentes grados, será 

/ y , z ) = tL -1- « i - h + , , 

igualdad en la que u expresa la suma de los términos de grado 
^ , la de los términos de grado m — r, y así SLicesivamente. 
Además, tendremos 

3/ _ l u lu^ I f TÍU Tiui 3/ M 
Ttx ^ ^ " " }¡y + + ' " ' ' ¿7 + " * * 

Multiplicando respectivamente por x, y , z y sumando, tendremos 

3/ _3/ / 'bu -bu\ 
x \ h — + z-— = [ x + y — + z ~ - ) 

I x bz V Sj/ 2)2: / 

bu . bu , bu A 
X l + y 1 + Z_JL \ + . . . ; 

y en virtud de una propiedad conocida de las funciones homogé
neas, será 

¥ ¥ ¥ 

¥ , ¥ , ¥ 

Por lo tanto, la ecuación del plano tangente es del grado ra — 1 
con relación á las coordenadas del punto de contacto. 

14. SUPERFICIES PODARES. DEFINICIÓN. Sean O un punto fijo 
y S una superficie fija. El lugar de los pies de las perpendiculares 
bajadas desde el punto O á los planos tangentes á la superficie se 
llama superficie podar de la superficie S con relación al punto O. 

15. SUPERFICIES PARALELAS. DEFINICIÓN. Sea M un punto 
cualquiera de una superficie S y MN la normal en M. Si se toma 
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MN = const., el lugar de los puntos N será una superficie E á la 
que se llama superficie paralela á la S. Los puntos M y N se lla
man puntos correspondientes, 

s. 16. TEOREMA. LOS planos tangentes en dos puntos correspon
dientes de dos superficies paralelas son paralelas. 

En efecto, sean x, y, z las coordenadas del punto M situado en 
S Y x ' • > z' las del punto correspondiente N de la superficie pa
ralela, sea además / la longitud constante cuyos extremos son M y 
N. Se tiene 

/a, y ' ^ y i - l ^ z' — Z -\- 1^ 

expresando a, [3, y los cosenos directores de la normal á S, y di
ferenciando tendremos 

dx' = dx + Ida, dy' = dy ~\- Idp, dz' = dz -\- /¿/y. 

Multiplicando respectivamente por a, ¡3, y} sumando y supri
miendo la parte que se anula, en virtud de la relación conocida de 
los cosenos directores y su derivada, resultará 

a.dx' + $dyf + yafe' = o.dx -f $dy + ^dz. 

Pero el segundo miembro es nulo, luego el primero también lo 
será; luego la dirección dx', dy', dz' situada en el plano tangente, 
es normal á a, [3, y. 

17. PUNTOS SINGULARES. Cuando en la ecuación/(..r,^, z )=o 
V H ¥ se verifica que = o, = o, -4 = o, deja de existir- la ecua-
óX dy ciZ 

ción del plano tangente. Los valores de ^ y ^ se presentan bajo la 

forma indeterminada , los puntos especiales que se hallan en 
estas circunstancias se llaman puntos singulares. 

Las tangentes á las curvas que pasan por él se hallan - en un 
cono cuyo grado puede ser más ó menos elevado. 

Observación. Si M ' y M" son dos puntos infinitamente próxi
mos al M, el plano M ' M M " tenderá hacia límites distintos, según 
las circunstancias. Así, cuando M ' y M" tienden hacia M de ma
nera que las rectas M M ' y MM" tienden hacia dos tangentes 
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distintas á la superficie, el plano MM'M" tiende hacia el plano 
tangente, porque su posición límite contiene dos tangentes á la 
superficie. Pero si los puntos M ' y M" tienden hacia M, siguiendo 
los dos una misma curva trazada en la superficie que pasa por M , , 
dicho plano tiende hacia el plano osculador á esta curva y no hacia 
el plano tangente á la superficie. 

18. POSICIÓN DE UNA SUPERFICIE CON RESPECTO AL PLANO TAN
GENTE. Tomemos en la superficie z — f { x , y ) un punto A(«, ¿, c), 
ó sea c = f ( a , ó), cuya proyección sobre el plano de las x j / es O'. 
Sea M un punto próximo al A, cuya proyección sobre el mismo 
plano es P. 

Transportemos paialelamente los ejes al punto O', y tendremos 
x = a - { - x ' , y = b ~\~y\ conservando z el mismo valor. Ten
dremos 

ó desarrollando según la fórmula de Taylor. 

z — / O, b) -f- p x ' + qy' + - ii-x'-1 - f 2sx ' y ' -|~ ty'*) - f 

La ordenada MP encuentra al plano tangente en A, en un 
punto M , , cuya ordenada Mj P designaremos por z i . Siendo 

Z — c = p {X. — a) - ] - q { Y — b) 

la ecuación del plano tangente con relación á los ejes primitivos, y 
X = a-\-x', Y — b - \ - y ' las coordenadas de 
P, la ordenada ¿r, del plano tangente será 
zx = c + p x ' + qy . Pero tenemos que 

h = - { r x ' - - j - 2 s x y ' + ty"') + 

Figura lll 

ó, pasando á coordenadas polares 

i x = p eos cp, / = p sen cp se tendrá 

z — zi ~ — \ r eos- cp - |- 2s eos a> sen (p - j - / sen2 <p -|- p /3 (cp) -|_ . . . . ] 

expresando / g (cp) un polinomio homogéneo de tercer grado en 
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eos cp y sen cp. Si el valor de ? no anula al trinomio, haciendo á p 
suficientemente pequeño, la diferencia z ~ tendrá el mismo 
signo que el trinomio. Y razonando como en el tomo primero (pá
gina 254) veremos que en caso de ser rt — s1 > o, la superficie se 
hallará totalmente á un mismo lado del plano tangente, es convexa 
en este punto, como sucede en la esfera, el elipsoide y el hiperbo
loide de dos hojas, y se dice que tiene curvatura total positiva. 

En el caso de ser rt — s1- < o, podremos escribir 

f t (?) = eos2 cp {t tg2 cp + 2^ tg cp + r) 
que se anula para dos valores tg cp = X, tg cp = \ \ Y se verá que 
z — z u cuando tg f no es igual á X ni X', tiene el mismo signo que 
el trinomio para valores suficientemente pequeños de p; y puesto 
que este trinomio tiene signos distintos según que tg cp se halle ó 
no comprendida entre dichas raíces, z ~ z^ cambiará de signo, al 
pasar de una región á la otra. La superficie atraviesa al plano tan
gente en la proximidad del punto A. 

La proyección de la intersección de la superficie con el plano 
tangente, será 

o = rx"1 -\- 2sx'y' + ty"1 - j - . . . . , L e p ^ ^ 
y 0 = rx" + 2sx'y' + ty'* 'Í^T^T 
la ecuación del haz de tangentes, que son reales. Luego el plano 
tangente corta á la superficie según una curva, cuyas dos tangen
tes se llaman las direcciones asintóticas en el punto A. 

Un hiperboloide de una hoja, un paraboloide hiperbólico (figu
ra 11) son superficies, cuya convexidad se cambia en concavidad 

á lo largo de las dos direcciones asintó
ticas, lo que se expresa también diciendo 
que cambia el signo de su curvatura. 

Cuando rt — -2 = o, el trinomio es 
un cuadrado perfecto 

^ 5 ^ 1 2 ^ 0052 ? (tg * — K)\ 
cuyo signo es constante para cualquier valor de cp. 

Para p suficientemente pequeño, z — ^ tiene el signo del primer 
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término de su desarrollo que no se anula para tg^ — X; luego la 
superficie se halla á un mismo lado del plano tangente, en todas 

direcciones alrededor de A, excepto en una 
dirección AD, cuya proyección es O'E y la di
rección opuesta. Para estas direcciones opues
tas no se puede afirmar nada, sin estudiar los 
términos sucesivos del desarrollo de z — £,, 
cuando se hace <p = X. 

El plano tangente en A corta á la superficie 
según la curva cuya proyección es 

O' 
Figura 13 

o = r x ' - + 2 s x ' y + ¿ y 2 + 

En el caso actual esta curva tiene en O' un punto doble con 
tangentes coincidentes con O'E. El plano tangente en A corta pues, 
á la superficie según una curva que tiene en A un punto de retro
ceso cuya tangente es AD, ó más generalmente, un punto singular 
en el que dos ramas de la curva son tangentes entre sí y á la recta 
AD. Las dos direcciones asintóticas en A están confundidas con 
esta recta AD. 

Por ejemplo, siendo en una superficie cónica ó cilindrica el 
plano tangente en A, tangente á lo largo de la generatriz AD del 
punto A, corta á la superficie según dos rectas confundidas con AD. 
Así, la cantidad rt — s1 es nula en todos los puntos de una super
ficie cónica ó cilindrica. Veremos más adelante que ésta es una 
propiedad característica de las superficies desarrollables. 

En un toro, el plano tangente perpendicular al eje es tangente 
á la superficie á lo largo de una circunferencia 
C. En un punto A (fig. 12) de ésta, la curvatura 
es nula. La tangente AB á C es la dirección 
asintótica en A. El círculo C y su simétrico res
pecto al ecuador del toro dividen á la superficie 
en dos partes. En la opuesta al eje la curvatura 
es positiva, en la vuelta hacia el eje es negativa-

19. NORMAL. La perpendicular al plano 
tangente en el punto M de contacto (fig. 15) se llama normal á la 

Figura 14 
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superficie. Para obtener su ecuación, observaremos que una recta 

X —, r Y — y _ Z — s 

a b e 
que pasa por el punto {x.,y, z) será perpendicular al plano tangen
te, cuando los coeficientes directores a, b, c, sean proporcionales á 

las derivadas parciales — , — , — . 
1x l y 1z 

Las ecuaciones de la normal serán pues 

X — .r Y — v Z — z (i) 
p 

Figura 15 2iy 'hz 

y sustituyendo p y q por sus expresiones conocidas, las ecuaciones 
( i) se reducirán á las siguientes: 

X ~ x + p { Z — z) = o, Y — y - { - q {Z — z) = o. 

Las expresiones de los ángulos que forma con los ejes son 

P — ó 9 i eos a = — , cos(3 = — 
Í f + ql + l 

, COSY= 

§ 2 . ° SUPERFICIES REGLADAS 

2 0 . FÓRMULAS GENERALES. Consideremos la generatriz G 

,v = az k, y = b z - { - k ; ( i ) 

en la que a, b, k, k son funciones continuas de un parámetro u. 
Cuando u v a r í a , la generatriz G engendra 
una superficie reglada, cuyas generatri
ces son las rectas ( i ) . 

Tracemos la tangente á la inter
sección C de la superficie con un plano P 
paralelo al de las x y en el punto M de 

Figura 16 intersección de P con la generatriz AM. 
Puesto que el plano tangente en M 

debe contener las tangentes á todas las curvas que pasan por M 
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en la superficie, contendrá á las dos rectas Mí y MA, que determi
nan el plano ¿MA, cuya traza At' con el plano de las es paralela 
á M^, que tiene por coeficiente angular 

dy zdb -¡r dk 

d x z da -\- dh ' 

siendo m también el coeficiente angular de A t ' . 
Cuando M se mueve á lo largo de la generatriz AM, u perma

nece constante, así como da, db, dh y dk, mientras que z varía 
desde — oo hasta + co . Además, m varía con z siempre en el 
mismo sentido, tomando una sola vez todos los valores posibles 
comprendidos entre dichos límites, puesto que no cambia de signo 
al variar z, la derivada 

dm dadk — dbdh 

dz {zda-^dh)'1 ' 

Cuando M describe la generatriz AM, de un extremo á otro, el 
plano gira pues, en el mismo sentido alrededor de AM y adquiere 
una sola vez todas las posiciones posibles, exceptuándose cuando m 
sea independiente de z, lo que se verificará cuando dadk ~ d b d k = o , 
en cuyo caso el plano tangente será el mismo en todos los puntos 
de la generatriz. 

21. CLASIFICACIÓN DE LAS SUPERFICIES REGLADAS. Cuando se 
verifica la condición última, del caso excepcional, para todas las 
generatrices de la superficie reglada, es decir, que se halla satis
fecha para cualquier valor de u, se dice que la superficie es des-
arrollable. 

En el caso contrario, la superficie reglada se llama alabeada. 
Para las superficies desarrollables, el plano tangente es el mismo á 
lo largo de cada generatriz; para las superficies alabeadas, el plano 
tangente varía, cuando el punto de contacto se mueve á lo largo 
de la generatriz. En estas últimas existen generatrices excepciona
les para las que se verifica la condición dadk — dbdk = o. 

Observación. El plano tangente corta á la superficie desarro-
Uable según dos rectas coincidentes .con la generatriz de contacto. 
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como se verifica en los conos y cilindros; y en las superficies alabea
das, el plano tangente queda á distinto lado de la superficie, varian
do el sentido de la curvatura, como se verifica en el hiperboloide 
de una hoja, conforme expresan las condiciones rt — J 2 = o 
y rt — y2 o (casos de la curvatura total nula ó negativa). 

2 2 . TEOREMA. D O S superficies regladas alabeadas, que tienen 
una generatriz común, son, ey, general, tangentes á lo más en dos 
puntos de dicha generatriz; y si son tangentes en más de dos puntos, 
se ajustan, es decir, son tangentes á lo largo de la generatriz. 

Sean las generatrices de las dos superficies (fig. 16) 

x = az + h,y = bz + k\ x = ax z. f hx, y = bxz + kK; 

y supongamos que estas dos superficies tengan una generatriz 
común AB. Los coeficientes angulares de las trazas de sus planos 
tangentes con el xy, en el punto M de la generatriz común AM, son 

zdb-\-dk zdb.^-dk, 
m = !— — — 1 ~ 1 zda - j - í t ó ' • 1 zdai -\-dhx' 

Y la condición de coincidencia de los dos planos tangentes es 
la ecuación de segundo grado que resulta de igualar estas dos 
ecuaciones, cuando es m = mx. 

E emplo. Para construir un hiperboloide que tenga el mismo 
plano tangente que la superficie en M, consideremos 
tres puntos A, B, C de la generatriz, la tangente AA' á 
la superficie en A, la BB' en B y la CC' en C; y consi
deremos también el hiperboloide engendrado por una 
recta móvil que se apoya en las tres rectas AA', BB', CC'. 
Este hiperboloide tiene común con la superficie la gene
ratriz ABC y el plano tangente en cada uno de los tres 
puntos A, B y C; luego tiene el mismo plano tangente Figura 17 
que la superficie á lo largo de ABC, es el hiperboloide tangente. 

Para obtener el plano tangente en M de la superficie, basta tra
zar el plano tangente al hiperboloide en M, es decir, construir la 
generatriz rectilínea del hiperboloide del segundo sistema MM'. El 
plano tangente buscado será AMM'. 
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Definición. Se dice que una superficie reglada tiene un plano 
director, cuando sus generatrices son paralelas á un mismo plano, 
que es plano director. 

TEOREMA. Si dos superficies regladas alabeadas, con el mismo 
plano director, tienen una generatriz común, son tangentes en general 
en un solo punto á distancia finita en esta generatriz. Y si son tan
gentes en más de un punto á distancia finita en la generatriz, lo son 
totalmente á lo largo de la generatriz. 

En efecto, suponiendo que el plano director común sea el de 
las yz, las ecuaciones de una generatriz de cada superficie serán 
respectivamente 

x = h, y = bz + k; x = ^ , y — bxz + k¿ 
y la ecuación de segundo grado arriba considerada, se reduce á la 
de primero 

zdb -\- dk zdbx - f dk.{ 
dh dk. 

23. PUNTO CENTRAL. LÍNEA DE ESTRICCIÓN. PARÁMETRO DE 
DISTRIBUCIÓN. Se llama punto central de una generatriz, en una 
superficie reglada, al pie de la perpendicular común á esta genera
triz y á la generatriz infinitamente próxima. El lugar de los puntos 
centrales forma una línea situada en la superficie, que se llama 
línea de estricción. 

Para estudiar la distribución de los planos tangentes á lo largo 
de una generatriz, tomemos esta generatriz 
por eje Oz, por origen O el punto central y 
por eje de las x la perpendicular común O A 
á la generatriz Oz y á la generatriz infinita
mente próxima AB (fig. 18). 

Siendo AB perpendicular á Ox, su pro
yección AH sobre el plano xOz se expresará 
por x ==- o y su proyección sobre el yOz por 
y=z\.% a, siendo a el ángulo de x\B con Oz. 
En estas ecuaciones, o y a representan la dis

tancia de las dos generatrices infinitamente próximas Oz y AB, y el 

Figura 18 
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ángulo que forman, las cuales son cantidades infinitamente peque
ñas. Elijamos el sentido de Oy de modo que a y o sean positivas. 

Si se corta la superficie por un plano Q, paralelo al de las xy, 
encontrará á O0 y AB en M y M'. El plano tangente en M se halla 
determinado por la generatriz Os y por la tangente en M á la curva 
de intersección. Esta tangente es la recta MM' porque M' se halla 
infinitamente próximo á M . La traza horizontal O/ del plano 

tangente en M es pues paralela á MM', siendo 7n = — su coefi

ciente angular. Pero hallándose el punto M' cuyas coordenadas 

son x é y, en AB, éstas satisfacen á las ecuaciones 
Jtg a 

x = o, y = z tg a de donde m = z . 
o 

o 

Y siendo a y o infinitamente pequeñas, la relación —— tiene el 
tg a 

mismo límite que —. Si pues se hace k = lim —, se tendrá 7n = 
a a & 

Este coeficiente k se llama pai'ámetro de distribución á lo largo 
de Os. 

24 . ÁNGULO .DEL PLANO TANGENTE CON EL PLANO CENTRAL. 
Sean G y G' dos generatrices infinitamente 
próximas de una superficie reglada. Trace- —y S 
mos la perpendicular 00' (fig. 19) común á 
G y G'. El límite de las posiciones del pie o 
es el punto central y el lugar de los puntos Figura 19 
centrales la línea de estricción de la superfi
cie reglada. El plano de G y de la perpendicular común o o' es el 
plano central para la generatriz G. 

Tracemos por o' una paralela G1 á G y por un punto a de 
G tracemos un plano perpendicular á esta recta. Este plano corta 
á G, en el punto ^ y á G' en el c. Siendo G' una generatriz in
finitamente próxima á G, el punto c se halla infinitamente pró
ximo del y la recta ac es la tangente en « á la línea de estric
ción de la superficie reglada y del plano que hemos trazado en a 
perpendicularmente á G. El plano de G y de ac es entonces el 
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ri be 
plano tangente en a de la superficie reglada. Tenemos tg 6 = —. 

J tg <T 

Y siendo x = oa y a el ángulo de G y _G , tendremos tg 6 = 

fórmula en la que ab expresa la longitud de la perpendicular co-

mún á G y G', que llamaremos p, y sera tg 6 = , o tgO = ^ — , 

sustituyendo el ángulo á la tangente. Representando por k el pará-

metro de distribución, será tgb = j . La tangente del ángulo que el 
plano tangente en un punto de G forma con el plano central, es pro
porcional á la distancia del punto que se considera al punto central. 

25. SUPERFICIES ALABEADAS. Si suponemos que a y o son 
infinitamente pequeños de igual orden, k es finito y diferente de 
cero. El plano tangente M varía, cuando M describe la generatriz; 
la superficie es alabeada. En el punto central O, m = o, el plano 
tangente se confunde con zOx. Cuando M va de O al infinito posi
tivo en O0, 0 varía desde o hasta - f 00, é igualmente m. El plano 
tangente gira alrededor de Oz desde la posición xOz hasta la yOz. 
Cuando M va de O al infinito negativo, en Oz, z varía desde o • 
hasta — 00, é igualmente m. El plano gira al rededor de Oz en 
sentido contrario desde xOz hasta y'Oz. 

26 . SUPERFLCIES DESARROLLABLES. Puede suceder que B sea 
infinitamente pequeño de un orden supererior á a. Entonces el pa
rámetro de distribución k es igual á cero, y para z diferente de cero 
se tiene m = 00, cualquiera que sea z. El plano tangente es el mis
mo á lo largo de la generatriz Oz. Si esto se verifica para todas las 
generatrices de la superficie, esta es desarrollable. 

El ejemplo más sencillo es el del cono. Entonces o es rigorosa
mente nulo, porque las dos generatrices se encuentran. Puede 
suceder que también a sea infinitamente, pequeño de orden supe
rior á o, entonces k •= 00 y m = o, para cualquier valor de z. El 
plano tangente lo es todavía á lo largo de Oz. Así, en un cili'hdro, a 
es nulo, porque las generatrices son todas paralelas; luego £ = 00 . 

27 . SUPERFICIE CÓNICA. TEOREMA I. Todo plano tangente al 
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cono pasa po?' el vértice, y recíprocamente, toda superficie cuyo plano 
tangente pasa por un punto es un cono cuyo vértice es dicho punto. 

En efecto, siendo 

I x — a y ~ b \ 

la ecuación de una superficie cónica (t. I , pág. 103), por depender las 

funciones 

nulo, es decir, 

1 

a , y 
- e — 

, la una de la otra, su determinante es 

P x a 
(0 —O2 

x — a 

P 
y 

{ z - c y 

{z — cy 
y 

i r * {z — cy 

ó bien z — c — p {x — a) — q {y — b) — o. 
Esta ecuación expresa que el plano tangente en {x, y, z) pasa 

por {a, b, c), y fácilmente se demostrará el recíproco. 
TEOREMA IT. E l plano tangente al cono es el mismo á lo largo 

de la generatriz. Este teorema que ya se ha demostrado, se puede 
demostrar también diferenciando la ecuación de las superficies có
nicas respecto k x ó, y. Hagamos 

« t e x — a v •— b 
I X 

te 

y resultara — 
i z — c F {z—cf\ 

¥ . y - b 
3(3 p {z— cyi — o. 

Se ve que p es función de x a y lo mismo se verá 
respecto á ^; y en virtud de 

z — c—p {x — a) — q{y — b) = o, 

lo mismo sucede respecto á z—px — qy. Los tres coeficientes 
p,q, z —px — qy del plano tangente 

Z — z—p(X — x) — q{Y —y) = o 
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son funciones de dichas fracciones,'que son las mismas á lo largo 
de una generatriz. 

Para las superficies cilindricas enunciaremos: 
TEOREMA I. Todo plano tangente á un cilindro contiene á la 

generatriz del punto de contacto. 
TEOREMA II. Si el plano tangente á una superficie permanece 

paralelo á una recta fija, esta superficie es cilindrica. 
28. CONOS Y CILINDROS CIRCUNSCRITOS. DEFINICIÓN. Se dice 

que dos superficies se hallan circunscritas entre sí según una curva 
común, llamada cuj-va de contacto, cuando tienen el mismo plano 
tangente en todos los puntos de esta curva. 

PROBLEMA I. T I azar por un puntó dado un plano tangente á la 
superficie 

f { x , y , z ) = o. (i) 

Este problema es, en general, indeterminado, existiendo una 
infinidad de planos que satisfacen al enunciado. Sea 

Z - £ r = / ( X - ^ ) + ^ ( Y - 7 ) 

la ecuación de un plano tangente á la superficie ( i ) ; y puesto que 
pasa por un punto [a, b, c), tendremos 

c — z = p {a —x) + q {b —y). (2) 

Las ecuaciones (1) y (2) dan las coordenadas x, y, z de los 
puntos de contacto posibles. Así pues. 

Las ecuaciones {i) y (2) son las de la curva de contacto del cono 
circunscrito á la superficie representada por la ecuación 1 = 0 y cuyo 
vértice es (a, b, c). 

En efecto, la ecuación (2) expresa que el plano tangente á la 
superficie en {x,y, z), pasa por {a, b, c)\ y lo mismo sucederá á una 
superficie cónica cuyo vértice sea {a, b, c) y cuya directriz es el lugar 
de los puntos [x, y, z), representado por las ecuaciones (1) y (2), es 
decir, que el cono cuyo vértice es {a, b, c) y cuya directriz es la 
curva (1) y (2) se halla circunscrito á la superficie. 

29 . POLAR DE UN PUNTO. TEOREMA. Si desde un punto dado 
como vértice, se circunscribe un cono á una superficie algebraica de 
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grado m, la ctwva de contacto se hallará en una superficie de orden 
m — i , pues siendo / = o de grado m, la ecuación (2), es algebráica 
de grado m — 1. Dicha superficie de orden m — 1 se llama la polar 
del punto [a, b, c) con relación á la superficie (1). 

Observación. La teoría de las superficies polares es análoga á 
la de las curvas polares de la geometría plana. 

PROBLEMA II. Hallar la ecuación del cono circunscrito á una 
superficie dada por la ecuación f (x, y, z) == o, cuyo vértice es el 
punto (a, b, c). 

Hagamos pasar por el vértice {a, b, c) la recta 

4r — a y — b - z — c / « 7'' os ." o N 

= J - n r - = = = (a2 + ^ + f = I) 
a j3 y 

Las generatrices del cono son tangentes á la superficie / = o; 
porque hallándose contenidas en el plano tangente común á las dos 
superficies, son tangentes á ambas. 

Para expresar que la recta (1) encuentra á la superficie en dos 
puntos coincidentes, formemos la ecuación en p 

/ O H - a?, ^ + PP, c f - yp) = o, 
y expresemos que tiene dos raíces iguales, eliminando o entre esta 
ecuación y su derivada 

Obtendremos una ecuación de la forma cp (a, (3, y) = 0 (2). 
Eliminando a, ¡3, \ entre (1) y (2), se tendrá el lugar buscado, 

es decir, el cono circunscrito. 
Ejemplo. Sea la superficie / = Y.a^XiXj == o. Se tiene 

f{a ap, . . .) = p2 cp - f p — + ^ — + y — j + f ia , b, c) = o, 

expresando cp los términos de segundo grado en / (a , (Ü, y). La con
dición de tener raíces iguales es 
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Por ser homogénea, eliminaremos fácilmente a, y, y tendremos 

= 4/? O — a)i {y — (¿ — c)\ 

6 M + ^ + a í + í - í ) = ^ ¿ ' ^ ^ ^ 

PROBLEMA ni. Trazar por una recta dada un plano tangente á 
una superficie dada. 

La ecuación de un plano tangente á la superficie / = o es 
X — + Y - ^ + Z — + T — = o. 

"hx Iz Tst 
Si Xo, yo, Zo, t0 Y Ĵ D A son las coordenadas de dos 

puntos de la recta, se tendrá 
3/ 3/ 3/ 3/ 
3^ 3^ . 3̂  

3/ 3/ 3/ 3/ 
^ h -— + ^ — + — = o. 

3.r 1 ^1 3jí/ 1 3^ 1 3̂  
Estas dos ecuaciones con la de la superficie determinarán los 

puntos de contacto, cuyo número es m { m — i)"2 si la superficie es 
algebraica de grado m, y se obtendrán en la intersección de las 
curvas de contacto conos circunscritos cuyosvértices serán (;ir0,j0,-£r0) 
y (¿VJV, ¿0-

DEFINICIÓN. Se llama clase de una superficie al número de pla
nos tangentes que se le pueden trazar por una recta. Si la superfi
cie es de orden m, la clase será lo más m{m — i)2. 

PROBLEMA IV. Trazar por un punto dado una normal á una 
superficie dada. 

Sea la ecuación de la superficie 
/ O , y, z) — o. ( i) 

Las ecuaciones de la normal serán 

X — ^ _ Y — y Z — z 

f i ~ / ^ ~ x ~ * 
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Si expresamos que pasa esta normal por el punto (a, ¡3, y), 
tendremos 

a — ^ ¡i — y y — z 
(2) 

f l Á f s 

Estas ecuaciones con la ( i ) determinarán el punto (>, j / , z) de 
la normal en la superficie. Las ecuaciones ( i ) y (2) son de grado m, 
darán pues m3 soluciones. Pero algunas son extrañas. En efecto, 
si (a) T) está- en el origen, las ecuaciones (2) se reducirán á 

~ir — ~Y==Ti Pero puede escribirse 

f i x , y , o) + s/3 o) + = o. 

Y estas dos últimas ecuaciones quedarán satisfechas haciendo 

z = o, f { x , y, o) = 0, /3 = o. 

Las m{in — 1) soluciones de estas ecuaciones son extrañas á 
la cuestión (*), luego: Por un punto dado no se pueden trazar más 
que m3 — m2 + m normales á una superficie de grado m. 

§ 4.0 ENVOLVENTE DE UNA FAMILIA DE CURVAS EN EL ESPACIO 

3 0 . CONDICIÓN PARA LA EXISTENCIA DE UNA ENVOLVENTE. Sea 
una curva definida en el espacio por las ecuaciones dependientes 
del parámetro a 

/ O , y, z, a) = 0, cp y, z, a) = o. (1) 

Cuando se hace variar á a de una manera continua, la curva 
C mueve de una manera continua. Vamos á hallar las condiciones 
para que exista una curva á la que sean tangentes todas las 
curvas C. 

Supongamos que exista la envolvente E , y sea M O, y, z) un 
punto de contacto de una curva C con la envolvente. Las coorde
nadas de un punto cualquiera de C son funciones de un parámetro 

(*) O. Terquem. Journal de Liouville, 1." serie, t. IV. 
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u que verifica idénticamente á las dos ecuaciones ( i ) , en las que a 
tiene un valor constante dado. Cuando u variarlas funciones 
f { x , y , z, a) y cp (,r, y, z, a) permanecen nulas, y por tanto, sus 
diferenciales. Tendremos pues 

Estas ecuaciones definen las proyecciones dx, dy, dz de un ele
mento infinitesimal MM' de la curva C (fig. 20) y dan valores deter-

. , dy dz minados de -y- , -y- , mientras que no sea dx dx 

'bf 3<p 3/ 3cp V _ ^ 

Si estas condiciones se verifican, el punto es singular. 
En el caso de no ser M un punto singular, se tendrá 

X — x _ Y — y Z — z 
dx dy dz 

Para obtener las proyecciones dKx, d j , dx z de un elemento 
de arco infinitamente pequeño MM, de la envolvente E, observare
mos que á lo largo de la envolvente, las coordenadas x, y, z de uno 
de sus puntos, son funciones de a, porque para cada valor de a 
existe, en la envolvente, un punto de contacto con la envuelta C 
correspondiente. Sean x = (a),, y = 2̂ (a), z — ^ (a). 
Estas funciones de a verifican idénticamente á las dos ecuaciones 

f {x, y, i , y.) = o, , =p {x, y, z, a) = o. 

Permaneciendo nulos los dos miembros de estas ecuaciones 
cuando varía a, sus diferenciales son nulas. Se tiene pues, expre
sando por tí^r, d^y, ^¿r las diferenciales á e z , y , x consideradas 
como funciones de a, 

^ d.x + ^ - d [ y - \ - d,z + % do. = o, J 
r ( 3 ) 

— ^ . . r + — ^ ^ , 7 - | - — ¿¿,2: + — ¿¿a = t 

Figura 20 
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Las proyecciones del elemento de arco infinitamente pequeño 
MM1 verifican estas dos relaciones. Las ecuaciones de la tangente 
en M á la envolvente E son 

X — x Y — y Z — z 
d^x d^y d̂ z 

Para que esta tangente coincida con la de la curva C, es nece
sario y suficiente que se tenga 

dxx dxy dxz ^ 
dx dy dz 

Podemos, mediante estas relaciones, eliminar xd{,ydv zdx en (3) 
y resultará 

k(-^-~- dx + ^ - dy - ] - ^ - dz] J - dv* = o, 
\*>X Iz J la 

k ( d x -\- dy ~\- dz ) -+ --^ ¿/a = o. \ ^ ly dz ) í)a 

Pero, según las relaciones (2) estas ecuaciones se reducen á 

V - = o, = o; 

luego, si las curvas C tienen una envolvente, las coordenadas x ,y , z 
de un punto de esta envolvente, consideradas como funciones de a, 
deben satisfacer á las cuatro ecuaciones simultáneas 

•f{x,y, z, a) = o, cp O", y, z, a) = o, j 

f - o ; * p = o . (4) 
3a 3a j 

Es necesario, por consiguiente, que los valores de x, y, z en 
función de a sacados de las tres primeras ecuaciones (4) satisfagan 
idénticamente á la cuarta. Si esta condición no queda satisfecha, 
no hay envolvente. 

Si queda satisfecha, sean 

> i (a)> y = ^ ^ \ ^ = <Ma) (5) 
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los valores de x,y, z en función de a sacados de ( 4 ) . La curva de
finida por las ecuaciones ( 5 ) es, ó bien la envolvente de las curvas 
C, ó bien el lugar de los puntos singulares de estas curvas En 
efecto, llamando dKx, dxy, dxz las diferenciales de las funciones x, 
y, 2 áe a definidas por las relaciones ( 5 ) , estas funciones hacen 
idénticamente nulas á las expresiones f { x , y, z, a) y cp(¿r, y, z, a). 
Por consiguiente hacen idénticamente nulas á sus diferenciales, y 
se obtiene 

— dxX + d j + ~ d s z + ™ = o 

Pero los valores ( 5 ) de x, y, z anulan por hipótesis á — y —; 

luego será 

- ^ + - ^ + - ^ = 0, - ^ + - ^ + _ ^ = 0. (6) 

Estas relac'ones determinan las relaciones y si las de-

rivadas parciales J^-, no son proporcionales á las es 

decir, si el punto considerado no es un punto singular de la curva 
C. Por ser estas relaciones idénticas á las (2), se ve que la curva 
( 5 ) es tangente á la curva C, con la condición de que el punto 
considerado no sea singular. 

APLICACIÓN Á LA RECTA. Para que las rectas 
x = az -\- h, y = bz -\- k 

en las que ¿z, b, c son funciones del parámetro a, tengan una en
volvente es necesario y suficiente que 

dadk —- dbdh = o. 
Esto resulta de considerar el sistema de ecuaciones de la recta 

y de sus derivadas respecto á a 

da dh db dk 
a a ¿Za dv. d<x 
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dh dk 
obteniéndose z = — — , z = — — , 

da db 
que deben ser idénticas para que las rectas dadas tengan envol
ventes, ó formen una superficie desarrollable. En este caso, las 
coordenadas de un punto de la envolvente quedan definidas por 

dh dk 
z — — - 7 - = — ~ ¡ T i x — az -\- h, y — bz + k. da db 

Esta envolvente se llama arista de retroceso de la sttpeíficie des
arrollable. 

Tenemos pues, nuevamente, que: 
Si las rectas móviles no tienen envolvente, engendran una super-

ñcie alabeada; y si tienen una envolvente, engendrarán una superficie 
desarrollable, siendo envolvente de ésta la arista de 7'etroceso. 

TEOREMA. E l plano tangente á una sttperficie desarrollable coin
cide con el plano osculador de la arista de retroceso. 

En efecto, cuando el punto M representado por 

describe la arista de retroceso, la tangente M¿ en
gendra la superficie desarrollable; y el plano tan
gente á la superficie desarrollable en un punto 
cualquiera M. de la generatriz M.í es el mismo / r,. 

^ 1 0 1 figura 21 

para cualquier posición del punto , y coincide 
con el plano osculador en M á la arista de retroceso. Para deter
minarlo, observaremos primeramente que un plano tangente á una 
superficie se determina por las tangentes á dos curvas trazadas en 
ésta por el punto M. Desde luego vemos que M, pasa por la genera
triz IV^M; luego el plano tangente en M, contiene á esta generatriz. 

En cuanto á la segunda curva Cx que pasa por vemos que 
al describir M, esta okirva, la longitud MM, de la tangente á la 
arista de retroceso varía en función del parámetro u que fija la po
sición del punto M, siendo las ecuaciones de la tangente MMj, 

X — * Y — y _ Z - z 
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y por hallarse el punto M, O,, en esta recta, tenemos 

x\ — x y \ ~ y z . — z 
= P, 

y puesto que x = f { u ) , y = ' f { u ) i z = ty{u), las coordenadas de 
Mj serán 

=/(«) + p/C»), ^ = <p(«)' + p?<«), ^ = ^ + P ' f ( « ) . 

En estas expresiones debe considerarse á p como una función 
de u tal, que cuando u varía, el punto M, describe la curva C,. 
Esto sentado, el plano tangente á la superficie desarrollable en M! 
contiene á la generatriz MM,, y pasa, en virtud de lo dicho, por el 
punto M, siendo su ecuación de la forma 

A (X - x ) B (Y — y ) + C (Z — z ) = o. ( i ) 

Y si expresamos que contiene á la recta M M i , tangente á la 
arista de retroceso, tendremos 

A / (u) + B ? » + C -f (u) - o. (2) 

Es necesario que contenga también á la tangente M , / , de la 
curva C,. Pero, según las expresiones de las coordenadas del 
punto M , , los cosenos directores de esta tangente M,^, son pro
porcionales á las diferenciales dx^, d y l , ¿fe,; luego 

dxi = f { u ) \ d u + do] + 9f"{u)dux dy, = v ' ( u ) [ d u - i - do] -+ ?9"(u)du, 

dzx = Y { u ) \du - f ¿/p] - j - p f (») 

y debe pues, verificarse que 

Jkdxx - j - B ^ , C ^ , == o. 

Sustituyendo los valores de las diferenciales, y en virtud de (2), 
se anula el coeficiente de du -f- do, y queda 

A / ' ty) + B cp" (^) + C f ' («)" = o. ( 3 ) 

Las condiciones (2) y ( 3 ) determinan los coeficientes A, B, C 
del plano tangente (1), que son las ecuaciones del plano' osculador 
en M á la arista de retroceso. 
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Figura 22 

31. CONSIDERACIONES GEOMÉTRICAS. Una serie continua de 
planos engendra una superficie tangente á todos estos planos y 
desarrollable en un plano. 

En efecto, los planos E,, se cortan en una recta ¿f,, los E2 
y E.2 en otra recta ^ y así sucesivamente. La superficie puede 
también engendrarse por la serie de rectas 

, . . . , de manera que se corten cada dos 
rectas consecutivas. Así, ̂  es la intersección 
de E, y Eá, ^ la de E2 y E3J etc. Y puesto que 
los elementos lineales de la superficie que unen 
un punto de ̂  á otro infinitamente próximo de 
^ se hallan en E,, este es un plano tangente á 
la superficie, lo mismo que el E3, etc. Todos 
estos planos tangentes á lo largo de cada recta, 
al girar respectivamente, el E2 alrededor de gu 
el E3 alrededor de podrán colocarse en 
un mismo plano. 

Las generatrices de la superficie son tangentes á la arista de 
retroceso. En cada plano del sistema se hallan tres puntos conse
cutivos de la arista de retroceso, por ejemplo, en E.2 los puntos 
P, Pi y Pa- Así pues, los planos tangentes á la superficie son los 
planos osculadores de la arista de retroceso. 

Recíprocamente, las tangentes de una curva alabeada cualquie
ra son las generatrices de una superficie desarrollable y los planos 
osculadores de la curva son tangentes á dicha superficie, ó la 
envuelven. La superficie es, por tanto, la envolvente del plano oscu-
lador, quedando dividida en dos partes cada generatriz en el punto 
de contacto por la arista de retroceso, cada una de las cuales 
engendra una de las dos hojas de la superficie, que son tangentes 
en la arista de retroceso. 

Podemos concluir brevemente que: Una superficie desarrollable 
puede aplicarse exactamente sobre un plano, pues si consideramos 
la arista de retroceso como un polígono ABC (fig. 23) de un 
número infinitamente grande de lados infinitamente pequeños, las 
tangentes sucesivas serán las prolongaciones de los lados del poli-
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gono. Una primera tangente es ABB', la segunda BCC', etc. Las 
tangentes, definen una superficie poliedral formada por los ángu
los B 'BC, C'CD', . . . v., y cuyo límite es la superficie desarro-

llable, cuando el polígono ABC se reduce á una 
curva. 

Haciendo girar el plano de la primera cara alre
dedor de BCC, hasta que se halle en la prolongación 
de la segunda, y así sucesivamente, se habrá efec-

• tuado el desarrollo de la superficie en el plano. 

§ 4.0 SUPERFICIES ENVOLVENTES 

32. DEFINICIÓN. Sea f {x,y, z, a) = o ( i ) 
una ecuación de tres variables con un parámetro variable a. Al va
riar «, se obtendrá una serie de superficies que forman xm .̂ familia. 

Supongamos que se da á a un incremento ¿/a; tendremos otra 

superficie f {x,yi -s, a - f afo) = o (2) 

que cortará á la primera según una curva, que para d?. = o adqui
rirá una forma límite llamada característica. Las ecuaciones de la 

característica son (1) y (2) ó (1) y — = 0. (3) 
3a 

7sf 

Si se elimina a entre / = o y — = o, se obtendrá el lugar de 
3a 

las características ó la envolvente áo. la superficie (1). La envolvente 
puede representarse también por las dos ecuaciones simultáneas 
(1) y (3) á condición de considerar a como función de x, y, z, dedu
cida de una de las dos ecuaciones. 

TEOREMA. Las superficies de la familia (1) son tangentes á la 
envolvente á lo largo de una misma característica. 

En efecto, / (,r, y, z, a) = o representa á voluntad una envol
vente ó una envuelta, según que se considere á a como una cons
tante ó pomo una función de ,r, y, z deducida de 

\ f ix,y, %,•<*•) = o 
3a 
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Vamos ahora á demostrar que — y — ó p y g son las mismas 

para la envolvente y para la envuelta. Para ello calcularemos estos 
valores. 

Diferenciemos / = o con relación ó. x y tendremos: 

S/ 3/ 3/ (da, da. \ 

ecuación de la que se deduce y derivando con relación á ̂  se 

obtendrá la ecuación análoga por la que deduce q. Pero — es nula, 
¿a 

porque la ecuación — = o sirve de definición á a; y la ecuación ( i ) 

V >/ 
se reduce á — 4—— fi — o, resultado que se habría obtenido 

-bx te r n 
considerando á a como constante; y lo mismo se habría llegado á 
3 / 3 / - , 32 30 . . , . , 

— — — — g = o: luego — y — son las mismas para la envolven-
W te * 6 3̂ - J 3y 
te y la envuelta á lo largo de una característica, sus planos tangen
tes son pues los mismos, y dichas superficies se hallan circunscrita 
la una á la otra. 

RECÍPROCAMENTE SÍ una superficie móvil f (x, y, z, a) = o ^ 
halla siempre circunscrita á otra ñja F = o, ésta es su envolvente. 

En efecto, toda superficie fija F = o puede representarse por 
la ecuación _/ {x, y , z, cp) = o, siempre que cp se halle determinada 
por la identidad / {x, y , z, <p) = F. 

Resolvamos estas dos ecuaciones, la una con relación á a y la 
otra con relación á cp. Los valores de a y de cp serán idénticos, y se 
tendrá a = cp. Las fórmulas 
f ( x , y , a) = o (5) y f y , s, <p) = o ( 6 ) 

no podrán verificarse simultáneamente, más que siendo cp = a. 
Esto sentado, calculemos p en la superficie ( 6 ) y tendremos 

3/ 3/ 37 / U 3ip \ 
—[- — p —|— ~~ i — - T p ) = o. 3a te r ^ \ 2 x 7)Z R / 
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La — de la superficie (5) está dada por la ecuación 

— 4- — p = o. 

Para que los valores de p sacados de estas ecuaciones sean 
iguales, es necesario que 

Igualmente, para que los valores de q sean iguales, es necesa
rio que 

Pero las cantidades 

3cp 'h'Jj ĈD 3c& . 3(0 clCÍ> 

- ^ 4 - — / = - ! - y — H ' - 0 = ^ 

no pueden anularse á la vez sin que sea nula ó ¡p una constante, 
en cuyo caso la superficie F = o se confundiría con una de las 

envueltas; luego es necesario que se tenga — = 0 , para cada pun-
c)C0 

to en el que es tangente la superficie F = o á una de las superfi
cies de la familia, es decir, en cada punto de F = o; luego cp se 
determina por medio de la misma ecuación que la envolvente pro
piamente dicha de las superficies de la familia considerada. 

3 3 . TEOREMA. Todas las características son tangentes á una 
misma curva real ó imaginaria. 

Desde luego podemos ver que dos características sucesivas se 
encuentran, cuando se prescinde de los términos de segundo or
den, pues siendo 

7 (a + Ja) = o y (a + Ja) = o 

ó / (*) + / ' (a) Ja = O, / ' (a) + f " (a) Ja = o, 

la primera de estas ecuaciones es una combinación de las ecua-
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ciones f i x , y, z, a) == o y — f (a) == o, lo que conduce á 

/ " (« ) = O. 

Por otra parte, las ecuaciones de las dos caracteríscas son 

/ (a)==0, f O, f{a.) + - f { a ) d y . = 0, f {<*) + f ( a ) d * = O, 

que se reducen á 

/ (a) = O, r { a ) = 0, f " { a ) = 0. 

La curva obtenida eliminando a, es decir, e/ lugar de los puntos 
de intersección de dos características próximas, es la arista de re
troceso de la envolvente; y á esta curva es tangente cada una de las 
características, pues f = o y f ' = o representarán á voluntad 
una característica ó la envolvente, según que a sea constante ó se 
determine por medio de f" = o. 

Diferenciando / = o y f ' = o respecto á z, tendremos, supo
niendo á a variable, 

3 / 3 / , 3/ 3/ ¡dy. , da d a \ 
x' 4- -— y -}- — z -\- - ~ I -r— x -\- - j — y - j - —— 1 = o, 

-¿x • ~^ M ^ \dx x dy ^ [ dz} 

— y + — / + — ^ + = o . 

Las derivadas x' é y de x é jj/, respecto á 5', tendrán los mismos 
valores en el punto común de la característica y la arista de retro
ceso, porque ^Ly^— ó f í a ) y /"(<*) son nulas en cada uno de di-

3a 3a 
chos puntos; y para obtener la x' y la y ' de la característica será 

preciso suponer que sean nulos los coeficientes de ^ y lo que 
r r 3a 3a 

conduce al mismo resultado. Los coeficientes directores de las tan
gentes en los puntos comunes á las dos curvas son iguales; por 
consiguiente estas curvas son tangentes. 

34. TEOREMA. La arista de retroceso es el lugar de las intei -
secciones sucesivas de tres superficies próximas de la familia. 

En efecto, las ecuacianes de las tres superficies próximas son 
y (a) = O, 7 (a + h) = ' 0 , f (a + k) = O 
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ó M = o, / (a) + kf(*) + ... = o,' /(a) + ¿ / ( a ) + . . ' . = o, 

que equivalen á 

/ (a) = O, y'(a) = 0) y'/(a) = o. 

Estas ecuaciones determinan un punto de la arista de retroceso. 
EJEMPLO 1.° Envolvente de un plano móvil con un parámetro. 

Sea hx - f BJK 4- O + D = o ( i ) 

la ecuación de un plano móvil, cuyos coeficientes A, B, C, D son 
funciones de un parámetro a. 

Primeramente obtendremos la característica según la que este 
plano es tangente á su envolvente, adjuntando á la ecuación ( i ) la 
que se obtiene derivando esta con relación á a, 

Mx - f B> -f- Cz + D' = o. (2) 

La característica es~por tanto una recta, y la envolvente será 
una superficie reglada, que será desarrollable, porque al ser tan
gente el plano móvil á su envolvente á lo largo de la característica, 
el plano tangente á la superficie reglada es el mismo á lo largo de 
la generatriz. Además las características (generatrices rectilíneas de 
las superficies) tienen una envolvente A, cuyos puntos se hallan de
finidos por las ecuaciones 

hx - f Bj/ - f C¿r + D = o, Mx + B> + Cz + D' = o, 

M'x + B > + C"z + D" = o, (3) 

que determinan á x, y, z en función de a, y cuando varía a, el 
punto así definido, describe la envolvente de las generatrices de la 
superficie desarrollable, es. decir, la arista de retroceso de la su
perficie. 

Hemos visto que el plano tangente á una superficie desarrolla-
ble es el plano osculador á la arista de retroceso definida por las 
tres ecuaciones ( 3 ) , de manera que un plano móvil, con un pará
metro, envuelve una superficie desarrollable, siendo osculador á la 
arista de retroceso de la superficie. 

Recíprocamente, toda superficie desarrollable puede considerarse 
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como envolvente de un plano móvil de un parámetro, puesto que 
es la envolvente de su plano tangente, es decir, del plano osculador 
de su arista de retroceso. 

PROBLEMA 2.° Hallar la envolvente de una esfera de radio cons
tante R, cuyo centro describe una curva dada, es decir, hallar u ñ a 
superficie canal. 

Expresando a, (3, y las coordenadas de un 
punto de esta curva, la ecuación de la super- ^ 7 V N 
ficie será T J T ^ ' ' ''• r~-~~/̂  I 

(.r —a)á + ( j / — ^ H - í r —T)^ = R2, ( i ) J ^ ^ ^ í y 
' i • Figura 24 
a la que uniremos B 

(•*• - *) a' + — P) $ + (z — y) y' = o, . (2) 

expresando a', y'las derivadas de a, ¡3, y con relación á un pa
rámetro t. 

Diferenciemos la ecuación ( i ) , y será 

a) {dx—aldt) - j - {y-~(p) {dy—^'dt) + (5—y) y ' ^ ^ o , 

que, en virtud de la (2), se reduce á 

{x — a) dx + {y — ,3) + — y) dz = o; 

luego la dirección x — a, y — Ü, z — y es perpendicular á la direc
ción dx, dy, dz. La recta que une los puntos {x, y, z) y (a, (3, y) es 
normal á la superficie; luego: En las superficies canales, la normal 
encuentra d la curva fija descrita por el centro de la esfera envuelta. 

CASO DE DOS PARÁMETROS. Sea la ecuación 

f y , 0, a, |3) = o. 

Las tres superficies infinitamente próximas 

/ ( a , (3) = o, y (a + Ja, (3) = o, / (a, (3 + J[3) = o 

se cortan en cierto punto, que tiene una posición determinada para 
dcf. = o y dfi = o. En efecto, la intersección de dichas superficies 
es la misma que la de las tres siguientes: 

f = o, f + ^ L d a + . . . = o, y + | ^ í 3 + . . .==o 
3a 3¡3 ' 
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— = o, -4r = o. 
3a 

Si se eliminan a y [i entre estas tres ecuaciones, se tendrá el 
lugar de las intersecciones de tres superficies consecutivas, que se 
llama la envolvente de la superficie / = ó . 

Se demuestra repitiendo el razonamiento ya empleado: 
1. ° Que cada envolvente es tangente á la envuelta y recíproca

mente, si una superficie es tangente á todas las de tina familia, lo es 
á su envolvente. 

2. ° Las supeificies envolventes que resultan de eliminar tan solo 
a 0 ¡3 tienen por envolvente á la envolvente fija, y dos envolventes de 
familias distintas son tangentes entre sí. 

EJEMPLO. Hallar la envolvente del plano 

X.r + + ^ + Xp. = o. 
Eliminaremos X y ¡JL entre esta ecuación y sus derivadas parcia-

les ^ _[_ = o, ̂  + X = o, y obtendremos el paraboloide 

z — xy = o. 

§ 5 . ° DESARROLLABLES ISÓTROPAS 

3 5 . DEFINICIONES. Si empleamos coordenadas rectangulares, 
la ecuación de las esferas de radio nulo y cuyo centro es el punto 
(a, p, y) se expresará por 

O - a/)2 + — W + (* - y/)* = o \t 

Esta ecuación puede considerarse como representación de un 
cono imaginario cuyo vértice es (a, (3, y). Este cono asintótico á 
todas las esferas cuyo centro es (a, ^ y,) se llama cono isótropo; sus 
generatrices son lo que se llama rectas isótropas. Si se represen
tan por a, b, c los coeficientes directores de una recta isótropa, 
tendremos 

a? - f ¿ 2 _ j _ ¿2 = o; 

esta ecuación caracteriza á las rectas isótropas que, en virtud de 
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la misma ecuación, son perpendiculares á sí mismas. Si se supone 
c = o se tendrá a- 4 - ^ = 0, y se ve que de los coeficientes an
gulares de las rectas isótropas del plano son + )/— 1. 

Un plano isótropo es un plano asintótico de la esfera, ó tan
gente al cono isótropo. Dos planos isótropos, infinitamente próxi
mos, se cortan según una recta isótropa, y dos rectas isótropas, 
infinitamente próximas, que se cortan en un punto (a, (3, y), deter
minan un plano isótropo. 

Todas las esferas pasan por una cónica fija situada en el plano 
del infinito, que es imaginaria, y se llama la umbilical (Laguerre) ó 
el círculo imaginario del infinito. Esta cónica es el lugar de los 
umbílicos de todos los planos del espacio. 

Todas las rectas isótropas, que pasan por un punto del espacio, 
forman un cono isótropo ó esfera de radio nulo, cuyo centro es este 
punto. 

Por una recta cualquiera pasan dos planos, cuyas trazas sobre 
el plano del infinito son tangentes á la umbilical ó círculo imagina
rio del infinito, que son los planos isótropos relativos á esta recta. 

Se llaman desarrolladles isótropas aquéllas cuyas generatrices 
son isótropas; son por tanto, las envolventes de los planos isótropos. 

A toda superficie se le puede circunscribir una desarrollable 
isótropa que se llamará la desarrollable isótropa de esta superficie. 

TEOREMA. Las normales de las desarrollables isótropas son sus 
generatrices. 

En efecto, siendo una recta isótropa generatriz del cono 
{ X - a)* + { y - $)* + (¿r - y)2 = o, 

se la puede representar por 

x — y — ¡3 z — y 
- — — = — j — = = 0 ^ + ¿ * + c2 = o. 

a b c 1 
Para que esta recta engendre una desarrollable, es necesario que 

encuentre en cada una de sus posiciones á la generatriz próxima. 
Siendo pues, 

= a + a?, y = b?, s — y - f co 

x = a -\- da -\- {a -\- da) o + (o - \ - do) a, 
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las ecuaciones de dichas rectas, deberemos eliminar x , y , z , p, 
entre las mismas, para obtener dicha condición. Obtendremos, eli
minando x , y , z , 

o = Ja -\- ado oda, o — d$ bdo ¿db, o = d-y -\ .... 

Se eliminarán o y do multiplicando estas ecuaciones respectiva
mente por a, b, c y sumando; y por ser además 

a? + b'1 - [ - ¿:2 — o y ada + bdb -\- cdc = o, 

se tendrá adv. + bd$ + cd-y = o. . 

La dirección a, b, c de la generatriz es, por consiguiente, per
pendicular á la de la recta ¿/a, d$, í/y t razada , en la superficie. Pero 
la dirección a, b, c es ya perpendicular á sí misma; luego la gene
ratriz de una desarrollable isótropa es normal á la superficie. Esta 

desarrollable debe ser tal, que si se hace / = —, q = —, se tenga 
})X tyy 

p i -|_ i = o; 

lo que expresa que la normal á la superficie es normal á sí misma. 
Recíprocamente: Esta ecuación es la de una desarrollable. Para 

tener la ecuación finita de ésta, basta buscar la envolvente de un 
plano representado por 

siendo f{p) cualquiera y q = Í i - l r p ' l Í — i . La característica, ó 
la generatriz de la envolvente quedará determinada por la ecuación 
anterior y su derivada 

o = x + -7=JL=I/-IY + / m 

Los coeficientes de esta recta son — — i , — q i — i , )/— I , 
siendo la suma de sus cuadrados nula. Luego la generatriz es isó
tropa. Por consiguiente la ecuación p* -f- -f- i = o caracteriza 
á las desarrollables isótropas. 
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§ 6 . ° F O C O S Y F O C A L E S DE LAS S U P E R F I C I E S 

36. DEFINICIONES. • Se llama foco de una superficie al centro 
de una esfera de radio nulo doblemente tangente á la superficie. 

Dicho punto tiene con la superficie dos secciones planas comu
nes. Los planos de estas secciones son los dos reales ó los dos 
imaginarios. En ambos casos se cortan según una recta real, que 
se llama la directriz correspondiente al foco, y es la recta de los 
contactos. 

La esfera de radio nulo es un cono. Podremos pues decir tam
bién que foco de una superficie es el vértice de un cono isótropo 
doblemente tangente á la^superficie. 

Un foco es, por consiguiente, un punto por el que se puede 
trazar á la superfice dos planos tangentes isótropos á la superficie. 

Unamos el foco F á los puntos de contacto M y M' con la su
perficie del cono isótropo, cuyo vértice es F. Entonces serán FM 
y FM' dos generatrices del cono isótropo bitangente, que serán dos 
rectas isótropas tangentes á la superficie. 

Esto sentado, se llama focal de una superficie al lugar de sus 
focos. 

37. EXISTENCIA DE LAS FOCALES. Sujetar á una esfera ser 
tangente á una superficie es sujetarla á una condición. Sujetarla á 
ser doblemente tangente es sujetarla á dos condiciones; y sujetarla 
á tener un radio nulo es sujetarla á una tercera condición. Luego, 
en general, existirá un lugar de focos que será una línea. 

38 . NUEVA DEFINICIÓN. La focal de una superficie es la linea 
doble de la desarrollable isótropa cii cunscrita d la superficie. Esta 
definición resulta de que por todos los puntos F de la focal ^ de la 
superficie S podemos suponer trazados conos bitangentes; y si FM 
y FM' son las generatrices de contacto y P.,?' los planos tangentes 
correspondientes, el plano P cortará al plano infinitamente próximo 
según una recta isótropa que pasa por F, y que sólo puede ser una 
generatriz del cono isótropo, cuyo vértice está en F. Esta recta es 
FM. Las generatrices de contacto FM y FM' son pues las genera-
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trices de la desarrollable isótropa circunscrita á la superficie S. 
Pero esta desarrollable se halla determinada, porque siendo 

/2 + / - f i = o 

su ecuación diferencial, es también la ecuación de la curva de 
contacto con la superficie. Esta desarrollable se corta á sí misma, 
porque dos de sus generatrices pasan por un mismo punto (sin 
formar ángulo infinitamente pequeño). Tiene pues una línea, según 
la que se corta, ó una linea doble ó singular, lo que justifica la 
anterior definición. 

39 . FOCALES Y FOCOS DE LAS SUPERFICIES DE SEGUNDO ORDEN. 
Se obtienen las focales de las superficies de segundo orden, obser
vando que si S = o es una superficie de este orden, S + ^PQ = o, 
expresando P y Q dos polinomios de primer grado, representa 
la ecuación de las superficies de segundo orden bitangentes á la 
primera. Si expresamos que esta superficie es una esfera de radio 
nulo 

(* - a)2 + { y — $ r + 0? — r)? = o, 

a, ¡3, y representarán los focos. Se deberá tener pues idénticamente 

S + XPQ = ! x [ ( ^ - a ) i - f (j/-P)--' + (^-T)2] 

siendo ¡x un factor constante, ó 

s - ¡x [ ( * - a)-2 + b - $ f + - # ] = *PQ-

El primer miembro de esta ecuación deberá pues reducirse á 
una suma de dos cuadrados. Sea la ecuación dada, 

S = A x1 -V- B / + Czl — H = o. 

Debiendo ser 

A V -h B / + — [ ( * — a)̂  4 - { y — p)* + (i? — y)2] — H 

una suma de dos cuadrados, es necesario que desaparezca una de 
las variables. Luego a = o y ¡x = A; luego 

B r + O 2 — A { { y — $ f + (¿r — Y)'2] — H 



PROPIEDADES DESCRIPTIVAS DE LAS SUPERFICIES 4 / 

debe ser una suma de dos cuadrados que puede escribirse 

(B — A) / + (C — A) 2̂ + 2 Afiy + 2 Ay r̂ — A (P2 + y"2) — H 

[(B - A)y + Afi]2 + [(C — A) £ + A%Ja 
B — A ^ J C — A 

A2 $l A2 y2 
B — A C — A A (P2 + f ) - H. 

Esta ecuación, unida con a = o, representa la focal. Hay pues 
tres cónicas focales, una en cada plano principal. Cuando H = o» 
las cónicas se reducen á rectas. Así, las focales de los conos son 
líneas rectas. 

Supongamos que se trate de un elipsoide cuyos ejes sean 
2a^> 2b^> 2c, las ecuaciones de las focales serán 

a 

La primera es imaginaria, la segunda es una hipérbola, la ter
cera una elipse. 

Se ve que estas ecuaciones dependen tan solo de las diferencias 
de los ejes. 

Las superficies comprendidas en la fórmula 

¿Í2 + X b'1 + A c l -h X 
son pues homofocales; las secciones principales tienen los mismos 
focos. 

Para hallar la focal del paraboloide 

se deberá hacer de modo que 

W f Q 2̂ — 2 z — \ \ { x — a)* - f — p)2 + (¿r _ v)2J 

sea una suma de dos cuadrados. Es necesario pues que X = P ó Q 
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y que a ó (3 sea nulo. Por consiguiente, es necesario que descom
poniendo 

p^2 _ Q ( ^ _ a)2 — Q (z — y)2 — 2Z 

en cuadrados, no se obtengan más que dos, lo que exige que 

PQ"2 2Qy — i 
Q - P Q 

Ejmplo. Para el paraboloide 

o. 

— H = 2 ^ , 

se tienen las dos focales 

P 
a2 p;2 , . 

2 Y + ^ = O, — 2 y + A = o 

que son dos parábolas. 
4 0 . SUPERFICIES CON CENTRO. Sea la superficie 

1- — H = H. ( i) 
A • B ^ C 

Vamos á razonar, con pocas variantes, como lo hemos hecho. 
Para obtener lóg focos de la superficie identificaremos esta ecua
ción con la ecuación S — LM = o, en la que S representa el punto-. 
esfera siendo L = o , M —o las ecuaciones de dos planos. Resulta, 
de que esta ecuación debe poder identificarse con la ( i ) , que el 
producto LM no debe contener términos rectangulares de las va
riables. Será pues de la forma 

ax* + a'/1 + a"z2 + + b'y + b"z + ¿, 

ó lo que es lo mismo 
a{x — a)2 + ^ _ - j - ^ — y)2 - |- d. 

Debiendo poder descomponerse en factores, es necesario que 
sea ^ = o y que una de las tres cantidades a, b, c sea nula. Supon
gamos c—o. Identificando la ecuación ( i) con 

\ x - x ' f + (J - y j + — z j + ^ — c-)2 + b[y — [3)2 == o 
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tendremos 
z' =r o, x' -\- ¿ra = o , y -|- = o 

x'* + y2 4- z"1 4- aa3 + 
C = A ( i + = B ( i + ¿) = — j | • 

De estas ecuaciones se deduce, eliminando a, b, a, P, 

x"1 y -
A — C ' B — C 

La hipótesis adoptada corresponde á una focal situada en el 
plano de las xy. 

Los dos planos L y M, correspondientes á un foco, representa
dos por las ecuaciones 

(x — a) fa 4 - O — 3) ] / ^ = o, 

{x — cL)fa — {y — = o, 

son perpendiculares al plano principal, en el que se halla el foco; 
y por consiguiente lo mismo sucede á la directriz correspondiente 
á este foco. 

41. CASO DE LAS SUPERFICIES CON CENTRO. Sea la ecuación 

' x1 i/2 z-

TEOREMA I. E l plano que pasa por un foco y la directriz co
rrespondiente es normal d la focal, y corta á la superficie según una-
cónica, de la que son foco y directriz este punto y esta recta. 

En efecto, la ecuación de la normal en un punto x \ y' de la 
focal situada en el plano de las xy es 

(A — Q (̂ r — x ) ^ ( B — C ) Q — y ) 
x' y 

(A - C) x (B - C)y 
0 A = ; — B , 

x y 
ecuación que queda satisfecha por las coordenadas a y P del pie 
de la directriz. 
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Así el plano normal á la línea focal en el punto F pasa por la 
directriz D. Este plano corta á la superficie según una cónica y al 
punto-esfera, según un punto-círculo F, que tiene con la cónica un 
doble contacto según la recta D. 

TEOREMA I I . E l pie de la directriz correspondiente á un foco es 
el polo, con relación á la sección principal, de la tangente á la focal 
trazada por el foco considerado. 

En efecto, el punto a, ¡3 tiene por polar, respecto á la sección 
principal, la recta cuya ecuación es 

X + ~B = H -

Sustituyendo a y p por sus valores en función de las coorde
nadas del foco correspondiente, esta ecuación se reduce á la de la 
tangente á la línea focal en este punto. 

xx yy 
A C B C 

= H. 

42 . NATURALEZA DE LAS LÍNEAS FOCALES. 

CASO 1.° Elipsoide. Sea A ^> B ^> C. En el plano xjy, la focal 
es una elipse interior á la superficie. En el plano yz es una elipse 

imaginaria. En el plano zx es una hipérbola, cu
yos vértices reales están en el eje de las x á una 
distancia del centro menor que la de los vértices 
de la elipse focal en el plano de las xy, situados 
en este mismo eje. 

CASO 2.° Hiperboloide de una hoja. Sea 
C <^ o y A ^> B. La focal en el plano de las xy 
es una elipse exterior á la superficie. En el plano 
de las JAS: es una elipse imaginaria. En el plano de. 
las zx es una hipérbola cuyos vértices se hallan 
en el eje de las x, interior á la superficie (fig. 25). 

CASO 3.0 Hiperboloide de dos hojas. Sea G^>o y A'2^>B'2. La 
focal en el plano de las xy es una elipse imaginaria, en el plano de 
las ̂ 2 es una elipse cuyos vértices en el eje de las z son interiores á 

Figura 25 
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la superficie; en el plano de las zx es una hipérbola cuyos vértices 
reales en el eje de las z, están más próximos que los de la elipse focal. 

CASO 4.0 Cono. Las focales, en el cono, se re
ducen á sistemas de rectas, de las que son reales 
únicamente, las situadas en el plano del ángulo ma
yor del cono. 

TEOREMA III. Las focales de un cono son perpen
diculares á los planos cíclicos del cono recíproco. En 
efecto, si las ecuaciones del cono propuesto y de su 
recíproco son 

A + B ^ C o, o, A.r2 - f B1/2 - f Cs2 
Figura 26 

la ecuación de las focales del primer cono, situadas en el plano xy, es 

— — 4- ^ = o-
A — C B - C 

y las trazas de los planos cíclicos del segundo, perpendiculares 
al plano de las xy, están representadas por la 
ecuación 

(A — C) x1 + (B — C) f = o. 

Estas ecuaciones representan dos sistemas 
Figura 27 de rectas perpendiculares, respectivamente. 

43 . FOCALES EN LAS SUPERFICIES SIN CENTRO. Empleando el 

mismo método, obtendremos que el paraboloide elíptico admite dos 
focales parabólicas. La situada en el plano de 
la parábola principal del mayor parámetro es in
terior á la superficie; la situada en el otro plano 
principal, tiene sus ramas infinitas dirigidas al 
otro lado y es, parcialmente, interior á la super
ficie (fig. 27). 

El paraboloide hiperbólico admite dos focales 
parabólicas situadas en los dos planos principales; 
y presenta sus ramas infinitas en el mismo sentido Figura 28 

que la sección principal, en el plano en que se encuentra cada 
una (fig. 28). 
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§ 7.0 SUPERFICIES HOMOFOCALES DE SEGUNDO GRADO 

4 4 . DEFINICIÓN. Sea la superficie de segundo grado 

W ^ + ^ + 7 T 7 - I = 0 (a>6>c) 
y hagamos variar á p desde — co hasta -f- 00 . Para cada valor de 
este parámetro, obtenemos una superficie de segundo grado; y el 
conjunto de todas" éstas se llama un sisíejna de sttperficies homofo
cales, porque cada uno de los tres planos de simetría de las super
ficies, se cortan según una serie de cónicas homofocales. 

TEOREMA. Estas superficies son tales, que sus secciones princi 
pales tienen los mismos jocos que los del elipsoide 

x l y1 z1 

^ + ^ + -? = 1' 
y, por cada punto real del espacio pasan tres superficies reales de la 
familia, siendo una de ellas un elipsoide y las otras hiperboloides de 
una y de dos hojas. 

En efecto, podemos considerar, en la variación de p los siguien
tes intervalos: 

p = — co , p = — cC- — £ , p = — -f"31 P = ~~ £ > 

p = — Ir p = — f — £, p = — - | - £ J p = 00 , 

siendo £ una cantidad positiva muy pequeña. 
1.0 En el intervalo (— d1 — 00), los denominadores son nega

tivos. Todas las superficies son imaginarias. 
2.0 En el intervalo (— b'1 — ¿r), los denominadores de y2 y 

de z1 son negativos. Los dos ejes principales situados en los ejes 
de las y de las z son imaginarios. Todas las superficies del se
gundo intervalo son hiperboloides de dos hojas, de los que el eje de 
las x es el eje real. 

3.0 En el intervalo (—c1 — el denominador de z1 es 
ahora negativo, y el eje principal, que se halla en el de las z, es 
imaginario. Las superficies son hiperboloides de una hoja. 
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4 ° En el intervalo (— c2 + oo) son positivos los denomina
dores de -r2,/2, s-. Las superficies correspondientes á este intervalo 
son elipsoides. 

Para los valores de p comprendidos en dichos intervalos, el pri
mer miembro de la ecuación (i) adquiere los signos siguientes: 

Hay pues, una raíz entre — cC1 y — b-, otra entre — b* y c-
y otra en — r y - f ^ . Expresándolas por \ ¡x, v, tendremos las 
ecuaciones de las tres superficies que pasan por x, y, z bajo la 
forma 

X1 y ¿l 
Cl1 + ¡x "T" ¿2 + ¡j. + ^ + ¡x — I , / (2) 

^ + v ¿2 + v 1 ~ ^ 

y suponiendo — « 2 < ^ < — ¿•2 < a < — < v, la primera super
ficie es, como hemos visto, un hiperboloide de dos hojas, la se
gunda un hiperboloide de una hoja y la tercera un elipsoide. 

PROBLEMA. Dados l , ¡J., v, calcular x, y, z. 
Siendo X, ¡A, V raíces de la ecuación ( i ) , podemos escribir 

u u —[— — cfi u + c1 — d2 ~ I , 

haciendo p = u — a-, tendremos: 

x2 { u + — a ? ) { u ^ c i — d l ) + . . . — u [u+b2—a?) { t i - f c* —a*)='o ' 
El producto de las raíces es x2 {b2 — d2) {c1 — «2); y puesto que 

las raíces son X 4- ¿r, a + d2, v - f a2, se tendrá 
^ (¿2 _ ^ _ ^ ^ (x + ^ ^ + ^ (v + 

ó ^ = (X + ^ ) ( F - f - ^ ) ( y - f ^ ) 
— í4) («2 — c2) 

2 = (X + ^ ) (P- + ñ (v + ^ ) 2 ( X + ^ ) (v + ^ C3) 
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TEOREMA. Las siLperficles homofocales (2) se cortan ortogonal-
mente, es decir, que sus planos tangentes ó sus normales en los puntos 
comunes se cortan así, ó bien las superficies homofocales de segundo 
grado forman im sistema triplemente ortogonal. 

En efecto, si se restan Unas de otras las fórmulas (2), tendremos 

a* 
+ 

^ + X) {a? + a) 

x- x 

o, 
(4) 

Figura 29 

pero, ya que 
x- ([i. — X) r̂2 

O, L =0: 

podremos escribir la ecuación anterior así: 

x x V y z z 
_J_ . _ L 

d1 + \ dl + a b'1 l Ir - f p. + X + IJ 

Las direcciones 

d- + X ' ^ - f X'.c2 -f- X y + p. ' + p-' í'2 + v 

de las normales á las superficies (2) en -r, j)/, 2r son pues, rectan
gulares. 

45 . COORDENADAS ELÍPTICAS. Las tres ecuaciones (2), repre
sentan un elipsoide, un hiperboloide de una hoja y uno de dos, que 
pasan por un punto P {x, y, z). 

En vez de determinar el punto P por medio de las coordenadas 
rectilíneas x, y, z, podemos determinarlo por medio de los paráme
tros X, p., v de las tres superficies (2) que pasan por P. Dichos pa
rámetros se llaman las coordenadas elípticas del punto P. 

Ya que \ p-, v son las raíces de la ecuación (1) cuando se dan 
x, y, z, tendremos la identidad 

y 
- I 

p — X) (S; — p.) (3r - v) 

(«•2 + 3r) (¿•2 + 3) (^ + .3r) > (1) 
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puesto que los dos miembros se anulan para = x, 2r = p,, . = v 
y el coeficiente de S3 es también igual á — i , como en el segundo 
miembro, después de haber multiplicado por { c r + 2rl - [ -
^ + Sr). 

La identidad ( i ) queda satisfecha para todos los valores de 2r, 
y haciendo 3r = _ ^ , 2r = — 2r = — c\ obtendremos las 
fórmulas (3) pág. 53. 

Las ecuaciones (3) (pág. 53) quedan tan solo satisfechas, cuando 
se hallan \ ¡x, v en los intervalos considerados. 

Dividiendo las (3) por [a1 -\ 'kf {a? + a)2 («2 + v)"2 y sumando, 
se obtiene 

v ^ = g - P-) - y) . , 

" ia? -\- /o2 f y T x H F + r y r ^ + T ) (3) 
y sus análogas por permutación circular. 

Y de estas y las (4) (página 54), obtenemos por sustracción 
fácilmente 

- ' _ v — 1 
{a2 + Af {a1 + v) (a2 + X) {f1 + A) - f X) 

y sus análogas por permutación circular. 
Para obtener el elemento lineal ds, se toman los logaritmos en 

(3) y , por diferenciación resulta 

xdl xdtj. xdv 
2 dx = — + 

. yd\ ydu. ' ydv 
b'1 -f- X ' ¿2 + a ^ ~ ¿á - f v ' 

, zd\ zdu. cdv 
zdz = - - — + — ^ — - j -

Elevando al cuadrado, sumando y haciendo reducciones, se 
obtiene finalmente 

+ >.) (¿5 + X) (í« + X) • 
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46 . PARABOLOIDES HOMOFOCALES. Las focales de los parabo
loides 

(I) - + - = 25, — — r + ^ — - 7 = 2? + A (2) 

son respectivamente 

xi y* 
2Z + q = O, 2Z ' \ ' p — o. p — q p — q 

X 

{P + h) — { q + h) 

p — q 

Los paraboloides 

- 2Z - \ - {q - } - h ) — h = o, 

2Z - \ - q = o, 

x¿ y* 
H = 2Z + k 

p k q -\- h 
son pues homofocales, y se tiene que 

i .0 Las coo7'denadas de los focos de las secciones principales son 
z = —, z = —. Estos focos son pues los mismos para todas las sti-

perficies consideradas. 
2 ° Por cada punto real del espacio pasan tres paraboloides de 

la familia ( i ) , dos elípticos, inversamente semejantes, y uno hiperbó
lico, pues si se dan x, y, z, la ecuación (2) será de tercer grado en 
h, y si se hace, suponiendo p <^q y z positivo é infinitamente 
pequeño, 

h = — oo', h = — p — E , h — — / - f - £ , h — — q — s, 

x* y* 
la cantidad —-¡ + -—:— — 2Z — h 

n -f- p h ' i ~ q 

tomará los signos + , —•, + , —. Habrá pues una raíz de (2) entre 
— co y —p, otra entre —p y — q y una tercera entre q y <x>. 
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Sean l , ¡j., v estas raíces. Las ecuaciones de los paraboloides ho-
mofocales que pasan por y , z serán 

+ ~r~i T = 25 + X, —: h — r — = 25 + ¡x, 

25 -[- v. 

La primera y la última representan paraboloides elípticos y la 
segunda un paraboloide hiperbólico. 

§ 8.° RECTAS MÍNIMAS 

47 . DEFINICIÓN. La ecuación 

{X — a t f + ( J — $ t f + (5 — y/)2 = 0 {t = I ) ( I ) 

manifiesta que la distancia de cualquier punto del cono isótropo á 
su vértice es nula. Las generatrices del cono se llaman, por lo 
tanto, rectas de longitud mínima ó rectas mínimas. Tenemos pues 

TEOREMA I . P o r todo p u n t o d e l espacio x0, y0, z0 p a s a n i n f i n i 

d a d de i ectas m í n i m a s que c o r t a n a l c í r c u l o d e l inf in i to , y s o n l a s ge

n e r a t r i c e s d e l cono i s ó t r o p o que p r o y e c t a n e l c í r c t i l o d e l inf in i to desde 

e l p u n t o (XQ, y0, z0). L a s R e c t a s m í n i m a s s o n t o d a s i m a g i n a r i a s . 

TEOREMA II. L a s g e n e r a t r i c e s i m a g i n a r i a s de l a e s f e r a s o n rec 

t a s m í n i m a s . L a s p a r a l e l a s t r a z a d a s p o r t m p u n t o c t i a l q u i e r a d e l 

espacio á d i c h a s g e n e r a t r i c e s p r o y e c t a n e l c í r c u l o i m a g i n a r i o , y deter

m i n a n u n cono de segundo orden (cono d i r e c t o r ) ; s u s g e n e r a t r i c e s s o n 

rectas m í n i m a s , pues si v es un parámetro variable, las ecuaciones 

x = x 0 - \ - a v , y = y 0 J r b v , z = Z0 + CV (2) 

representan una recta mínima que pasa por el punto { x ^ ^ y ^ , 5tí), 
cuando satisfacen las cantidades a, |3, y á la ecuación 

a* + ^ - f f = o, . ( 3 ) 

puesto que la ecuación ( i ) queda satisfecha por todos los valores 
de v, cuando se sustituyen por x , y , z sus valores (2). 
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También podemos considerar engendrada cada superficie de 
segundo orden por dos sistemas de generatrices, aun en el caso de 
ser imaginarias, reales para el hiperboloide de una hoja, imaginarias 
para el elipsoide y especialmente para la esfera. Los puntos en el 
infinito de éstas forman el círculo imaginario. 

4 8 . EXPRESIÓN ANALÍTICA. Para expresar analíticamente las 
rectas mínimas, consideremos la esfera 

+ y * + z*^=i , ( 4 ) 

puesto que es indiferente la elección del centro y del radio. 
Para obtener la ecuación de las generatrices, escribamos en vez 

de la ecuación ( 4 ) las siguientes: 

( 5 ) — I ~ = ^ i - T - = ^ ^ = — — 6 ) 
1 — z x — zy 1 — z x -\-ty v 

Las ecuaciones ( 5 ) representan, para cada valor de u, una recta 
situada en la esfera, así como las ( 6 ) para cada valor de v. Cada 
una de estas ecuaciones define un sistema de generatrices imagi
narias. Además se ve que son sistemas de rectas mínimas, porque 
la ecuación de las paralelas trazadas por el origen al sistema ( 5 ) es 

x -\-iy z 
— ^ = = ( 7 ) 

— z x — y * 
y estas rectas se hallan en el cono x'2 + y2 - j - ¿r2 = o, lo mismo que 
sucede para la serie ( 6 ) . De las ecuaciones ( 7 ) resulta 

i — ti- i { i - f 
x -.y : z — : : ti (8) 

w vw 
ó x — — (i—u'-) , y = (1 -f- u ), z = 'wu, 

siendo zv el factor de proporcionalidad. 
k Estas ecuaciones son equivalentes á la ( 4 ) . Así pues, son ¿as ecua

ciones de las rectas mínimas que pasan por el origen. A cada valor 
de u corresponde en (12) una recta mínima. Las ecuaciones de las 
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rectas mínimas que pasan por el punto {x0j/0 son 

w iw 
,r = ,r0 -f- — (1 — u% y =y(s - f - ^ - ( i _|_ u% z = S!0+ wu ( 9 ) 

pues la ecuación (1) queda satisfecha idénticamente por los valores 
(9) de ,r, y, z. A cada valor de u corresponde en ( 9 ) una sola 
recta mínima, siendo w el parámetro. 

Observación. De las ecuaciones ( 5 ) y ( 6 ) de las generatrices de 
la esfera, resulta la expresión siguiente de las coordenadas ,r, y, z 
de la esfera como funciones de los parámetros u y v 

x 
u y = , * = . (10) 

Estos valores satisfacen á la ecuación ( 4 ) para todos los valores 
de ^ y de v. Las ecuaciones (10) representan pues la esfera ( 4 ) . 
Cuando u es constante y v variable, el punto y, z recorre una 
generatriz del primer sistema y viceversa. 

49.- CURVAS MÍNIMAS. Se llaman así las curvas cuyas tan
gentes engendran rectas mínimas ó que cortan al círculo imagina
rio. Para obtener su ecuación, debemos hallar la condición á que 
han de satisfacer las coordenadas x ,y , z de uno de sus puntos, como 
función de uno de sus parámetros. 

Las ecuaciones de la tangente son 

X = x + va, Y = y - } - yfi, Z = z - \ -vy . 

Por ser esta tangente una recta mínima, se tendrá 

y} - f ^ + y* = o 

y ds* = dx*- - f d f -|- dz1 = o es decir ds = o 

Las ciirvas mínimas son pues curvas de longitud nula. 
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CAPÍTULO I I I 

Propiedades métricas de las curvas alabeadas 

§ I .0 LONGITUD DE UN ARCO DE CURVA 

5 0 . DEFINICIÓN. La definición que se dió en el tomo II I (pá
gina 6 4 ) de la longitud del arco de curva plana se aplica á las 
curvas alabeadas. Así: L a longitud de un arco de curva alabeada es 
el limite hacia el que tiende el po l ígono inscrito, cuyos lados se hacen 
cada vez m á s pequeños, cuando su número crece indefinidamente. 

Sean x, y , z las coordenadas rectangulares de un punto cual
quiera del arco. La expresión de la longitud L de 

o 

un polígono inscrito CEF D (fig. 30), será 

P B 
Figura 30 

L = S K ^ ) 2 + ( A ^ + ( ^ 

L 1 + ^ + 

^ kx1 ^ kx1 d x d x I ' pero 

siendo e una cantidad que se anula con A-r. Tendremos pues 

L = y ¡ A x I +-
dy* dz2 

dx'1 dx' 
+ ^ s ± X , 

lim L == lim im H F A.t i + 
dyl 
dx'1 

dz* 

dx •1 
Si suponemos que x sea la variable independiente, entonces 

dy dz 

d x ' d x ' y 1 4- , + y ; podran considerarse como íuncio-
dx¿ dx1-
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nes de x; y si consideramos, en un sistema de ejes rectangulares, 
la curva ef {ñg. 31) cuya ecuación es 

Y = 1 + 

suponiendo que x varíe desde x = a hasta x = b, resultará 

Pero S (YA,r) tiene por límite el área efgh\ luego el límite de L 
y el área efgh se hallan expresados por los mismos números. 

Se representará, por consiguiente, el arco comprendido entre 
dos puntos PQ y Pi cuyos parámetros son í0 y tx, 
mediante la integral 

o 9 q (, 
Figura 31 

suponiendo x = / ( / ) , y ==- îf)^ z — ^{ty-
Tenemos para la hélice que 

dx = — a sen ¿di, d j / = a c o s í d t , dz = madt = cot B) 

ds = ay 1 m2 dt, s = a f 1 -\- m"2 a, 

§ 2.0 PRIMERA CURVATURA 

51. ÁNGULO DE CONTINGENCIA. Se llama así al ángulo dz que 
forman entre sí dos tangentes infinitamente próximas, ó con más 
precisión, una cantidad cuya relación al incremento de la variable 

independiente es igual al límite de la relación del 
ángulo de dichas tangentes á este incremento. 

Para valuar dx, tracemos por O las rectas ON 
y ON' iguales á la unidad y respectivamente pa
ralelas á las tangentes MT y M'T ' (fig. 32). Sean 

dz Figura 32 dx , dy 
a = 4 7 ' 6 = ds'c ds los cosenos de los án

gulos que MT ú ON forman con los ejes y a', ó', c' los ángulos 
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análogos de la tangente M' T' ó de la recta ON', y tendremos 

NN' = 2ON sen — = fia' — af + {b' — bf + {c' — cf\ 

y, puesto que ON = i , 

2 sen = í ^ - i - W l + Ac2 

que, pasando al límite se reduce á 

afx = /¿fo2 + ^ + de1. 

52. CURVATURA. Expresando por p el radio de curvatura, se 
tiene como para las curvas planas 

dx 1 -ildd* db* de-
ds = 7 = |/ ~d? + ~d? ' ' d ? ' 

y sustituyendo por a, b, c sus valores 

1 . / / ¿ W Id-'yV , / ¿ W 

Y, puesto que p == — , podremos escribir las dos expresiones de p 
D 

dsx 

JÍ3 

i i d y d - ' z — d z d y f + ( ^ ¿ / ^ — ^ ¿ ¿ ^ ) 2 + {dxd^y — 

53. NORMAL PRINCIPAL. Se llama normal principal, á la nor
mal situada en el plano osculador. De la identidad 

( d x \ - í d y \ ' (dz \? 

U ) + m l i r j = 1 
dx dx dy dy dz dz 

se deduce d T d — - f d -y = o. ( i) 
ds ds ds ds as as 

Además la ecuación M ' x + + Cd^z == o puede escribirse así 

dx dy dz 
Ad — — 1 - -7- - f C<i - 7 - = o. (2) 

¿ÍÍ- ds 
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Las ecuaciones ( i ) y (2) establecen la perpendicularidad de la 
recta, cuyos cosenos directores son proporcionales á 

dx dy dz 

con la tangente MT y la binormal MP. 
Las ecuaciones--de la normal principal son 

X —• x Y — y Z — z 
dx dy dz ' 

d ~~ d — d — 
ds ds ds 

Los cosenos de los ángulos c, 7), X, que forma la normal principal 
con los ejes, se expresan por las fórmulas 

d^x d y d'2z 
eos C = p — - , eos Vj = p — — , eos ^ = p —7 . 

ds' ds2 ds1 

Llamando R á la distancia de un punto M cualquiera de la 
normal al pie de ésta, podremos escribir sus ecuaciones de la ma
nera siguiente 

^ d** d-y d'lv 

La normal principal MN' (fig. 3 3 ) , definida por los cosenos di
rectores a', y', está situada al lado de la concavi
dad de la curva. 

Para cerciorarnos de esto, debemos demostrar 
que si M, (fig. 3 3 ) es un punto infinitamente próxi
mo del M, la proyección del segmento MMj sobre la 
dirección MN' es positiva. 

En efecto, siendo x,y, z las coordenadas del punto M y x^yx , zK 
las del M,, las proyecciones del segmento MA'̂  sobre los ejes serán 
X\ — JJ/J — y , 0, — z \ y tendremos, en la dirección MN' 

P == a' {x, — ^ - f f (> i — y ) + Í — z). (1) 

Sean x = f ( s ) , y = * (s), z == ^ (s). 

Figura 33 
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Tendremos = f {s h ) , = <p -(- h ) , 

f { s + k ) = f { s ) + p ' (s) + 7 ^ / " ^ + 

y = / , ( ^ ) = a> f " ^ = ^ - ^ • • • • • 

y en virtud de ser 
aa' + W + yy' = o, a'* + [3" + y'2 = I , 

sustituyendo en ( i ) los valores de x — x u y — y ^ z — 
h* a ' 

^ — * = ¿a + — — + 

^ - J = ^ + - ^ + 

, 1 _ . = ^y + - - + 

resultará P = — + , cantidad positiva para k infinitamente 
2R 

pequeño 
54 . CÍRCULO OSCULADOR. En las curvas de alabeadas, como 

en las planas, llamaremos circulo osculador al límite del círculo que 
pasa por tres puntos infinitamente próximos. Las ecuaciones gene
rales de un círculo son 

(X - a)2 + (Y - P)2 + (Z — y)2 = p2 
A (X — a) + B (Y — .3) + C (Z — y) = o, 

siendo a, ¡3, y las coordenadas del centro y R el radio. Y podremos 
B C 

determinar los seis parámetros a, T' P» ̂  de modo clue se 
tenga un contacto de segundo orden en el punto (a, P, y), pues ten
dremos las ecuaciones 

( ^ - a ^ + ^ - í ^ + ^ — y ^ - p ^ o (I) 
x ' {x — a) - f j / { y — $) + z ' { z — *f) = o (2) 

x" ix _ a) + y " { y — (B) + z" {z ~ y) + x'* - f / 2 + s'2 = O, (3) 
A {x _ a) - f A ( j — ^) - f C — y) = o, 

A . r ' - f B / + C^' = o, K x " + B / + Cz" = o, 
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deduciéndose de las tres últimas 

x — a y — (3 z — y 

dx dy dz 

d" x d"y d"z 
ó A ( , r - a) + B ( ^ —íi) + C(^ —Y) = o. 

Esta ecuación manifiesta que el punto (a, y) está en el plano 
osculador. 

La segunda y la tercera manifiestan que este punto se encuen-
3N 

tra en los dos planos N = o (plano normal), = o, cuya inter-
"ht 

sección es el eje del plano osculador. Así pues: E l centro del círculo 
osculador se encuentra en la intersección de este eje con el plano oscu
lador. 

Para calcular a, ¡3, y y p, resolveremos las ecuaciones ( i ) , (2) 
y (3) con relación á. x — v-, y — P, ^ —̂  y; y siendo 

x ' y z' 
= A'2 + B'2 + c \ x 

A B 
z 

C 
se obtendrá 

_ ( c y — B^') {x* + y"' -f- z'*) 
A2 + B2 + C2 ~ — ' 

( A ^ - c ^ ) ( ^ - f - y ^ - f Q 
A4 - f B2 + C2 ' 

y sustituyendo en (1) 

p2 = [ A M - B ^ + C 2 ^ [ ( C y B ^ 2 + ^ A / - ̂  + {?>x' ~ ' a^)2 ! 

y siendo la cantidad comprendida en el paréntesis igual á 

(A2 + B ' + C2) {x* + y ' * + z'*) - ( A ^ + By + Cz')*; 

por ser Ax ' -f- B^' - f C^' = o, se tendrá 

_ {x '- -{-y"2 + ¿r'2)1^ 

' — ]/ A2 -h B2 + C2 
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55. PROPIEDADES DEL CENTRO Y RADIO DE CURVATURA. T E O 

REMA I. E l radio del círculo osculador en el punto M es igual al 
radio de cui vatura en este punto. 

En efecto, la ecuación de la perpendicular á la cuerda MM' en 
su punto medio, es 

A,r { x — x— ^ + — y — ~ ) + . - . = o 

ó (X — x) + (Y —y) + 

Figura 84 = - {±X2 - \ - AT •+ 

Eliminado X — x, Y —y, Z — 2 entre esta ecuación y las de 
la normal principal, se tendrá 

dx , ks2 /d*x \ dy í ^ x \ 

Sustituyendo en la ecuación precedente, y suprimiendo los tér
minos multiplicados por Aj-, cuya suma es nula, se tendrá 

y en el límite p . — . lim R — I ó lim R == p. 

TEOREMA II. La intersección de la normal principal MN con el 
plano normal á la curva qtie pasa por el punto M' es, en el limite, el 
punto K ó el centro de curvatura. 

En efecto, la ecuación de este plano normal es 

( í + ^ ) ( X - . - - ) + ( S + ^ | ) ( Y - . - A . ) 

( dz dz\ 

•i U + i - ¿ 7 ) ( Y - - 0 r ; 
Sustituyendo X — x, Y — y, Z ~ z por sus valores en la 
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ecuación de la normal principal, se tendrá 

Rp 
. d x \ d^y / dy d y \ 

ds2 K d s ^ ^ d s / ^ ds* \ ds + * ds ) + 

dx dy dz dx dy 
= ^ i z r + ^ * + A ^ + ^ i * + ^ * + 

Simplificando resulta 
dx 

A — 
(d^x ds \ í^x dx A.r dx 

Rp \d^ ds + / = A 7 " ^ + + A 7 A ^ ^ 

y teniendo presente el valor de — en función de las derivadas se-
f 

gundas, se llega á 

— lim R = i ó lim R = o, 
P 

COROLARIO. E l centro de curvatm'a puede considerarse como la 
intersección del plano osculador en M con el plano no? mal en este 
punto y un plano normal en otro punto infinitamente próximo al M. 

Para obtener las coordenadas £, 7), ^ del centro de curvatura K, 
se sustituirá en las ecuaciones de la normal X, Y, Z por H, TH C 
Entonces R se hará igual á p, y se tendrá 

2 d'lx 2 d iy y , d*z 

§ 3.0 TORSIÓN Ó SEGUNDA CURVATURA 

56. DEFINICIÓN. Consideremos cuatro puntos P, P', P", P'" 
tan próximos como se quiera de una curva alabeada. El plano 
que pasa por P', P" y P'", es decir, los planos osculadores de la 
curva en P y P' se cortan según una .recta y forman un ángulo 'K 
Y razonando como anteriormente, tendremos que 

I , 
2 sen - * = V \d1 + A¿"2 + Ac2. 

2 



6 8 LIBRO I , —CAPÍTULO III 

Si.se pasa al límite, expresando con el límite de <!>, es decir, 
el ángulo de dos planos osculadores infinitamente próximos, se 
tendrá 

dx = i da2 + db* + dc2 ó dT = Í {d eos X)2 + {d eos ¡JL)2 + {d cos )̂2 
siendo X, a, v los ángulos que forma con los ejes la perpendicular 
al plano osculador de la curva en M, y tendremos 

dyd 2z — dzd2y dzd 2x — dxd 2z 
eos A D 

COS v = 

COS M- D 

dxd2y — dyd2x 
D 

El ángulo infinitamente pequeño d-z formado por dos planos 
osculadores consecutivos se llama ángulo de torsión y se llama 
segunda curvatura ó torsión á la relación de dt á ds. Si se toma ds 
constante, esta curvatura será proporcional al ángulo di. 

Por analogía con lo expuesto al tratar de la primera curvatura, 
, - dx i , ds se representa la relación por —, de manera que 1 = - j - ; y se 

ds i «T 

dice que T es el radio de la segunda cur
vatura ó radio de torsión. 

En la fig. 35 PB y P'B,, perpendiculares 
respectivamente á los planos que pasan por 
los puntos P, P', P" y P', P", P'", son las 
rectas cuyos ángulos determinan los de los 
dos planos osculadores infinitamente pró
ximos, en los puntos P y P', las cuales se 
llaman binormales. 

TEOREMA. La intersección de dos planos osculadores infinita
mente próximos es una tangente á la curva. 

En efecto, si P = o es la ecuación del plano osculador en el 
punto {x, y, 2), la del plano osculador en x + dx, y-{~dy, z-\-dz 
será P -|- JP = o, puede sustituirse por d? = o. De manera que 
la intersección de ambos se representará por las dos ecuaciones 

A (X — + B (Y —y) + C (Z — ¿0 = o, U) 

Figura áo 
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dh (X — x) + ¿B ( Y — ^ ) + ¿ÍC (Z — — {Adx+Bdy + C¿fe) = o, 

que se reduce á 

¿A (X — ,r) -f- (Y — y) -\- dC [Z — z) == o. (2) 

Combinándola con (1), resultará 

X — x Y — y Z — z 
^dC — CdB == CdA — AdC = AdB — BdA' ^ 

ecuaciones que expresan la intersección de los planos osculadores 
infinitamente próximos. Pero haciendo 

A = (dyd:iz — dzd^y) d*x + {dzd^y - dyd^z) d3y 

-\- [dxdy — dyd'2x) d3z, 
se tiene B^C — CdB — dx. A, CdA — AdC = dy. A, 

AdB — B^A =- dz. di. 
Las ecuaciones ( 3 ) se reducen pues, á 

x — * _ Y — y Z—z 
dx dy dz ^ 

que son las ecuaciones de la tangente. 
COROLARIO. La envolvente de los planos osculadores de tma 

curva alabeada es el lugar de sus tangentes; luego: 
El lugar de las tangentes de una curva alabeada es una supeifi-

cie desarrollable cuyos planos tangentes son osculadores á la arista 
de retroceso. 

El punto en que la característica encuentra á la arista de retro
ceso se halla definido por las ecuaciones (1) y (2) juntamente con 
la diferencial de la ecuación (2) que se reduce á 

d'1 A (X — x) + ¿TB (Y —y) + ^ C (Z — 2) = o. ( 4 ) 

Las ecuaciones (1), (2) y ( 4 ) combinadas, conducen á X;— x, 
Y — j / , Z — z\ luego: 

La stiperficie envolvente de los planos osculadores tiene por carac
terísticas las tangentes d la curva propuesta y por arista de retroceso 
esta curva. 
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57. ENVOLVENTE DE LOS PLANOS NORMALES. Sea la ecuación 

del plano normal en y, z) que contiene el parámetro t, i 

N = dx (X — x) -\- dyiY —y) + dz (Z — z ) = o. 
La característica de esta superficie es el eje del plano osculador. 

Sus ecuaciones son 
N = o, ¿N = (X — x) d''x + (Y —y) d^y 

+ (Z — 5) ¿20 — dx* + ¿fy2 — ^2 = o. 

Es perpendicular al plano osculador, en virtud de las ecuacio
nes (2) y ( 3 ) de la pág. 8. La arista de retroceso se halla expresada 
por las ecuaciones N = o, ¿/N = o, ¿/-N = o. 

ANGULO DE LOS PLANOS OSCULADORES. Sea ^ el ángulo que for
man los dos planos osculadores P y P, para los valores t y t + dt 
de la variable independiente; tendremos la fórmula análoga á la 
(2) pág. 76. 

(AAC — CAB)'2 A (CAA — AAC)2 + 
sen2 <h = + g , ^ . ^ A~+ AA)2 + (B + AB)2 + ] 

Podemos despreciar en el denominador AA, AB, AC y sustituir
los en el numerador por sus valores aproximados 

dK = (y'z'" — z'y'") di, dB = (z x'" — xz'") di, 
x ' y z 

y haciendo D = x" y" z" 

x'" y'" z" 

CAA — AAC = Dy d¿, 

se obtendrá 

BAC — CAB = Dx'dt, 

y por consiguiente 

D2 {x'* + y 2 + z'-^dt* 
Sen'2 ^ = — ( A M ^ B ^ T C * ) 2 -

y sustituyendo el seno por el arco 

D - -

D2 ds* 

- ds, 
A2 + B2 + C2 ̂ ' ds 

nueva forma de la torsión de la curva. 

(A2 + B2 + C2)2' 

D 
A2 -\- B2 + C2' 
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58. ARISTA DE RETROCESO DE LOS PLANOS NORMALES. Ante 
todo observaremos, que se puede establecer un contacto de tercer 
orden entre una curva alabeada y una esfera, por tener cuatro 
parámetros la ecuación de ésta 

(X — a)1 + (Y — ¿)2 + (Z — cf = R* 

Para lo que se deberá satisfacer á esta ecuación y á las 

*M = y (.r — d) + / ( j — ¿) + ^' (2 — c) = o, ' 
m _ 

TEOREMA. ii7 / ^ « r ^ /CJT centros de las esferas osculatrices es 
la arista de retroceso de la envolvente de los planos normales, porque 
se obtiene este lugar, eliminando t entre las tres últimas ecuaciones; 

v la arista de retroceso, eliminando t entre JN = o, — = o, —— = o, 

no difiriendo M de N más que por el signo y por la denominación 
de las coordenadas generales {a, b, c en vez de X, Y, Z). 

Tomemos, para simplificar, por variable independiente el arco s, 
de manera que t = s,y 

d t = d s = i x'-1 + y2 + z'* dt y y2 + / 2 + z'* = 1, 
Derivando la última ecuación, se tendrá 

x' x' y y - f z'z" = o, 

y, en virtud de estas relaciones, será 

o = M = — a) x' + (y —d) / -{- {z — c) z\ 

0 = ^7 ^ ^r d-x 
dt'1 

d^y d-2z 
dr1 dt~ 

o = 
32M 

i * 
d3x 
dt 

d y 
+ — ^) ^ 7 + — ^) 

d'z 
~dt* 

y haciendo D 
y 
y 
y 

deduciremos 
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x — a 
y z z'y" A' 

D 

B' 

D ' a = = X 

a 

A' 
D ; 

R = |/(^ — ay¿ + 
j/A"2 + B"2 + C'2 

D 

Observación. Las conclusiones obtenidas se hacen visibles 
por medio de la fig. 3 6 ; AB, BC, CD son tres lados consecutivos 
de un polígono infinitesimal. La intersección de dos planos per

pendiculares en los puntos medios de dos lados 
AB y BC es el eje de curvatura «H, siendo a el 
centro y p = E« el radio de curvatura. El ángulo 
E^F de dos normales consecutivas es el ángulo de 
contingencia dx; el plano normal en F contiene 
dos ejes de curvatura consecutivos, que se cortan 
en el centro H de la esfera osculatriz. 

Como sabemos, las coordenadas de H se ob
tienen buscando la intersección de tres planos 

Figura m normales consecutivos 

(í — x) dx + (7) — y ) d y - ^ — z) dz = o, 

(i — x) d 'x + (TI — y ) d'y + — ^) d'z = ds\ 

(5 — x) dsx + (r, —y) d'y + — z) d3z = idsd^s, 

obteniéndose 

dsh A 
' ~ v d d ? ' -y. 

ds-' B ¿¿Í5 C 

1Dddi* ' 

§ 4.0 PROBLEMAS SOBRE DISTANCIAS Y ÁNGULOS 

I . Rallar el distancia mínima de un punto á una recta. 
Sean a,, aá, a3 las coordenadas del punto, «1, ¿r2, a3 las de un 

punto arbitrariamente tomado en la recta, ¿2, b? sus cosenos di-
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rectores. Las coordenadas x, y, z de un punto situado en la recta, 
á la distancia t del punto , aá, «3), serán 

x = a, -*r Vt, y = a{ -\- bxt, z = a.2 -Y b j \ 

y su distancia o al punto P estará expresada por 

{a + bt— a)á+ + ¿ j / — a,)2 + a.2-h b % t — ^ = 2 + - a)¿. 

Para que esta distancia sea mínima, se igualará su derivada á 
cero, y será 

v ¿ ( a _ a) + o, de donde ^ ^ ~ a) . 

Sustituyendo en la expresión 

o2 = Y¿ (a bt — ^ SZ [a — af -\- 2tI.b (a — a) + t2Zb\ 
resultará 

~ Zb* ' 

= — A - ) ^ — ( ^ 1 — al) + | > i — a,) ¿2 - {a, — a2) ^, |* 
^ + ¿r2 + V ~ 

- f [(¿?2 — a¿) ̂  ^ - _ a )¿2]2 

.: ¿ 2 + + V " • 
Esta expresión representa un mínimo, porque su derivada se-

gunda = 2 2 : ^ es positiva. 

I I . Hallar la mínima distancia de dos rectas. Sean 

x — a + bt, --= + bxt, 0 = «s -f- ¿2¿ 

? = a + (3T, "/i = a 1 + P 1 T , C - a2 + |32T 
las coordenadas de un punto de cada una de las rectas. La expre
sión de la distancia de estos puntos será 

V = { x ~ i y + {y — T))2 + (z — r f = {a — aL + bt — fay 

- f (al — a, + V — M ' 2 + — a2 — P2T)2. 
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Vamos á determinar las variables t y T , de manera que esta ex
presión sea un mínimo. Tendremos 

I 38á 
2 3/ 

= 6 {a — a +- ¿¿ — px) -f- dl {a, — a, + ¿ / — ÍS.T) 

- | - d2 (¿r2 — + — (32T) = o. 

Eliminando sucesivamente las cantidades entre paréntesis, y 
escribiendo por brevedad 

^P*—¿A = A' - = Ai' 6^ — W = A 2 . 
tendremos 

a — ct-^-dt — (3T ¿ i , — a j - j - ^ ^ — — a 2 - | - — (BÁT 

A A, A. 

Sea X el valor común de estas relaciones. Tendremos para de
terminar t, T y k las tres ecuaciones lineales 

AX + |3T ~ = a — a, 

A ^ + — ¿¡i = al — a,, 

A2^ + í3ÁT — ¿2¿ = a.2 — a2, 

de las que se deduce 

L 
D ' 

M N 
D ' ^ D ' 

L = 

M 

expresando L, M, N y D los determinantes 

a — a p — d 

— a, ^ — bx 

a.¿ — a2 — b2 

A « — a — b 

Ai ^ — a, — 

A2 — a2 — ^2 

A (3V — ¿ 

A i - ^ 

A 2 p2 - ¿ ; 

A — a) + A1 — ai; 

, N 

A |3 a — CL 

Ai ^ — a, 

As ÚÍ, — a2 

D = A2 + A,2 + A22. 
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Por último se tiene 

g = )/A2Xá +A12X2-h-A33!Xií == ± L 

Observación. Las derivadas segundas son 

i 3282 

I 3SSS 

La cantidad AC — B- es igual á 

4 (¿2 + + ¿22) + P,"2 + - 4 + ^fe + ¿2|3.2)á 
== 4 (A'2 + Ai2 + A22). 

I I I . Hallar la distancia mínima de un punto á un plano. Sean 
a, b, c las coordenadas del punto y 

mx ny -\- pz -\- q ~ o 

la ecuación del plano. Para que sea un mínimo la expresión 

cr - a f +• (jr— ¿>y + — •̂2, 

según las reglas para la obtención de los mínimos relativos, debe
mos igualar á cero las derivadas parciales de la expresión 

{x — a f + (jy — b f + — cf + \ {mx -\-ny -\-pz + q); 

y tendremos las ecuaciones 

2{x — a) + 'km = o, 2 { y — b ) - \ - l n = o, 2 { z ~ c ) - { - Ip = o, 
á las que será necesario agregar la siguiente: 

o = jnx -f- ^ -\- pz - j - $ 
= m [x — a ) A - n { y — b) -\-p {z — c) -[- ma + nb -\- pe q; 

y obtendremos 
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1 ma -\- nb -\- pe -\- q 
2 ^ ni1 + ^ 2 + / 2 

{ m a -\- nb -\- pe ~ j - q) / i \- ( m a -\- nb pe -4-
\ 2 / + 2̂ + 

Para verificar que esta expresión representa un mínimo, halle
mos las derivadas parciales de o2, siendo x, y las variables inde
pendientes, y tendremos 

•— = 2 (x — a ± . 2 {z — c) — = {2x — a ) — — {z — e), 
I x y ' }>x p 

S"2̂  2 m 2)5 2 m -

2)'2o2 2 m Iz 2 m n 
'hx'by p p1 

Y se obtendrá igualmente, —v = 2 H — 

Las expresiones AC — B2 y A de la teoría general son 

/ 2 m l \ í 2 7 t i \ nPn- , Am1 , 4%2 2w2 

que son positivas. Habrá pues, un mínimo. 
IV. ÁNGULO DE DOS TANGENTES. Sea cp el ángulo de dos rec

tas cuyos cosenos directores son respectivamente proporcionales á 
a , b, e, y á <:,, que se expresa por la fórmula 

aax - ) - bb\ - f - eex 

cos ^ = i a ? + b * + Í2 ^ + " ¿ 7 T ^ : 2 - * ( I ) 

De esta se deduce 

_ + ¿2 + ^ (a2, + ¿-̂  ^ g^) _ ( ^ | -f. ^ | + cexr 

Sen2 T ~ + ^ + ^ ) -h b \ + ^ 0 

Para aplicar esta fórmula á dos puntos P [x, y, z) y P, { x \ y , z) 
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correspondientes á los valores t y t-\-dt de la variable, sustituiremos 
a, b, c, au bx, cl por sus valores actuales x ' , y , z', x ' + kx ' ,y ' + Aj/', 
z' 4- A^', lo que dará 

( / As' — / A / ) - + (0' A.r' — .r' A^')2 + . . . 
sen — 

1 ix'* + y á + [ ( ^ + + ( / + Ay)p + . . . 

Podemos despreciar en el denominador las cantidades infinita
mente pequeñas A,r, AJJ/, Â r y sustituirlas en el numerador por sus 
valores aproximados, x" dt,y" dt, z" dt\ lo que dará (7). 

Aá + B2-fC? 
sen2 cp = — — — — — — dt\ 

Y puesto que cp y sen s difieren en un infinitamente pequeño 
de tercer orden, tendremos 

_ |/ A2 - f B2 -f- C2 
• -|_ y a + ^2 ^ • 

Observación. De esta fórmula resulta la expresión de la curva
tura bajo la forma 

, j A2 + B¿ - f C ^ _ 1 
~ ds ~ {x"1 + y"1 + ¿r'?)3-2 7 

designando p el radio del círculo osculador. 
V. ANGULO DE UN PLANO CON"UNA TANGENTE. Sean el plano 

osculador en {x, y, z) correspondiente al valor t de la variable in
dependiente y la tangente correspondiente al valor t -\- dt. 

Llamando á dicho ángulo, tenemos 

A [x ' - f ^x, ) + B ( y + A;/') + C (2' + A¿r') 
sen 0 )/A2 + B-2 + . — i { x ' + Â T')2 + ( y + Ay)2 + 

Podemos despreciar i±x', A / , A r̂' en el denominador y sustituir 
estas cantidades en el numerador por sus valores aproximados 

x" d t - \ - ~ x'" df , y" dt - f - y'" df\ 
2 2 
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y observando que se tiene 

h.x' -f- By + CV = o, A ^ " 4 - . . . = o, A^"' + . . . = D, 

resultará 
1 D •zkdsL 
2 )/A2 + B2 - f C2 l/^'2 + y2 + zUl 2 ' 

siendo k — - f - , siendo a- el ángulo límite de las dos rectas conside-
' 

radas en el problema anterior. 
V I . DISTANCIA DE UN PUNTO Á UNA TANGENTE. Este problema 

es el I , resuelto para el punto (a., a2, ag) y la recta 
X = ¿ + Y = + bx t, Z = a2-\- t. 

Pero actualmente el punto es {x, y, z) y la recta corresponde, 
como el punto, al valor t de la variable. Tendremos pues 

a = x, a^—y, â  — z, 

<x = x ~ { - k x , a1 z=.y -\- Ay, ^ = z-\r bz, 

b = x ' , bi = y , b̂  = z'\ 

y la fórmula se reduce á 

o = 
{y ' A,r — /̂ AJI/)̂  + {z'bx — x 'üzf + {x' üy — y l ^ x f 

x'- + y"1 + 0'2 

sustituyendo A.r, Aj/, ¿rA por sus valores 

A r̂ = -|- x" —— -[- • • • J ky —y'dt - j - . . . = z ' d t + 

sera 0 = / — i — ^ — — = -
|/ + y - - f Z 1 1.2 2 

VII . DISTANCIA DE UN PUNTO AL PLANO OSCULADOR. Conside

ramos el plano osculador en ,r, £r y el punto correspondiente á 
/ + td. Dicha distancia será 

A (4r + A,r — x) -h B (j/ -f- Aj/ — y + , . . 
0 = ± ' i A2 + B2 -fC2 
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Sustituyendo A^-, ky, Â r por sus valores aproximados 

y -\- d t - \ - - x"dt% + ^ x"'df + , etc., 

se tendrá 
D 

+ 2 / A2 + B2 + C2 dt1 = 
iJids* 

VIII . DISTANCIA DE DOS TANGENTES. Se trata de las dos tan
gentes que corresponden k t y á. t -\- dt. 

Aplicando la fórmula ya obtenida para la distancia de dos rectas 
(prob. IV) , tendremos que sustituir 

a, ai, a.2, b,b^ b.2, a, a,, a2, 6, (3,, [i2 

por sus valores actuales 

x\ / , z\ x + A,r, y - f Ay, z, + Aj?, x + A.r', y - f Ay, ^' - f Ai?', 

y tendremos 
_ ± L : 

/ ( / A ^ ' — ?Ay)--r+~(^A,r' — Y ^ z f - f { x ^ y ' — y k x ' f 

LXX L ^ X X 

L±y Ay — y ' 

A^ kz — z 

de donde L 

El valor principal del denominador es /A2 + B'2 + Ca <i/. Des
arrollando en L, tendremos el nuevo determinante L 

dt* dt* * 
x'dt + x" — + x"dt A-x '" h — -i 

2 2 

— 2r 

dt* dt'1 
y'dt A- y" + + y — + . . . . 

s'^ -\- z h -h z'" — 4- . . . . 
2 1 2 1 

Y sumando á los términos de la primera columna los de la se

gunda y de la tercera, multiplicados respectivamente por —• — dt y 
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por dt, se tendrá para L el valor de 

dtl 
, (<' ' •,) • .> ' 

Y reduciendo cada término á su valor principal 

df1 
y'dt - f / " — + 

L = — ¿J?̂ ' 
12 

z'" z" z 

X 

y 

± D dt-
J/A' + B^-hC2 12 

D J . — — dt\ 
12 

12 

— 2 

§ 5-° PROBLEMAS SOBRE DISTANCIAS Y ÁNGULOS 

59 . TEOREMA DE BOUQUET. Si la distancia más corta de dos 
rectas que contienen en su ecuación un parámetro, es de orden supe
rior al primero, es por lo menos de tercero. 

Sea la recta móvil 

x -•= az -\- p, y == bz + q (i) 
que depende de un solo parámetro, y sean 

x = {a ka) z + p -\- kp, y = [b A¿) z -\- q -\- kq (2) 

las ecuaciones de una recta infinitamente próxima. La distancia 
más corta se expresa por 

b̂ â q — Lbl̂ p 
h = 

J/á^2 + A¿2 + {akb + bkay 

(*) C. Jordán Cours d'Analyse, t. I, pags. 462-66. 
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Sustituyendo por y A¿ sus valores 

, , 1 i 
±a = da + - dhi + , M = db + - ^ , 

2 2 
tendremos 

{dadq — dbdq) -f- — {d-adq - j - dad^q — d^bdp — ; 
h = 2 - . 

^ ddx + db- + {adb — bda)~ 

Si h es de orden superior al primero, dadq — dodp es nulo. 
Pero el segundo grupo escrito entre paréntesis, en el numerador, 
es la diferencial del primero, que será nulo al mismo tiempo que 
éste; luego h es de orden superior al segundo. 

Recíprocamente: Si la distancia más corta de* dos generatrices 
de una superficie reglada es de orden superior al primero, estas gene
ratrices serán tangentes á una misma curva. 

Si identificamos las ecuaciones ( i ) con una tangente 

dx dv 

tendremos 

dx dy dx dy 

Para que estas ecuaciones sean compatibles, se necesita que 

exista entre ellas una condición independiente de ^ v — : v eli-
dz J dz J 

minando estas cantidades, se tendrá 

p — x — az, q —y — bz 

ó dp = dx — adz — zda, dq'= dy — bdz — zbd. 

Pero dx = adz, dy = ddz\ luego 

dp. db — da. dq == o. 
Esta es la condición para que la distancia de dos generatrices sea 
de orden superior al primero. 

Observación. El plano que pasa por una tangente paralela-
mente á una tangente infinitamente próxima, se halla siempre á 

6 
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una distancia de segundo orden de esta generatriz; y por consi
guiente toca al lugar de las tangentes á lo largo de una de ellas. 

6 0 . SERIE DE RECTAS. Podemos establecer geométricamente que 

1.° Si la distancia w de dos rectas consecutivas cualesquiera de 
una serie es un infinitamente pequeño de orden superior al primero, las 
rectas de esta serie son las tangentes de una misma línea del espacio. 

En efecto, considerando la superficie reglada S, cuyas genera
trices son las rectas de la serie dada; siendo el ángulo w de dos 
generatrices consecutivas de primer orden, y su distancia más corta 
de orden superior al primero, el parámetro de distribución de los 

planos tangentes á lo largo de cada generatriz ^ = lim = es infinito. 
r ü) 
La superficie tiene el mismo plano tangente á lo largo de cada 
generatriz, y coincide con la superficie desarrollable que seria la 
envolvente de estos planos tangentes. Además, las rectas de la serie 
dada, cada una contenida totalmente en la superficie, coinciden con 
las tangentes de su arista de retroceso. 

También podemos considerar la línea de estricción 0 0 ' de S, 
considerando las dos generatrices infinitamente próximas que cortan 

á esta línea en O, O'; y sea 0 0 , su menor dis-
Nj0 Q tancia. Por ser esta última línea, al menos de se-

w| \ gundo orden, se concluye mediante el triángulo 
O/^r-^ToT"", rectángulo 0 0 , 0 ' , ó que la cuerda 0 0 ' de la 

,,. línea de estricción es de segundo orden, ó que 
Figura 37 0 

permaneciendo de primero, el ángülo que forma 
en O' con la generatriz O'G' es infinitamente pequeño. De esta 
segunda hipótesis se deduce inmediatamente que las generatrices 
son tangentes á la línea de estricción 00' , que se convierte en la 
arista de retroceso de la superficie. La primera hipótesis conduce á 
que la línea de estricción se reduce á un punto, y la superficie á un 
cono cuyo vértice es este punto. 

61. APLICACIÓN Á LAS TANGENTES Á UNA CURVA. Sean las ecua
ciones de una tangente cualquiera á una curva 

X . - . v = ^ ( Z - . , Y - , ^ ( X _ . . ) . 
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Tendremos en este caso 

dx ^ dy dx dy 
a dz' dz' a' X " dz 1 ^ ^ Z dz ' 

Tomemos z por la constante que determina la posición de la 
recta y de la cual son x ó, y funciones. Esto sentado, tendremos 

da d'x db d'2y 
dz dz? ' dz dz1 ' 

da dfx d$ d y 
dz Z dz2 ' dz 2 dz'2 ' 

luego dada — dódfi = o; 

luego: Por lo general, en toda curva alabeada la distancia más corta 
de dos tangentes, infinitamente próximas es un infinitamente pequeño 
de tercer orden, si la distancia de los dos puntos de contacto es de 
primero. 

§ 6.° ORDENES DE CONTACTOS 

62 . CONTACTO DE LAS CURVAS ALABEADAS. DEFINICIÓN. DOS 
curvas alabeadas que pasan por un punto M tienen en este punto 
un contacto de orden n, si considerando una secante PP' común á 
estas dos curvas, trazada en la proximidad de M, la parte PP' de 
secante comprendida entre las dos curvas es de orden n - \ - \ con 
relación á las distancias MP ó MP'. 

Suponerse que MP y MP' son de igual orden, equivale á supo
ner que PP' no es paralela á la tangente en M á una de las dos 
curvas. Y como se vió en Geometría plana, el orden de PP' no de
pende de su orientación. 

Sean x, y, z ó xx, y ^ zl las coordenadas del punto M, según 
que se le considere en la primera ó en la segunda curva. Las coor
denadas de un punto P próximo al M, serán 

x + /±x, y + by, z -\- x, + A.r,, y, + Aj/ , , ^ 4- A ^ , . . . 

Y para que exista un contacto de orden n, será necesario que 
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P P ' ó sus proyecciones A,t- — A^r,, sean por lo menos de 
orden n-\- i (ó una de ellas por lo menos). 

Pero es necesario, en estas condiciones, que la variable inde
pendiente sea tal, que PP' no sea paralela á la tangente á una de 
las dos curvas. Se podrá tomar, por ejemplo, x = ^ por variable 
independiente y los puntos P y P' se obtendrán cortando á las dos 
curvas por un plano paralelo al yz. Y puesto que 

— A.rj = dx — d,rl - | — (d'-x — d ^ ) + , 

- byi = dy — dyi + - {dty — dy^ + 

\z —• = dz — dz[ 4- — {d'2z — d^zi) + 

las condiciones de un contacto de orden n serán 

dx — dx̂ ^ = o, d¿x — d^Xi = o, , dnx — d>l'xi = o, 

dy — dy[ = o, d̂ y — d:2y[ = o, , dny —• ¿¿j , = o, 

dz — dz[ = o, d'2z — d-z[ = o, , d̂ z — (flzi = o. 

Cuando se toma x = Xi por variable independiente, se tiene 

dx = o, dxt = o, , dnx == o, dnxx = o; 

y las condiciones escritas en la primera línea quedan satisfechas; 
luego son necesarias 2n condiciones para que exista el contacto de 
de orden n. 

TEOREMA I. Vos ctirvas tienen un contacto de orden n, cuando sus 
proyecciones sobre un plano cualquiera tienen un contacto de orden n, 
y reciprocamente. 

En efecto, la distancia PP' arriba considerada, es de igual orden 
que su proyección, siempre que ésta no se efectúe sobre un plano 
normal á las dos curvas. 

TEOREMA II. Dos curvas tienen un contacto de orden n cuando 
son limites de dos curvas variables que se cortan en n - j - i puntos 
colncidcnt'es. 
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En efecto, las proyecciones de las dos curvas tienen un con
tacto de orden n, teniendo MP y MP' la misma posición límite, 

sen IVI sen P 
puesto que en el triángulo MPM' se tiene: = , siendo 
P finito por hipótesis y M nulo en el límite, cuando PP' es de se
gundo orden. 

63. CONTACTO DE LAS CURVAS Y DE LAS SUPERFICIES. Una 

curva tiene con una superficie un contacto de orden n en el punto 
común M, cuando una recta PP', próxima á M, encuentra á la su
perficie en puntos P y P' tales, que PP' sea de orden n - j - i . Supo
niendo que PP' no sea en el límite, ni tangente á la curva ni á la 
superficie, se prueba que esta definición es independiente de la 
orientación de PP'. 

Para hallar las condiciones de contacto de orden n de una 
curva y de una superficie, supondremos que el eje de las z no sea 
paralelo ni á la tangente en M á la curva, ni al plano tangente en 
M á la superficie. El cilindro que proyecta la curva sobre el plano 
xy, corta á la superficie según una curva que debe tener con la 
propuesta un contacto de orden n, porque la distancia de dos 
puntos de estas curvas, contada paralelamente al eje de las z, es de 
orden TZ - j - i , y recíprocamente. Sean pues 

x = cp (z), y = ^ 0), f \ x , y) = o • ( i ) 
las ecuaciones de la curva, y 

F 0', y, z) = o (2) 

la de la superficie. Para asegurar el contacto de orden n, bastará 
expresar que las curvas 

F = o, / = o. y ,r = o, (.r), y = (#) 
tienen un contacto de orden n. Con este objeto, se expresará que 
los valores de dx, dy, dz, , deducidos de las ecuaciones de la 
curva, propuesta son los mismos que los que se deducirían de 
F = o y f = o . Para expresar estas condiciones, se puede dife
renciar n veces F = o y / = o, sustituyendo x, y, z, dx, dy, 
por sus valores sacados de x = cp (2), y = ^ {z)\ pero entonces 
/ = o, df — o, dan identidades; y las condiciones de contacto 
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de orden n son que las ecuaciones 
F = o, ¿ F = o, , dnF = o 

se verifiquen cuando se sustituyan x, y, z por sus valores deduci
dos de x = 9(0), y = '\>{z). 

TEOREMA. Si una curva variable de forma, encuentra d una su
perficie en n -f- 1 puntos, y teniendo en menta la variación de ciertos 
parámetros, dichos puntos llegan d confundirse en uno solo, la curva 
y la superficie tendrán un contacto de orden n. 

En efecto, si se proyecta la curva sobre la superficie, con auxi
lio de proyectantes paralelas á una dirección fija, se obtendrá una 
curva, que en el límite, tendrá un contacto de orden n con la pro
puesta, porque tiene evidentemente con ésta n -f- 1 puntos comu
nes que, en el límite, terminan por confundirse con uno solo si
tuado en la superficie, 

64 . OSCULACIÓN. DOS curvas son osculatrices y una curva 
es osculatriz de una superficie, cuando el orden de su contacto es 
lo más elevado posible, según el número de parámetros arbitrarios 
que contienen sus ecuaciones respectivas. 

Pueden además dos curvas ó una curva y una superficie tener 
accidentalmente un contacto más elevado que el que se debiera es
perar, según el número de parámetros. Entonces hay sobreosculación. 

65 . VALUACIÓN DE ALGUNOS INFINITAMENTE PEQUEÑOS. Dis
tancia de un punto de una curva á la tangente trazada por un punto 
infinitamente próximo. Siendo 

X — -r Y — y Z — z 
dx dy dz 

las ecuaciones de la -tangente, la distancia h del punto [x \- kx, 
y 4- &y, z \ z) k ésta será 

j Í {kzdy — kydz)* -\- {kxdz — kzdx)'2 -f-
^dx' -f- dy1 + dz2 

Sustituyamos A.r, by, \z por 

d'2x dsx d̂ y diz 



PROPIEDADES MÉTRICAS DE LAS CURVAS ALABEADAS 

y despreciando ios términos de orden superior, tendremos 

i T ¡{d-'zdy — dydzf + 
2 }' ds1 

i ^2 , , 
es decir, ^ = — — ; la cantidad h es de segundo orden. 

Distancia de un punto de una curva al plano osculador trazado 
por un punto infinitamente próximo. Tenemos 

(X — x) {dzd^y — dyd'z) - f . . . . . 

ó A (X — x) + B (Y-—>) + C (Z — ¿r) = o. 

La distancia del punto x + Lx, y -\~ ky, z..-\- As al plano se 
expresa por la fórmula 

A A ^ - l r BAr-f- GAxr 

y A"2 + B'2 + C2 
y siendo A i . r + ¥>dy - f ,.. = o, kdKr - f -f- . . . = o, si susti-

d'2x 
tuímos kx por dx -f- - - + etc-) se tendrá 

^ _ A ^ r + B i ; y -{ - Cd3z 
~ 6 ]/A3 + B3 + C3 ' 

y en virtud de expresiones conocidas-será finalmente 

A R ¿y3 
6 ^ 6 T R 

6 6 . DIFERENCIA ENTRE UN ARCO Y SU CUERDA. Empleando las 

mismas notaciones y expresiones de A.r, Ay, As, llamando c á la 
cuerda, y sumando los cuadrados de las tres diferencias, será 

i i 
¿ 2 = ds* - f .r + ...) + - [dxd-'x + ...) + - {dKr* + ...), 

prescindiendo de los términos superiores al cuarto orden. Diferen
ciando dos veces la expresión 

dx* - f dy*- + dz*- = ds"1, 
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y haciendo sustituciones, se llegará á 

i dsi , i ds* 

Sustituyendo c + ^ por 2 ¿¿y, llegaremos á 

I ds* 
ds — c = — — . 

24 R-1 
La diferencia buscada es por consiguiente de tercer orden. 

§ 7.0 FÓRMULAS DE SERRET Ó DE FRENET 

67 . TRIEDRO MÓVIL. La tangente, la normal principal y la 
binormal forman un triedro trirectángulo. El eje de las x se podrá 
considerar como fijando la dirección de la tangente en sentido po
sitivo, así como el eje de las 7 y el de la normal principal y el eje 
de las z representará en sentido también positivo la dirección de la 
binormal. Este triedro se considerará en cada punto de la curva, 
y el triedro móvil podrá siempre llevar á la coincidencia con el 
triedro ñjo (fig. 3 5 ) , 

Los ejes móviles se determinan por los cosenos de los ángulos 
que forman con los ejes fijos. Las relaciones de los nueve cosenos 
se reducen á 

a? - f ¿2 + ¿;2 = 1 

a2 + '̂•2 + a!'1 = 1 

a = b' c" — c'" 

aa' - j - bb' -\- ce' — o 

ab -{- a' b' -\~ a" b" — o 

: b C 
b' c' 

:" b" C 

juntamente con las que pueden obtenerse mediante las permuta
ciones circulares efectuadas sobre las letras ó sobre los índices. 

68 . FÓRMULAS DE SERRET-FRENET . Vamos á establecer las 
fórmulas que expresan las derivadas de los cosenos de las tres 
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direcciones principales mediante los mismos cosenos y los radios 
p y T de primera y de segunda curvatura. 

Expresemos por a, (3, y, por /, m, n y por A, ¡JL y V los ángulos 
que forman respectivamente con los ejes la tangente, la normal 
principal y la binormal. Y veremos que, desde luego, tres de las 
fórmulas resultan de las ( i ) , pág. 89. Así tenemos 

d eos a eos / d eos (3 eos m d eos y eos n 
ds = ~ Y ' ds = p ' ds ^ ' ( I ' 

Derivando con relación á Í la ecuación 

cosacosX-j-cos[ácos¡j(.-j-cosycosl/ = o y COS2A-|- eos-U. + eos'2 V = I 

tendremos 

d eos X d eos [x d eos v 
• C 0 S a - ¿ ^ + C 0 S P - ^ - + C 0 S T ^ r = 0• (2) 

d eos A d eos a d eos v 
eos X — - — -f- eos a + eos v — - — = 0. iX] 

ds ds ds y 1 

Combinando la (2) y (3), resulta 

d eos X d eos a eos v 
ds ds ds 

Por consiguiente 

eos / : eos m : eos n. 

eos v 

y, dejando por ahora indeterminado el signo, tendremos 

dcos l eos/ d eos [f. eos m d eos v cosn 
ds ~ T ' ds == T ' = " í ^ " (4) 
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Completaremos las fórmulas ( i ) y ( 4 ) con las relativas á los 
cosenos de la normal principal, observando que se tiene 

eos / = eos y eos — [x eos (3 eos v. 

, Si derivamos esta ecuación con respecto á s, en virtud de (1) 
y ( 4 ) resultará 

d eos / 1 
= — (eos n eos ¡J. — cos-m eos v) ds 

— (eos y eos m — eos (3 eos n) 
eos a 

Reuniremos las fórmulas en el siguiente cuadro: 

d eos a eos / d eos [3 eos m d eos y 
ds 

d eos / 
ds 

d eos X 

eos a 

eos/ 
T 

¿y 
eos X 

T ' 
<i eos a 

ds 

d eos w 
ds 
eos w 

T 

eos 

eos X 
T ' 

eos n 

eos " 
y - , 

d eos v eos ;¿ 
ds T 

que son las fórmulas de Frenet, más conocidas con el nombre de 
Serret. 

69 . EMPLEO DE LA REPRESENTACIÓN ESFÉRICA. Estas investi
gaciones se facilitan empleando la representación esférica de Gauss, 
como lo hace el Sr. Apell en su obra Elements d'Analyse. 

Así, para valuar la variación continua de la dirección de la tan
gente M¿ considera la esfera de radio 1 cuyo centro es el origen 

de coordenadas, trazando por O un radio OA, pa
ralelo á Mí. Al describí- el punto M la curva ala
beada en el sentido de los arcos de M, la recta 
describe el cono director de las tangentes y el 
extremo del radio OA describe en la esfera una 
curva ApA, cuyo arco a, tomado en sentido posi
tivo, es la dirección de AgA,; y este arco medirá 
la variación continua de la tangente desde 
= are MM^ en la curva alabeada corresponde 

A* = are AA^ en la curva esférica. Y tendremos que la curvatura 

Figura 38 

hasta Mí. A 
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, , da , i , 
media es — , la curvatura en M es — y el radio de curvatura en 

As as 
dicho punto K — - r . 

Para obtener la torsión y el radio de torsión se repite la cons
trucción con la variante de que los radios de la esfera sean parale
los á la binormal. Correspondiendo á la curva alabeada la curva 
esférica x. 

7 0 . PROPIEDADES GEOMÉTRICAS DE LAS CURVAS G Y a. Para 
llegar sencillamente á las fórmulas que dan la curvatura y la torsión, 
podemos hacer las construcciones geométricas siguientes: 

Sea A F la tangente á la curva esférica a en el sentido de las a 
positivas. Esta recta es paralela á la normal principal MN' (fig. 3 9 ) . 

En efecto, el cono engendrado por las rec
tas es el cono director de las tangentes á 
la curva. El plano tangente OAF es paralelo 
al plano osculador en M á la curva. Y por 
hallarse AF en un plano paralelo al osculador 
y ser perpendicular á la recta OA, que es para
lela á Mí, será paralela á la normal principal MN'. 
Podemos elegir como sentido positivo en la Figura 39 
normal principal el sentido AF. 

Consideremos ahora el cono engendrado por las paralelas B'OB 
á las binormales y á las curvas esféricas, lugares de los puntos B 
y B' á las que trazaremos las tangentes BH y B 'H ' en el sentido 
en que se ha descrito cada una. Y puesto que el plano tangente 
OAF al cono a es paralelo al plano osculador en M, la recta B'OB, 
paralela á la binormal, será perpendicular al plano OAF. Se obtiene 
pues, el cono descrito por las rectas B'OB, trazando las perpen
diculares en O á los planos tangentes OAF del cono cr. 

El cono obtenido ó cono x, se llama cono suplementario del 
cono (j, y recíprocamente, pues siendo los planos tangentes próxi
mos OAF y O A ^ i del cono a perpendiculares á las generatrices 
OB y OB^ del cono x, su intersección OI" es perpendicular al plano 
BOB^ Cuando OA, tiende hacia OA, la intersección OI de los dos 
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planos tangentes tiende también hacia O A; el plano BOB, tiende 
hacia el plano tangente OBH al cono T ; y puesto que BOB1 es per
pendicular á OI, el plano tangente OBH es perpendicular al límite 
de OI, es decir, á OA. 

Las tangentes AF y BH de las curvas esféricas a y T son para
lelas, pues AF es perpendicular al radio OA de la esfera y á la recta 
OB, perpendicular al plano OAF; luego AF es perpendicular, asi 
como BH al plano AOB. Dichas rectas son pues, paralelas. Podemos 
en fin suponer que son de zgua/ sentido, habiéndose trazado las 
tangentes en el mismo sentido de descripción de las curvas. Siendo 
B y B' simétricos con relación á O, las dos tangentes BH y B ' H ' 
son paralelas y de sentidos contrarios. 

§ 8.° APLICACIONES DE LAS FÓRMULAS DE SERRET 

71. ENVOLVENTE DE LOS PLANOS OSCULADORES. Designaremos, 
para mayor sencillez, por a, b, c\ a\ b\ c'\ a", b \ c" los cosenos di
rectores de la tangente, normal principal y binórmal de una curva 
alabeada. Podremos representar el plano osculador por 

a!' (X — ^ + b" (Y ~ y ) + c" (Z — z) = o. ( i ) 

Para obtener su envolvente diferenciaremos, y tendremos 

da" /v , dx 
(A -— x) — , 

ds ds 
(X ^ - x ) — a» _|_ ^ 0> 

dx 
Sustituyendo ^ - por a, ., .., y en virtud de las fórmulas de 

„ , - da!' a! 
Serret que dan = —, ¡ y por ser aa" + bb" + ce' = o, 
tendremos 

a! (X — x) + b' (Y — y ) + ¿ (Z — c) = o, (2) 

ecuación de un plano perpendicular á la normal principal, que corta 
al plano osculador según la tangente á la curva, que es la caracte
rística de la envolvente. 
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Diferenciando la ecuación (2), se tendrá la arista de retroceso 
de la envolvente 

da dx 
& ( X - ^ - * a ' + = 0-

dx > dd 
Y por ser, — = a, aa' + bb' cc '= o, si se sustituye "^_Por 

f a a " \ 

su valor — 1 ^ — uáQáxxciási de las fórmulas de Serret,tendremos 

(a a" \ (b b"\ = O. 

que, en virtud de (1), se reduce á la ecuación del plano normal 

« (X — x) +•- ¿ (Y — y) + c (Z — z) = o. 

Las fórmulas (1), (2) y (,3) dan X = x, Y — y, Z _= z. La 
arista de retroceso de la superficie envolvente de los planos osculado-
res es esta misma curva. 

72. ENVOLVENTE DE LOS PLANOS NORMALES ó SUPERFICIE PO
LAR. Conservando las mismas notaciones, la ecuación del plano 
normal será 

a{X — x) + b (Y — y ) + c \z — z) = o. (1) 

La característica de su envolvente estará dada por esta ecua
ción y su diferencial 

da dx 

. . , ( da a! 
y, en virtud de las formulas de Serret, - r - = ^ ... 

\ d s R 

a' (X — x) + V (Y — y) - \ -c ' (Z — 0) = R, (2) 

ecuación de un plano perpendicular á la normal principal, situada 
á una distancia R del punto i x ,y , ¡3). Las fórmulas (1) y (2) repre
sentan el eje del círculo osculador. 

Eliminando j entre las ecuaciones (1) y (2), se obtendrá la 
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envolvente de los planos normales, que se llama superficie polar 
cuya arista de retroceso se obtiene diferenciando la ecuación (2) 
lo que da 

da 
T s ^ - " 

y por las fórmulas de Serret, 
a , a"\ 

y en virtud de la (1) 

a" (X — i ) + d" (Y -

a' — + ds 

x) 4-

dR 
ds ' 

ds 

y) + c" (Z - z) T 
dR 
ds 

Figura 40 

TEOREMA. Las rectas pola? es relativas d 
los diferentes puntos de tma curva alabeada 
son las generatrices de la superficie desarro-
llable llamada SUPERFICIE POLAR. La arista 
de retroceso de esta superficie es el lugar de los 
centros de las ESFERAS OSCULATRICES de la 
linea primitiva. Y pasa por cada punto de 
la superficie polar una evoluta de la linea 
primitiva, formando la serie de estas evo-
lutas una serie de líneas geodésicas de la 
superficie polar. 

Considerando una línea alabeada, inscribamos en ésta una línea 
poligonal a p y o . . . de lados iguales, y tracemos por los puntos medios 
m, m',... de estos lados, planos normales á los mismos. Estos planos 
se cortarán dos á dos y consecutivamente, según las rectas es, c's',... 
respectivamente por perpendiculares á los planos c ^ y , ( 3 y o , . . . de dos 
elementos consecutivos de la línea poligonal primitiva y que en
cuentran á estos planos en los puntos c, c\... centros respectivos 
de los círculos aSy, | 3 y o , . . . que pasan por tres vértices consecutivos 
de dicha línea; y las rectas es, c s\ formarán por sus intersecciones 
sucesivas una nueva línea poligonal ^ V ' . . . cuyos vértices s, «r',... 
representarán los centros de las esferas a¡3yo, [3yos , . . . que pasan por 
cuatro vértices consecutivos de la línea primitiva. 
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Tomando ahora un punto cualquiera d en la recta es, unamos 
dm que corta á es' en d!. Unamos enseguida d'm que corta á c"s" 
en d!\ d"m" que corta á c"'s"' en d'", y así sucesivamente. Y sea dd'd"... 
la línea resultante. 

La igualdad hipotética de los lados de la línea poligonal primi
tiva, la definición de las rectas es y de los puntos e, conducen á 
las igualdades em = e'm, cm = e'm",... y á las ú?/W = d'm", 
d'm" — d"m"',... y en fin á la igualdad de las inclinaciones de d'm' 
y d'm" respecto á c'd', de d"m" y ¿ f W respecto á e"d",... Pero re
sulta, desde luego de estas últimas, que la línea dd'd"... se transfor
ma en una reeta por el desarrollo en un plano de la superficie polie-
dral formada por las rectas es, e ' s ' s o b r e la que está construida. 
Y resulta de lo precedente, que esta misma línea es una verdadera 
evoluta de mm'm"..., cuyos vértices son los puntos medios de los 
elementos de la línea primitiva; porque, si se concibe un hilo arro
llado parcialmente sobre la línea dd'd". . . cuya parte actualmente 
libre d"'m"' llegaría por su extremo al punto m"'\ y si se desarrolla 
este hilo, de manera que su parte libre esté dirigida sucesivamente 
según las prolongaciones de los lados d'd", dd ' , . . . de la linea d"d'd, 
el extremo de este hilo pasará sucesivamente por todos los vértices 
m", m', m de la línea mm'm ... (Paul Serret). 

Si pues se imagina que la longitud común de los lados de la 
línea poligonal a^y..., inscrita en la curva, disminuye indefinida
mente y se pasa al límite, tendremos demostrado el teorema. 

73 . ENVOLVENTE DE LOS PLANOS RECTIFICANTES. Sea la ecua
ción del plano rectificante 

(X — , r ) / + (Y — y ) m + ( Z ~ f ) « = o ó (X—^r) « ' + . . . == o ( i ) 

Diferenciando y empleando las fórmulas de Serret 4~ = — 
J r ds ds 

i a 
= — ' ~ ) tenJremos llamando r y t a los radios de pri

mera y segunda curvatura 

l a a"\ Ib b"\ le c"\ 
(x - *> (7 + T ) + <Y - ( 7 + v ) + - ^ ( 7 + T ) =0 ^ 
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De las ecuaciones ( i ) y (2) resultan las siguientes del plano 
rectificante 

/ a a"\ ( b b" \ 
X = , r + x - — - , Y = y + x ( 3 ) 

siendo >t un factor de proporcionalidad. 
Obtendremos la arista de retroceso, diferenciando otra vez, y sera 

(a r d ' o ' \ i (brí 

/cr' ¿ r y \ 1 

Sustituyendo en ( 4 ) los valores de X , Y, Z dados por ( 3 ) , resulta 

54 (cr2 I 2 ) 

I 

Y sustituyendo el valor de en ( 3 ) , tendremos las ecuaciones 

ar — a" o br — b" o 
X = .r + p — } , Y = j / + p -

T — r ' p ' pf! — r p 

ecuaciones de la arista de retroceso de la superficie desarrollable 
del plano rectificante. 

Observación. La envolvente del plano rectificante ó la super
ficie desarrollable rectificante debe su nombre á que la curva, por 
el desarrollo de la superficie en un plano, se reduce á una recta de 
la superficie desarrollable. 

Para completar las aplicaciones de las fórmulas de Serret, repe
tiremos el siguiente 

TEOREMA. E l lugar de los centros de las esferas osculatrices es 
la arista de retroceso de la superficie polar. Sea la esfera 

(X x f -+• (Y — y f + (Z - zf = R2. . (1) 
Diferenciando, tendremos 

(X — x) dx + (Y — y) dy + (Z — z) dz = o, \ 

(X — x) d2x + (Y — y ) d2y + (Z — z) dz = ds*, ¡ (2) 

(X — x) d3x - { - (Y — y) d3y + = 3 ^ ^ . 
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Estas ecuaciones dan los valores de X — x , Y — y ,Z — z, que 
sustituidos en ( i ) dan el valor de R. Las tres ecuaciones (2) repre
sentan la arista de retroceso de la superficie polar. Estas ecuacio
nes son equivalentes á las tres del párrafo anterior, que multipli
cadas, la primera por a, la segunda por a y la tercera por a y 
sumadas, conducen á (*) 

X — x = a'p - a'Y Y —y=.b 'o — d"T 4", as ds 

Z - ^ = c'o — c"T ^ , as 
y sumando los cuadrados, en virtud de (1), será 

TEOREMA. E¿plano normal á la arista de retroceso de la su
perficie polar es paralelo al plano osculador de la curva propuesta. 

Este teorema se demuestra considerando las cantidades ax, 
b\, CL'X , análogas á ¿z, ¿, T; pero relativas á la arista de re
troceso de la superficie polar; y puesto que el plano normal de la 
curva propuesta es el plano osculador de la arista de retroceso de 
la superficie polar, será 

a"l == a, b\ == b, c\ == c. (1) 

Diferenciando, y aplicando las fórmulas de Serret, se tendrá 

— ds{ = ~ ds, ~ dst = - ds, — dsl = - ds; (2) 
I ? i Í ? 1 P 

d d ^ 
y elevando al cuadrado y sumando, será — i = _ f . 

T i p 
Multiplicando las dos últimas ecuaciones (2) y las dos últimas 

ecuaciones (1), tendremos 
b\c'x — c\b'\ b'c — pb aK , d ' 

• aS\ = • as, o ~ asi = ds. 
I I P 11 p 

Y en virtud de ( 3 ) , = - a", bl = — ó", c{ = — c". 

{*) Póngase p por R en las fórmulas de la pág. 93. 
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7 4 . APLICACIONES Á LA HÉLICE CILINDRICA. Tenemos que 
MP = 5, AP = au, siendo ¿_ AOP = u y ^ el radio, o el ángulo 
PMxA.. Por consiguiente, 

x — a zosu, ^ = a sen z ^ a u z o i l ( i ) 

los parámetros u y u -\- 2-K corresponden á los mis
mos valores de ,r éj^, de manera que k = la-K coi á, 
siendo h el paso de la hélice. 

Eliminando u, resultará 

Figura 41 ^ _|_ y - _ ^ x « c o s í — J = : « s e n l -

Consideremos las ecuaciones ( i) , y diferenciando, tendremos 

dx = — a sen udti, dy = a eos udu, dz = a cot 5 du 

d'¿x — — a eos udu\ á^y = — a sen udu*, d'-z — o 
ddx — a sen tidif, dsy = — a eos udu3, d'áz — o 

adti au 
y obtendremos ds 

dx 
sen o 

(cuando u = o, s—ó). 

dy 
Y de a = — , í ^ - r , resulta 

a == — sen u sen o, § = — sen u sen o, y = eos o 

dv. = — eos u sen odu, d{i = — sen « sen o du, oy = o. 
Y en virtud de la expresión del ángulo de contingencia 

sen2 o 
do = o, 

/ = eos u. m = — sen ti, o: 

eos o sen u, p 

y por las fórmulas — = -

sera 

ds 
i d i 
l ds 

— eos u eos §, v == sen o 

o ^ ds P ' 

I sen o eos & 

Las ecuaciones del plano normal, del plano rectificante y del 
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plano osculador son 

X sen u — Y eos u — eot o (Z — ati eot o) == o, 

X eos u -\- Y sen u = a ó X,r -|- Yy = d \ 

X sen u — Y eos z¿ -f- Z tg o — au = o. 

Las eeuaeiones de la tangente, normal principal y binórmal son 

X — a eos u — v sen ti sen o, Y = a sen « - f ^ eos « eos B, 

Z = au eot o + ^ eos o; 

X = — •y) eos «, Y == — Í;) sen Z = eot o; 

X = ^ eos ZL + ^ eos o sen Y — a sen ^ —̂  eos o eos u, 

Z = aií eot o -|- z; sen o. 

Las coordenadas del centro de curvatura son 

X == — a eos ti cot"2 o, Y = — a sen u cot"2 o, Z — au cot o. 

TEOREMAS. I .0 La tangente forma con el eje de las Z un án
gulo constante o y la binormal un ángulo constante 90o — 0. 2.0 La 
normal principal es la perpendicular trazada desde un punto del 
cilindro hasta el eje, ó el plano rectificante es tangente al cilindro. 
3.0 La torsión es constante. 4.0 El radio de la esfera osculatriz es 
igual al radio de curvatura. 5.0 El centro de curvatura coincide 
con el centro, de la esfera osculatriz, y el lugar de los centros de 
curvatura es una hélice. 

También podemos partir de las fórmulas 

h 
x — r eos 9 , y — r sen 9 . z — — a>, 

y tendremos: 
TANGENTE, Las ecuaciones de la tangente son 

X — x _ Y — y _ Z — z 
dx dy dz 

X — x Y — y Z — z 
2^. r sen cp r eos cp 
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E l ángulo 6 que forma la tangente con la generatriz del cilindro 
es constante. En efecto, se tiene 

: 271: r 
eos O = 

7 47c2 

sen 0 = 

t g 6 = 
27rr 

cot 6 == 

PLANO OSCULADOR. SU ecuación es 

X — r eos 'f Y — r sen <p 

— r sen cp r eos f 

— r eos tp : — r sen cp 

es decir, — r X sen cp — — r Y eos cp -
2 ^ ' ' z 

ó también X sen ce- — Y eos cp + I Z 
2TC ' 

h 
. : JO 

27Ü ' 

2TC 

o 

k 

2TZ 
2^ r 

o, 

cp ?-

Si se hace Z = o, la ecuación de la traza con el plano xy será 

X sen cp — Y eos cp — r cp = o. 
Su envolvente estará dada combinando esta ecuación con 

X eos ¡p + Y sen cp — r = o, lo que da 

X'2 + Yií = ^ ( 1 + cp2j ó 

Luego la ecuación de la envolvente es 

? = - FX2 + Y¿ - ^ . 

Y f X 1 + Y- — ^ v )/X2 + Y* — r2 X eos — Y sen = r. 
7 r 

E l ángulo que el plano osculador forma con el plano de la base 
del cilindro es constante, porque el coseno de este ángulo es 

2^r - , / 471V-

r+5 
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Forma, por consiguiente, el ángulo 6 con la generatriz del ci
lindro. E l plano osculador corta al eje del cllindio á la altura del 
punto en que es osculador, porque para X = o, Y = o, se tiene 

h v 
Z = 

RADIO DE CURVATURA, ARCO, RADIO DE TORSIÓN. Tenemos que 
h 

dx = — r sen a «'-•p, dy = r eos -̂-p, dz — — d-t 271 

d*x — — r eos cp ^'f2, d-y — — r sen cp d'f, d'22 == o, 

d\r — r sen es df', d3y = — r eos cp rf-f3, rf'V = o; 

luego . 

Además 

^ = + 4 ^ 
r2 
sen'-'O 

rfí0 c 6 ^ — 2 

Si se hace 
4" 7 + 

T r'- + ?- d 

r 
seir^f) 

— r sen es r eos co A 
2 x 

sera T 
ds* 

r eos » — r sen cp o 

r sen cp — 7' eos cp o 

h 

7'2 27r 

R-A sen2 0 ^ sen 6 eos 0 

El radio R de la esfera osculatriz es igual á o, porque 

cp = c + T — = p. 
ds 

NORMAL PRINCIPAL. SUS coeficientes son 

dlx ds — d̂ s dx, d-y ds — d's dy, 
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ó simplemente d'2x, dy, d-z por ser d'ls — o. Sus ecuaciones son 

x — r eos ^ y — r sen co 2^ f 

1 sen cp r sen ^ 

Z = 
,„ eos es sen cp 271 ' 

' Za; normal principal es perpendicular a l eje del cilindro. 
Observaremos, por otra parte, que por formar la hélice un án

gulo constante con una directriz fija Oz (fig. 42), el cono director de 
las tangentes es un cono de revolución alrededor de Ô r, y la curva <j 
intersección de este cono con la esfera de radio 1 es un círculo 
menor cuyo polo se halla en O-s". La tangente AF á la curva c es 
ahora perpendicular al plano AO r̂ y, puesto que es paralela á la 
normal principal, ésta es perpendicular á Oz, es decir, á las genera
trices del cilindro en el que se ha trazado la hélice. 

75 . HÉLICE CIRCULAR OSCULATRIZ. Se llama hélice osculatriz, 
en un punto M de una curva alabeada, á la hélice 
circular que tiene en este punto, las mismas tan
gente M / , normal principal MN', binormal MIST 
y los mismos radios de curvatura y de torsión. 
Un arco muy pequeño de esta hélice, en la proxi
midad de M, puede sustituirse por un arco muy Figura 43 
pequeño de la curva. 

Sean R y T los radios de curvatura y de torsión de la curva en 
M, a el radio del cilindro de revolución, en el que se halla trazada 

h 
la hélice osculatriz, k su paso y ^ la cantidad — . Tenemos 

c? -4- k% a? + & 
R = , T = — 4 — . 

a k 
Y puesto que R y T son conocidos, despejaremos los valores de 
« y de yé, y tendremos 

1 1 1 R4 T2 
_ L .1 /y-2 1 Ui 

R2 T2 tf2 + ' R2 -|- T2 
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RT2 R- T 
a = — — , k = 

Rá + T2' RA + Tá' 
Puesto que la normal principará una hélice circular encuentra 

normalmente al eje del cilindro, en el que está trazada la hélice, y la 
generatriz MG del cilindro que pasa por un punto M de la hélice, 
está situada en el plano N"MA exteriormente al ángulo N"M/ y for
ma con M¿ un ángulo agudo /MG = ?, cuya tangente trigonomé
trica es 4r, es decir, será necesario, para obtener la dirección 

k K 
de las generatrices del cilindro, trazar por el punto de la curva en 
el plano M"Mí (fig. 43) una recta MG situada fuera del ángulo W M t 
y que forme con Mí un ángulo agudo íMG = ?, cuya tangente es 

T 
tg?==R-

Se toma enseguida, en la normal principal MN', una longitud 
RT2 

MB = a = — y se tendrá un punto del eie del cilindro. El 
R '2 -+- T=Í J J 

eje es la paralela BB' trazada á MG por B. La hélice osculatriz 
queda definida así. 

76 . HELICOIDE DESARROLLARLE. Esta superficie es el lugar 
de las tangentes á la hélice. Siendo las ecuaciones de la hélice 

X •—• r eos CD Y — r sen c& 27T 

r sen © r eos ca h:2-K 
1 1 

h \ 271 X = 7' eos — I Z * ] ' - r r sen 
2TZ / h 
h \ 2r. 

Y = r sen cp + I Z — / X rcos 

(O 

de estas ecuaciones resulta 

x-2 Yá = - 7 — r2 ( Z — — 9 + r2 
/¿2 \ 2TC 

X eos cp - j - Y sen ce = 7- (2) 

X sen © — Y eos c& = I Z co 
2T: ' 

2x7' 

T 
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La traza del helicoide sobre el plano de las xy es una evolvente 
de círculo, pues haciendo z = Q, se tiene 

I 
X = r eos » + rz. sen ^, Y = r sen cp —• 7'cp eos cp. (3) 

Observación. Todas las secciones horizontales del helicoide 
son evolventes de círculo. 

Las generatrices del helicoide desarrollable cortan á la evolvente, 
traza del helicoide con el plano de las xy según un ángulo recto. 
En efecto, los coeficientes directores de la tangente á la hélice son: 

— r sen cp + r-f eos cp + r sen cp, r eos cp + rep sen cp — r eos cp, o 

Ó COS cp, -\- r-z'&Q.n.'Sj, o. 

Los de la generatriz al helicoide son: — r sen cp, r eos cp y o. 
Estas dos direcciones satisfacen á la condición de ortogonalidad. 

Las evolventes de la hélice son evolventes de círculo, pues las in
tersecciones del helicoide por planos perpendiculares al eje son las 
evolventes de la arista de retroceso. 

La superficie polar de una hélice es un helicoide desarrollable, 
pues la ecuación del plano normal es 

/ /z. \ h 
x sen cp — y eos ^ -\- \ z — — v \ = o. (4) 

\ 27: ' / 2Tzr y ' 

Las ecuaciones de la recta polar son ésta y su derivada 

¡i1 
r eos <s> -\- y sen es — — = o. (5) 

Si comparamos las fórmulas (4) y (5) con (2), vemos que las 
ecuaciones (4) y (5) representan un helicoide cuya arista de retro-

ceso se halla en un cilindro cuvo radio es — 5 — , cuyo paso es 
471V J 

77. EVOLUTAS DE LA HÉLICE. Las ecuaciones de una evo-

luta son 

X—.r==R(^—^"tgf)), Y—y=R{b'— b"tg6), Z—z==R{c'—c"tgf>) 

, tí?6 . I 
donde ^ == —. Y por ser 1 constante, tg O es una constante ar-
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bitraria que llamaremos k. Tendremos pues, 

da da d® dy 
a = R — = R — = — Rr eos ? - 7 - , 

ds dy ds ds 

dv 
b' = — Rr sen ? —r~, = o 

ds 

a" = be' — cd' — R ~ ib de — c db), 
ds 

Sustituyendo en (1) se obtienen las ecuaciones buscadas. 
7 8 . PROYECCIONES DE LA HÉLICE. TEOREMA. Si se proyeeta 

obUeuamente una hélice sobre tm plano^ se obtiene nna cicloide pro
longada ó acortada. 

En efecto, siendo las ecuaciones de una recta paralela al plano 
de las xz, 

y — a, z = mx - ) - (1) 

la condición para que corte á la hélice será 

h 
r sen (& = a, — & = mr eos o - i - n. (2) 

Eliminando <?, tendremos una relación to {a, n) — o; eliminando 
ay n entre esta ecuación y las (1), se tendrá á la ecuación del ci
lindro paralelo á la recta (1) que pasa por la hélice, ó 

(•> (j^, z — mx) == o. 

El cilindro se obtiene pues, eliminando a, n y o entre (1) y (2). 
Eliminando a y n, tendremos 

h 
y — r sen 'f, z = — cp =5= ni (x — r eos ?). 

Para hallar la traza del cilindro sobre el plano de las xy, hare
mos z — o, lo que dará 

// 
y = r sen v, x — r eos cp 5>, 

271M 
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ecuaciones de una cicloide prolongada ó acortada, pues transpor 

tando el origen al punto (o, — — ) , tendremos 
\ 2-Km / 

h h 
y = — 4 - r sen tp, x = — «p + reos <p. 

Cambiando de signo k x & y, resultará 
h h 

x == CD — r eos cp, y = r sen ?, 

ecuaciones de una cicloide prolongada ó acortada. 

§ Q,0 E v O L U T A S Y E V O L V E N T E S 

79. DIFERENCIAL DE UN SEGMENTO DE RECTA. Sean un seg
mento de recta AB, -r, y, z las coordenadas de A y xu y.v z.2 las 

de B; y supongamos que estas coordenadas 
sean funciones de un parámetro u, de manera 
que los extremos describan dos curvas, cuando 
varía u. Si este parámetro adquiere un incre
mento infinitamente pequeño, los puntos A 
y B varían de posición infinitamente poco; y 

las proyecciones de sus mutaciones infinitamente pequeñas AA' y 
BB' sobre los ejes son respectivamente dx, dy, dz y dx^ dyK, dzi. 
La longitud / del segmento se expresará por 

/ = Í{x — x . f + \ y - y . f + {z — zy, 
siendo su diferencial 

{x — * i ) {dx — dx^ (y —y,) (dy — dy,) - f 
dl l 

la cual puede escribirse bajo la forma 

di 
{x, — x) dx + {yx — y) dy + ( g , — z) dz 

_ _ . _ 

{x — x^ dxx + {y —y,) dyl + {z — ¿r,) dzx 
l 
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Los cosenos de las proyecciones de AA, se expresan por 

, v los correspondientes al segmento AB por — " X 
A A ' ' AA' ^ F & r / 

(x, — x) dx H- {yi —y)dy -\- {zx — z) dz 
~ A A ' . / 

{x — x{) dxl + (y — y j d_yl + {z —z.x) dzl 

y — y z — z 
- ^ - j — ; lueg0 

eos A'AB -

y análogamente 

eos B'BA — 

luego d l = — A A' eos A 'AB — B B ' eos B 'BA 

8 0 . DEFINICIÓN. Dada una curva C, podemos trazarle una 
serie de normales que formen una superficie desarrollable, es decir, 
que admita una envolvente, y esta envolvente (arista de retroceso 
de la superficie desarrollable formada por las normales) se llama una 
evoluta de la curva. 

Vamos á demostrar que una curva tiene una infinidad de evo-
lutas. En efecto, tomemos arbitrariamente una normal M0N0 en el 
punto Mn. Podemos, en el punto próximo trazar 
una normal IV^N, que encuentre á M0N() en un punto 
Nt. Para ello basta unir M, al punto en que se 
cortan el plano normal en M, y la recta M0N0. De 
igual manera en el punto M2, próximo al M,, se puede 
trazar una normal M2N.2 que encuentre á M , ^ , etc. 
Se obtiene de este modo una superficie poliedral 
cuyas aristas, formadas por las prolongaciones de los lados del 
polígono N0N1N.-,... son normales á la curva. 

Si suponemos ahora que los puntos M0, M , , M2,.. . se aproximan 
indefinidamente, esta superficie poliedral se convierte en la super
ficie desarrollable, cuyas generatrices son normales á la curva. El 
polígono NQN^J , . . . se reduce á la arista de retroceso de la super
ficie desarrollable, es decir, á una evoluta de la curva. Se tiene así 
una evoluta tangente á la normal MnN0 elegida arbitrariamente. 

Figura 4o 
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81. PROPIEDAD FUNDAMENTAL. Consideremos una evoluta D, 
de la curva C, y sea MMj una normal á C en M, tangente á D, 

en M, (fig. 46). Llamemos / = MM' á la longitud de 
esta normal, y si al arco 01M1 de evoluta, contado 
á partir del origen O,, de manera que la tangente 
M1M se trace en el sentido de los arcos sl positivos. 
Sea M / M ' una normal á C infinitamente próxima, 
tangente á D, y / - f <¿/ la longitud de M ' . M ' . 

Según la fórmula arriba obtenida, tendremos 

Figura 46 

dt = — MM' eos M'MMj — M^/p, eos M'JV^M. 

Pero c o s M ' M M ^ o , porque MMj es normal á MM'; c o s M ' ^ M ^ i , 
porque M ^ I es tangente á la evoluta D, y M1A/I'1 = ^ 1 ; luego: 
d/ =^ — dsi, é integrado, tendremos ¿ -\- sl = c. 

Luego: la suma deM^My del arco O^M^ es constante. Si supo
nemos conocida la evoluta, podremos trazar mecánicamente la 
curva C, tomando un hilo inextensible de longitud c, fijándolo en O, 
y arrollándolo parcialmente en la evoluta de Oí á Mj , mantenién
dolo tenso desde M^ hasta M. El extremo M describe la curva C. 

Observación. Por un punto A tomado 
en la curva (fig. 47), tracemos una normal 
cualquiera que encuentre al eje de curva
tura a-j. en el punto a. Unamos a al punto 
siguiente A' de la curva y prolonguemos 
A'a hasta que encuentre en 7/al eje de cur
vatura a'o! correspondiente al punto A' . 
Unamos a' al punto siguiente A'' y prolon
guemos A"a' hasta encontrar en a" al eje 
de curvatura #"a", correspondiente al punto A". Continuando así, 
se formará, por las intersecciones sucesivas de las normales un 
polígono infinitesimal, cuyo límite será la.envolvente de las norma
les, que será la evoluta de AA'A". . . Todas estas evolutas se hallan 
en la superficie polar de la curva propuesta. 

Como en geometría plana, se puede obtener una infinidad de 
evolventes de una evoluta, que en el caso actual se hallan en la 

Msura 4/ 
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superficie desarrollable, cuya arista de retroceso es la evoluta. De 
manera que: 

Las trayectorias ortogonales de las generatrices de una superficie 
desarrollable son las evolventes de su ai'lsta de tetro ceso. 

82 . LUGAR DE LOS CENTROS DE CURVATURA. Para las curvas 
alabeadas, las evolutas son alabeadas, y las de las curvas planas 
son alabeadas, salvo las situadas en el plano de 
la curva. El lugar de los centros de curvatura 
se encuentra en la superficie polar, lugar de los 
ejes de los círculos osculadores, que contiene 
los centros de estos círculos. Sean MT, MN, MH 
y NN', respectivamente, la tangente á la curva 
propuesta, la normal principal, la binormal y el 
eje del círculo osculador. 

La tangente á la evoluta en el punto M ' 
de esta curva es la normal MM' á la curva propuesta, la paralela 
Wn á M T es la normal principal de la evoluta. Se tiene pues, 

^axa — o, ^a^a = const, = sen /, 

I « / 1 ^ = o, Ea/jtf' — o, ^a' xc¿' = o, 

ILcC'̂ a — o, Yid'xd = sen ¿, %c¿'xc¿' — eos i 

Además, el plano osculador de la evoluta MM'/z es normal á la 
superficie polar, porque la normal principal MV¿ es perpendicular á 
la tangente MM' de la evoluta y á la generatriz M'N de la superfi
cie polar, es decir, á dos tangentes de la superficie polar. 

Una curva trazada en una superficie cuya normal principal y 
por consiguiente su plano osculador es normal á la superficie, se 
llama linea geodésica. Así: 

TEOREMA I, Las evolutas son geodésicas de la superficie polar. 
TEOREMA 11. Si se arrolla el plano M'MN en la superficie polar, 

todas las evolutas son curvas según las que se ai rollan las nor
males tales como MM', y por consiguiente, todas las evolutas 
pasan por un punto fijo, pues el plano M'MN es tangente á la su
perficie polar, por contener dos tangentes, MM' y la generatriz M'N; 
y si indicamos con el subíndice o los transformados de los puntos 
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M', N', cuando M pasa á M0 en la curva propuesta, la recta 
MM' se arrollará en la superficie polar, y coincidiendo el punto M' 
con M'0, llegará á aplicarse el M0 en la superficie polar, coinci
diendo entonces este punto con el M. 

TEOREMA III. E l lugar de los centros de curvatura es, después 
del desarrollo de la superficie polar, la podar del punto por el que 
pasan las evolutas, con relación á la transformada de la arista de 
retroceso, porque al desarrollarse la superficie polar, las evolutas se 
transforman en rectas que pasan por un punto fijo; y el lugar de los 
centros de curvatura es el lugar de los pies de las perpendiculares 
bajadas desde el punto M á la generatriz de la superficie polar. 

TEOREMA IV . La normal principal á la evoluta en el punto Mi 
es paralela á la tangente en M d la curva. 

Llamando a,, ¡3,, y, á los cosenos directores de la tangente 
JV^M á la evoluta a'i, P'u T'i á los de la normal principal y Ri al 
radio de curvatura en M , , tendremos 

x =•= + /(Xj, y = y l = mfii, z — zl ny{, 

y diferenciando, será 

dx = dxi + oq ¿ / / - [ - lda-x, (i) 

Además tenemos, en la curva C y su evoluta, 

dx=v.ds, dy — $ds, dz — ̂ ds; dxl = v.lds{, dy l=^{ds l , 

¿a, = ^ dsy, d^ = —1 dŝ , ¿y, = j ^ d s t , 

reduciéndose las fórmulas ( i ) á 
a' 

ads = c-j (dsi -\- di) l ~ dsu... 

Pero, según la propiedad fundamental de las evolutas, 

sx-\- 1 = c, dsi -\- di = o; 
luego 

l 0 l , l y.ds = ~ o- K dSf, \~>ds = -— ¡i , ds, yds — — y', ds. K, K, K, 
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Los cosenos directores de la normal principal y de la evoluta 
en M! son proporcionales; luego son paralelas. 

Podemos demostrar más brevemente estas propiedades enun
ciadas en el siguiente 

TEOREMA. Si tina línea de doble curvatura L se halla coi'tada 
07'togonalmente por las tangentes de una linea L' , 
un arco 'cualquiera de esta última es igual d la 
diferencia de las tangentes trazadas por sus ex
tremos y terminadas en la linea primitiva de la 
cual es una evoluta. Además se halla totalmente 
contenida en la supeijiciepolar relativa á la línea 
primitiva y sus normales principales son para
lelas á las tangentes de esta linea. 

En efecto, si se desarrolla sobre un plano 
la superficie desarrollable cuya arista de retro
ceso es L ' , la línea L, que es una trayectoria ortogonal de las ge
neratrices rectilíneas de esta superficie y la línea L ' se transforman 
en una línea plana / y en su evoluta lo que demuestra la primera 
parte del enunciado. 

Además, cada punto de la línea L ' , pudiéndose considerar como 
límite de la intersección de dos normales infinitamente próximas de 
la línea primitiva, pertenece á una de las rectas polares de ésta; y la 
línea L ' está por tanto situada totalmente en la superficie polar de 
la línea primitiva. Por último, las tangentes de esta última y las 
normales principales de la evoluta L ' son paralelas, porque se hallan 
situadas, dos á dos, en un mismo plano, el plano tangente á la su
perficie desarrollable, que coincide con el plano osculador de la 
línea L/; y en este plano son perpendiculares á la misma recta, la 
generatriz de la superficie, que coincide con la tangente de la 
linea L ' (P. Serret. Théor. n. geom. et méc. etc., p, 22). 

83. DADA LA EVOLVENTE HALLAR LA ECUACIÓN DE LA EVOLUTA. 

Sean x, y, z las coordenadas de un punto Q de la evolvente, consi
deradas como funciones de un parámetro u. Tracemos en el plano 
normal de Q una recta cualquiera, cuyos cosenos directores repre
sentaremos por a,b,cy que forma un ángulo s con la normal princi-
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pa], cuyos cosenos directores representaremos por /, m, n, y en el 
punto próximo Q', otra recta que forme el ángulo 5 + dn con la 
normal principal. Para expresar que estas rectas se cortan, conside
raremos á cr como función de u, y por consiguiente la superficie 
desarrollable con su arista de retroceso; y puesto que 

al -f- bm + en = eos <¡\ aX + by- -\- cv — sen <T; 

obtendremos para a, b, c las expresiones 

^==/cos ff + X sen'Í, ¿ = 7^ eos c +¡x sen c ~ n eos 1 - i - v sen c?; 

y expresando X, Y, Z las coordenadas de P y ^ un factor de pro
porcionalidad, 

X = = * + x(/+Ug-(y), Y==^-f-x(w,-h|xtg(7), Z = £ r 4 ( I ) 

El punto (X, Y, Z) es un punto de la arista de retroceso de la 
superficie desarrollable, ó evoluta que se busca, cuando la normal 
en Q', que forma con la normal principal el ángulo -f- ¿¿5 , pasa 
por P. Las ecuaciones (1) quedan también satisfechas cuando se 
incrementan x, /, en dx, di, es decir, cuando se diferen
cian X, Y, Z, y en virtud de las fórmulas de Serret, resulta 

, dr. ' • / a X \ , / A d(s \ 

Ü==5L + *(/+)-TS') + ÍLL~^ + 7) + 7t§5 + ^ * J -
Obteniendo las ecuaciones análogas, por permutación cíclica y 

sumando, después de multiplicar respectivamente por a, (35 y, /, m, 
n Y \ V-, "J resultará 

7, d*. x dx y, 7, dn 
r 0' ds ~^ p ^ 0' ds ^0 p eos"2'? 0' 

La primera ecuación da x = r, y las otras, por eliminación, 

í̂ cr — — = C/T y c?= x - j - ¿; (2) 

• Y de ( i ) (2), juntamente con * = r, tendremos las ecuaciones 
de la evoluta 

X = ,r - f r [/ + X tg (t + ¿)J, Y = ^ + ^ + 1̂  tg (T + c)\ 
Z = z + r \n + v tg ( T 4- |. 
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Figura 50 

A cada valor de C corresponde una evoluta de la curva dada. 
PROBLEMA. Hallar las evolutas de una curva plana. Suponien

do que la curva se halle en el plano de las xy¡ tendremos ^ = o, 

L = o, T = C, n == o, X = ¡x = o, v — 1; 

por consiguiente, las ecuaciones de la 
evoluta son 

X = -h Ir, Y = y -\- mr, Z = r tg C. 

Las dos primeras ecuaciones repre
sentan un cilindro perpendicular al plano 
xy, al que corta según la evoluta plana 
P, P', P'V-- de la evolvente dada. Este 
cilindro es el lugar de las intersecciones 
sucesivas de los planos normales á la 
evolvente, lugar de las evolutas, que son sus líneas geodésicas. 
Siendo, en virtud de la ecuación última el ángulo C constante, cada 
evoluta corta á las generatrices del cilindro, según un ángulo cons
tante, y es, por consiguiente, una hélice del mismo. 

TEOREMA I. Sí se consideran dos evolutas Dl y de una curva 
C, las tangentes MM.̂  y MM2 á aquéllas, se cortan 
según ángulo constante enM., á lo largo de la 
curva C. 

Expresando por a, y, oq, P,, y, y a,, |32, y2 
los cosenos directores de las tangentes M/, MMt 
y MM2, por sv J2 los arcos y por R,, R.2 los radios 
de curvatura de las dos evolutas, el ángulo 6 de 

las dos normales á MM, y MM2, estará dado poi
cos 6 = a.1a2 + f i , ^ + y ^ g . 

Diferenciando, se tiene: 
— sen 0̂ 6 = a^a, + ^̂ d^x + y ^ y j + a,¿a2 + ^ ¿ ¿ ^ + yi^ya-

Pero, según las fórmulas de Serret, aplicadas á las dos evolutas, 
se tiene 

a ' s y 
d*, = — dsl, dfiy = — ds, dy, = ^ds^, 

K , K i Kí 

Figura 51 
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â2 = — dŝ , fi?S2 = ^- ds^ d*fz — ^- ds*, 
Ki K2 K2 

porque, siendo paralelas á la tangente M í las normales principales 

de las dos evolutas, sus cosenos directores son a, (3, y . S u s t i t u y e n 

do estos valores de Ja, d^, . . . en la e x p r e s i ó n de — sen 0^6 se 

obtiene — sen 6^6 = o, puesto que 

a«2 + í3^ + TY2 =r o, aai + PPi + TTi = o-
Y por ser dh = o, s e r á 6 constante. 

TEOREMA. Las normales principales de una curva no pueden 
envolver á una evoluta, y por consiguiente, el lugar de los centros de 
curvatura no puede ser una evoluta. 

E n efecto, siendo 

X — x — dx Y — y — dy X x Y — y 
= • • • y da' b' + db' 

las ecuaciones de las normales inf in i tamente p r ó x i m a s , la e x p r e s i ó n 

de la distancia de é s t a s es 

h = 
dx dy dz 
a b' c 
da db' de' 

: i {b'de — cdbj + 

Y , en v i r t u d de las f ó r m u l a s de Serret 

h — ds1 b' 

a b 
T T 

c 
c 

II 

c 
T 

: y da'* de''1 

ds'2 
T : 

ds'¿ . ds2 
i 1 T a " = 

¿ds 

T2 1 P2 J/T2 
cant idad de p r imer orden inf in i tes imal . 
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C A P Í T U L O I Y 

Teor ía de las l íneas en las superficies 

§ 1.° CURVATURA DE UNA LÍNEA EN UNA SUPERFICIE 

84 . FÓRMULA GENERAL. Sean la superficie y la normal 

f { x , y , z ) = o, ( i ) 

X — x = — p { Z — z), Y — y = — q {Z — 4 
Expresando por d¿ la diferencial del arco, y por 6 el coseno del 

ángulo que forman entre sí la normal PM á la su
perficie y la normal principal MN de la curva, 
tendremos 

d'Kr d'2y d1z 
— ¿ w * + "di* 7 - * 

COS 6' = , = ; ^ Figura 52 

y por ser dz = pdx + qdy, dp = rdx - j - sdy, dq — sdx + tdy, 
tendremos 

r 
eos 6 = R -

ídxSr dx dy (dyS? 

i ^ + P ^ + q1 

1/I4-/2 + <72 eos 6 
. dx \ * dx dy ( d y \ * 

]/1 + + q* eos 6 
(2) r cos a - j - 2^ eos a eos ¿ eos2 p, 

siendo a, {3, y los ángulos que la tangente forma con los ejes. 
Obseí'vación. Debiendo ser R positivo, es necesario que cos 6 
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tenga el mismo signo que el denominador. Así 6 será agudo ú 
obtuso, según que el denominador sea positivo ó negativo. 

85. TEOREMA DE MEUSNIER. Si suponemos en la fórmula (2) 
eos 0 = + i , es decir, si el plano osculador pasa por la normal á 
la superficie, se tendrá para el radio p de curvatura de la sección 
normal 

:0 = ___JJ±Z±l ; (3) 
^ r eos2 a -f- 2i- eos a eos $ t eos"2 [3' 

luego R = p eos 0 (4) 
y podremos enunciar el teorema de Meusnier: E l radio de curvatti-
ra en un punto de una curva cualquiera, trazada en la superficie, es 
igual al producto del radio de curvatura de la sección normal que 
contiene la tangente á la ctu-va, multiplicado por el coseno del ángulo 
que forma el plano de la sección normal con el plano osculador de la 
curva, ó también: E l radio de curvatura de una sección oblicua es la 
proyección, sobre el plano de la curva, del radio de curvattira de la 
sección /normal. 

86 . Identificando la ecuación inversa de la (3) con la 

(1 - f e o s ' 2 a.-\- 2pq eos a eos [3 + ( i -f- q~) eos'2 P = o 

que resulta de sustituir en 

eos'2 a -f- eos2 ̂  -[- eos'2 y = 1 el valor eos ^ —p eos v.-\- q eos |3, 
que resulta de dividir por ds la ecuación dz = pdx -f- qdy, tendre
mos la ecuación 

" r? \ eos2 a , 
y 1 + / - f eos-(3 

\ eos a to 
pq — . ) Q + I + g2 — , == O. 5 

Y para que p sea un máximo ó un mínimo, es necesario que 
eos a , . , , 

esta ecuación en T¡ tenga raices iguales, o que 
eos p 

{rt — s*) p̂  — [(1 + / ) ^ _ 2 / ^ + (i + q*) r] 

x l / T + ^ T F ? P ( I + f T = o. , (6) 
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i r t— s* /¿\ 
Observaremos que -7-77 = ; ¡———x—^r. \ / ¡ 

Para que la ecuación ( 5 ) tenga una raíz infinita es necesario 
qUe r/ — ^ = o, que es la ecuación diferencial de las superficies 
desarrollables. 

La ecuación ( 5 ) , en virtud de la igualdad de las raíces, conduce á 

ro \ eos a -^P 

1 + f — ' —-) - — T a - \ - p q — 

|/i + f + f ) cos ^ )/i + Z'2 + q1 

(1 + p*) cos a - f ^ eos ? = (r cos a -K ^ eos ¡3) . r = . 
] / l + / 2 + ^2 

eos B 
Si en la ecuación K) se hubiese tomado por incógnita , se 

J/ cosa 
habría obtenido análogamente 

Q 
(1 + g'2) cos {3 - r r cos a = {t cos ¡3 + s cos a) ') = = 

f i - \ - p \ -\- q 
de donde 

r cos a - ] - ^ cos |3 ^ cos ¡3 + eos a 
(1 + f ) cosa + eos [3 — (1 + $'-) eosp - f cos a 

= ] ( i + q1 ó (1 -^^)^]cos2a 
P 

[ ( i - f^2) (1 --f/2) t] eos a eos ¡3 — [ ^ / —(14-^-) J ] eos2 ¡3 = o 

que determina los dos pares de valores de cos a y cos (3. 
También, podemos calcular los radios de curvatura principales 

en el punto y, z) de la superficie / [x, y, z) = o, partiendo de 
las ecuaciones 

(X - x) x ' + (Y — y ) y ' + {Z — z) zf = o, (1) 

(X — x) x" + (Y — y ) y " + (Z — z) z" = o, (2) 

del plano normal y su derivado, que representan el eje del círculo 
osculador y de la ecuación de la normal á la superficie, 

X — x Y — y Z — z R 
A Á Á N ' 

(3) 
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donde se indica por brevedad, con N la expresión V/V4 + f V + f 3 ^ 
y siendo R el radio de curvatura. 

Si eliminamos X — Y —y, Z — 2 entre (1) y (3), será 

expresión de la perpendicularidad de la dirección / , , /2, /3 de la 
normal á la superficie y la de la tangente x\ y', z' á la sección 
considerada. 

De las ecuaciones (2) y (3) resulta 

_ y 1 R R 1 
= - y - N N - / 1 y ' - f / 2 / ' + / 3 ^ 

Y diferenciando la (4) con relación á J , 

/ . ^ + / 2 y , + / 3 ^ +/a^"2 4 /22r2 + / 3 ^ ' 3 + 2 /23y^+ = o> 
mediante la cual reduciremos la última ecuación á la forma 

(6) N - / . y ^ + z ^ + ^ ' + ^ / ^ v + 
ó abreviando, ^ = — ? C .̂' ^» 0 )• 

Para hallar los radios de curvatura principales, basta calcular el 

máximo y el mínimo de cuya condición se expresa por 

0 = Í l d y + ^ ¿ y + ^ ^ . (7) 
-hx' }>y 1 2)2 

De las relaciones (4) y 
I (8) 

se deduce 
/ , dx' -1- % dy + /3 dz' = o, x'dx' + y ^ ' - f 0 W = 0 . (9) 

Y aplicando á las fórmulas (7) y (9) el método de los multipli
cadores, se obtienen las tres fórmulas 

^ + i / . + ^ = o. 
(10) 
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En las que se han de eliminar los parámetros ^ y ¡J-. Eliminando 
X, [x, .r', y , z' entre (5), (4), (8) y (10), se obtendrá.la ecuación que 

N ' 
da el máximo y mínimo de —. Para obtener el resultante, elimina

remos primero X, multiplicando la primera ecuación (10) por x\ la 

segunda p o r / y la tercera por z' y sumaremos, teniendo presentes 
2N 2N 

la (5), (7), (4) y (8), resultará — — ^ = 0 ó p. = -^-- Sustitu-
3¿ 3'.p Sip 

yendo en (10) ^ por este valor y los desarrollos de ^ 7 , ^ 7 , ^7,se 

obtendrá 

/ 3L^ +/34y + (/aa + R j ^ + 2 ^ 

O, 

= o. 

( I I ) 

y eliminando x\ y , z\ resulta la ecuación de los radios de curva
tura principales 

/a. 

N 

N 
/12 

/3 

N 
R 

f\3 

/ a 

N 

A 

/ a 

O 

= O. (12) 

Conocido las ecuaciones (11) darán los valores de las di-
R 

recciones de las secciones principales x', y , z . 
8 7 . DISCUSIÓN. TEOREMA. La ecuación {12) de los radios de 

curvatura principales es de segundo grado y tiene reales sus raíces, si 
la superficie í— o es real. 
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En efecfo, si hacemos 

.Ai /12 ./13 í 

J ' i \ / 2-2 /as ^2 

A31 3̂2 3̂3 3̂ 

y . / a ^ 

la ecuación (12) podrá escribirse así: 

N4 
o. 

La ecuación (12) es pues, de segundo grado. Para probar que 
tiene reales sus raíces, observaremos que, si fuesen imaginarias, se 
deducirían, para x \ y', z \ X, dos sistemas de valores conjugados x', 

y \ z , l y x", y , z", l ' ; y multiplicando la primera fórmula (11) por 
x", la segunda por JKv y la tercera por z" y sumando, tendríamos 

/23 ( ^ y / + y ^ ) + 
N' 
R 7 (x'x" -\- y'y" - | - z'z"). 

El coeficiente > se anula en virtud de fxx" - } - = 0. Lla-
N ' N 

mando ^ el valor conjugado de —, se obtiene análogamente 

/ i r r ' ^ + / 2 3 { z ' y ' + y ' z " ) ^ 

deduciéndose 

/ N 

r \x'x" + ) = o. 

/ N N'X 

i R — R7/ {*'X"+ y'y" + * V ' J = o; 

y por ser — distinto de ~ , puesto que son conjugados, 

x'x" + y'y" + z'z" = o, 
lo que prueba que las direcciones principales son rectangulares, y 
enseguida, que no pueden ser imaginarias, porque , r V = ( m o . d x ' f \ 
y se tendría 

(mod x ' f -h (mod/)- + (mod z ' Y = o, 
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ó x '—y —z = ô  loque está en contradicción con la relación 

x " 1 + y 2 + z''2-— r . 
Si en la ecuación (12) que da los radios de curvatura principa

les, se hace / = 'f {x, y) 

N4 N 
R 

z, se reduce á 

2 ^ + (1 + /'0-) t\ + ^ — = o, 

expresando N la cantidad | / i -f-/2-!-^2- ^1 producto de las curva-
rt — s'2 

turas principales es por tanto ——— . Si pues rí — s'2 = o, una 
de las curvaturas principales es nula, uno de los radios de curva
tura principales es infinito, resultando que en las superficies des-
arrollables, caracterizadas por la relación rí — s- = o, un radio de 
curvatura, es infinito. Si el plano tangente á la superficie principal lo 
es á lo largo de una recta, se tiene rt — s"1 = o, y un radio de cur
vatura es infinito á lo largo de esta recta. Tales rectas se llaman 
rectas de puntos pa7'abólicos, llamándose puntos parabólicos como 
hemos visto, aquéllos en los que rt — s1 — o. 

Ahora bien, el término independiente de R en la ecuación (12) es 
el determinante 6; é igualándolo á cero, se obtienen los puntos pa
rabólicos; y si es idénticamente nulo, la superficie es desarrollable. 

Vamos ahora á demostrar que la relación 6 = o es equivalente 
á la ecuación 

f\\ fsl f\Z fiA 
f-2\ J-22 -As f-24 
f a i f a - i f ' sa f w . 

f i l f i i f i S J A ' i 

obtenida igualando á cero el Hessiano de la función/, hecha homo
génea por la introducción de la variable t. 

Multipliquemos la primera columna del determinante 0 por x, 
la segunda porj/, la tercera por ¿r, la cuarta por m — 1 y restemos 
la suma de las tres primeras, de la última, cuyos elementos serán 
^/u' ^24' ^34' tfw Multiplicando ahora la primera línea por ¿F, la 

o, 
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segunda porj^, la tercera por 2 y la cuarta por m — 1, y restando la 
suma de las tres primeras de la cuarta se obtiene el Hessiano de / . 

La ecuación 6 = 0 determina en la superficie / = o una línea de 
puntos parabólicos, 6 es de grado 4 ( ^ — 2). La línea de los puntos 
parabólicos es por tanto de grado 477/(w —2). No existen pues lí
neas de puntos parabólicos en las superficies de segundo orden no 
desarrollables. La línea de los puntos parabólicos separa, en general, 
la superficie en dos regiones: En la una la superficie es de curva
turas opuestas, en la otra es convexa. 

Para que dos radios de curvatura sean infinitos, es necesario 
que se tenga, no solo 0 = o, sino además 

+ -hU + a/33 " 0 ' 

Esta ecuación es de grado 37^ — 4; la ecuación 0 = o es de 
grado 4 (m — 2); por consiguiente existen, en toda superficie de 
orden m\ A m {711 — 2) (3772 — 4 ) puntos en los que dos rayos de 
curvatura son infinitos. 

88 . DISCUSIÓN DE LAS ECUACIONES DE LAS SECCIONES PRINCI

PALES. Estas ecuaciones son las (12), pág. 119). 
Llamando R y Rj á los radios de curvatura principales, x \ / , z\ 

^ ' P / I , z'\ á los cosenos directores de las tangentes á las secciones 
principales, X, Y, Z, X , , Y,, Z, las coordenadas de los centros de 
curvatura principales, se tendrá, multiplicando las tres primeras 
ecuaciones, respectivamente por x \ , y \ , z'v Y sumando, 

Q + ^ + / / , + ) Hr | { x ' J i +y'J-2 + ) = 0' 

y en virtud de )Ax' + / > ' + fsz' = 0' 

Ü = — ^ [x ' x \ + y 'y\ + ¿ r V , ) ; 

expresando Q una función de segundo grado de x \ y z y x \ , y \ , 
z\ , se obtendrá análogamente 

N 
& = — ^ { x \ x ' - \ - y K y ' + z \ z ' ) . 
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Es necesario concluir que, si R ^ 1^ 

Q = o, xf\x! - j - y \ y ' + z\z ' — o. 

Esto demuestra que dos secciones principales, son siempre rec
tangulares, en un punto donde los radios de curvatura principales 
son desiguales. Se tiene pues 

R R R _ 

de donde 
R R R R 

dY. = d x + - d f ^ } x d - , d Y = d y - r - d f . 2 + J . 2 d - , 

R R 
d Z = dz + — df3 + f z d - . 

y en virtud de 
R 

x ' d X + y ' d Y + ^¿¿Z = . r ' ^ r - h / ^ + . . . + — ( . r ' ^ + ). 

Pero, de las tres primeras ecuaciones (12), multiplicadas respec
tivamente por dx, dy, dz y sumadas, resulta 

N 
x 'df , + y'df% 4- 5'4/3 + — (^ '^r + / ¿ ^ + = o. 

Multiplicando por — y sumando en cruz con la anterior, tendremos 

x ' d X + y ' d Y + ^'JZ = o; 

lo que prueba la perpendicularidad de la mutación ¿ÍX, <iY, dZ , en 
el lugar de los centros de curvatura principales, con la tangente á 
la sección principal. Así pues: 

E l higar de los centros de curvahira principales es la envolvente 
de los planos de las secciones principales. 

89 . CURVATURA EN LAS SECCIONES NORMALES. Tomemos el 
punto M {x, y , z) como origen O de coordenadas rectangulares 
y por plano de las xy, el plano tangente á la superficie en dicho 
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punto. Si ta representa el ángulo que la tangente OT á la sección 

normal considerada forma con el eje de las ,r, se tendrá - ^ j = eos -f, 

dy , , .. -=~ == sen cb] y puesto que sera eos 0 = + i , según que el radio 

de curvatura esté dirigido en el sentido de las z 
positivas ó en el sentido contrario, tendremos 

+ i 

Figura 

r eos2 o 4- 2 Í sen cp eos 9 -h / eos-2 9' 

pero se puede suprimir el doble signo, siempre 
que se convenga en tomar el valor absoluto del radio de curva
tura en el eje de las z positivas ó negativas, según que el denomi
nador sea positivo ó negativo. 

9 0 . SECCIONES PRINCIPALES. Si el plano normal gira alrededor 
del eje de las z, el radio ? variará al mismo tiempo que el ángulo cp. 
Vamos á obtener los valores máximo y mínimo del radio. Para ello 
igualaremos á cero la derivada del denominador, y tendremos 

{( — r) 2 sen cp eos 'f + 2 (cos2 ? ~ sen"'í ?) = 0' 

ó S t g * cp + ( f — t) tg y — S = O. ( I ) 

Esta ecuación da, para tg cp, valores reales cuyo producto es 
igual á — 1. Y puesto que haciendo variar á z> desde o hasta TT, se 
obtienen todos los planos normales que pasan por O, bastará con
siderar los dos ángulos menores que 180o, correspondientes á las 
dos raíces de la ecuación (1), expresando el uno por a y el otro 

por — + a. 
2 

Si pues trazamos en el plano de las dos rectas OC y OL 
que formen con O.r dichos ángulos, las secciones normales situa
das en los planos zOC y zOL corresponderán á los radios de cur
vatura máxima y mínima. En efecto, la derivada de segundo orden 
de es 

2 {t — 7 ) (eos- cp — sen2 cp) — 8s sen cp cos cp; 
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y esta expresión toma valores iguales y de signos contrarios, cuan-

do se sustituye -f por a y por a + - . 

Las rectas OC y ÜL son perpendiculares entre sí; luego los 
planos -sOC y ^ÜL, que determinan la máxima ó mínima curvatura, 
son perpendiculares entre sí, y son las secciones principales. 

91. VARIACIONES DE LA CURVATURA EN LAS SECCIONES NORMA

LES. Tomemos las secciones principales por planos de las xz y de 
las yz. Los valores de ¡p, correspondientes al máximo y al mínimo 

del radio de curvatura, deberán ser o y ^ . Pero la ecuación ( i ) del 

número anterior sólo dará, para tg ? los valores o é ce, cuando ^ sea 
nula. Por consiguiente, el valor de p tomará la forma 

p = 1 — . ( i ) 
r eos'2 cp + ^ sen' cp 

De esta expresión deduciremos inmediatamente los valores de 
los radios p' y p" de curvatura principales-, haciendo en ella <p = o 

V ct- = —, lo que dará 

I I I I 
Y t o p 

Así pues, las derivadas parciales v y i representan las dos curva
turas principales en el punto O. 

Podemos introducir los valores de o y c" en la expresión general 
de la curvatura. Así 

— = eos2 9 + ^ sen2 9 ó — = — eos2 9 + — sen2 cp, (2) 
G p . 0 p 

fórmula debida á Euler, que da la curvatura de una sección deter
minada por un plano normal, cuyo ángulo con la sección principal 
zOx es 

COROLARIO I.0 Puesto que la expresión (2) no cambia, cuando 
se sustituye por » su suplemento: Dos secciones normales, igual
mente inclinadas respecto á una sección principal, tienen sus radios 
de curvatura iguales con igual signo. 
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COROLARIO 2.° La suma de las curvaturas de dos secciones 
normales principales entre si, es constante, pues llamando pt al radio 
de curvatura de una sección normal perpendicular á la que forma 
el ángulo tp con el plano principal zOx, se tendrá 
I I i i i i i 
— = — sen' c& + — eos2 cp, y sumando con (2), — + — = — + — . 
?! p p P ?1 P P 

92 . DISCUSIÓN DE LA FÓRMULA. Suponiendo p' y p" positivos 
y p' > p", la fórmula (1) da, para p un valor siempre positivo; luego 
todas las secciones normales están situadas sobre el plano tangen
tes, y la superficie es convexa alrededor de O. Si p' y p" fuesen ne
gativos, la superficie sería convexa, pero debajo del plano tangente. 

Escribiendo la ecuación (2) bajo la forma 
I 1 / 1 i \ 9 

7 = ? + (7"?)sen"'' 
se ve que 4 aumenta desde \ hasta ^r» cuando «f crece desde o 

o 0 0 

7: I I 
hasta—, y que disminuye desde — hasta —, cuando cp aumenta 

2 P P 
TI 

desde — hasta 7t. 
2 

Cuando p' = p" la fórmula (2) da — = ^ ó P = p' para cual-
p '• p 

quier valor de cp. Todas las secciones normales en O tienen la 
misma curvatura. Este punto es un umbilico. 

Supongamos que p' y p" tengan signos contrarios, siendo p" 
negativo. Si hacemos esplícitos los signos, tendremos 

1 eos2 «p sen2 cp 
0 0 p 

Para cp = o se tiene p = p'. Al crecer el ángulo 9 desde o hasta 
el valor 6 dado por la ecuación tg2 S = p crece desde p' hasta 

p 

el infinito. Más allá de cp = 6 , se hace p negativo decreciendo hasta 

p , valor que corresponde á cp = —. Los valores de p se reproducen 
en seguida, pero en un orden inverso. 
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93. DETERMINACIÓN DE LOS UMBÍLICOS. Para obtener los um-
bílicos, es necesario buscar los puntos en que el radio de curvatura 
de las secciones normales tiene el mismo valor. Con este objeto, 
sustituyamos en la fórmula (2) del núm. 84, di- por d x - A - d y 1 d z \ 
y dividiendo por dx1, tendremos 

R = 

dy . 
Expresando por m el coeficiente ^—, tendremos 

dz 
dz = pdx - f qdy ó ^ = ^ ' 

R _ | / i + / 2 + [1 + + 4- g^)'2] 

i + / 2 + 2pqm + ( I + f ) ™-

Cuando el punto es un umbílico, el radio es independiente de m 
y tendremos 

^ t ^ r = ^ = Í Í ^ Ó p q r — s { \ + f - ) = 0 , pqt—s{l+q1) = 0. ( i ) 
r s t 

Ejemplo 1.° Sea el paraboloide elíptico 

y* . T 
Z = h - T , ^ > ¿ > 0 . 

2^ 20 
x \ y 1 1 

Tenemos p = —, q = T i r — — , t = —, s = o 
r a b a o 

x- xy y 
l - h - 1 + 7^ 

I : « o \ \ b 

A estas ecuaciones se satisface haciendo ^ = o, « = ^ - j - /T 
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de donde 7 = + ^ — b), = '? 
2 

Existen dos umbílicos en el plano yOz. 

x" y i 
2. Sea el elipsoide — 4- — j - — — ,1 , (a^> b^> c) 

o c 
Sustituyendo los valores de r, s, t en las ecuaciones ( i ) , resulta 

d1 [b'1 — f ) f + b* {a* — r ) q1 — c- {a1 — = o. 

La hipótesis p = o debe desecharse, porque la segunda de las 
ecuaciones (i) da un valor imaginario para q. Haciendo q = o, de 
donde y = o, tendremos 

x — ± a 1/ ~ — — , z = + c * 

Hay pues, cuatro umbílicos situados en el plano principal, que 
comprende el mayor y el menor de los ejes, con relación á los que 
están situados simétricamente. 

94 . SUPERFICIE CUYOS PUNTOS SON TODOS UMBÍLICOS. Cuando 
las ecuaciones 

l ~ { - f ^ pq I + f 
r s t ^ ' 

que determinan los umbílicos se reducen á una sola, la superficie 
tiene una infinidad de umbílicos, situados en una línea que se llama 
línea de las curvaturas esféricas. Si las ecuaciones ( i ) son idénti
cas, todos los puntos de la superficie son umbílicos. Para obtener 
una superficie que goce de esta propiedad, observaremos que las 
ecuaciones ( i ) , escritas bajo la forma 

p dp i dq q dq i dp 
I + / ' dx q dx ' \ Ar q1 dy p dy 

pueden integrarse como las ecuaciones ordinarias, y se tendrá 



TEORÍA DE LAS LÍNEAS EN LAS SUPERFICIES 129 

siendo X é Y funciones de x óy solas, respectivamente. Obtendre
mos de las ecuaciones (2), 

¡ 1 + Y • 1 / 1 + X 

Pero p y q deben satisfacer á la ecuación Se tencjrá pUes 
dy dx 

1 dX 1 dY 
(1 + X)3:2 d.v (1 + Y)3:2 dy ' 

Siendo el primer miembro función de x sola, y el segundo de 
y, esta ecuación solo podrá subsistir cuando el segundo miembro 

2 
sea una constante, sea esta —, Entonces se tendrá 

K 
dX 2 d x (1 + Y)3:2 2dy 

( i + X ) ^ 2 R ' dX R ' 

é integrando, 
R R 

l / i H - X | / H - Y 

siendo « y ^ constantes arbitrarias. Si sustituímos los valores de 
X é Y en ( 3 ) , resultará 

a — x b — v 
^ ^ — {a — x f — { b — y f l/Rá —. . . 

dz = ~ x)dx + — J ^ ) dy 
Í W ^ { a — x f — {b - 7 ? 

é integrando nuevamente, 

^ — ^ = |/ R"2 — {a — ,r)2 — (3 — y f 

ecuación de una esfera. Asi, la esfera es la única superficie cuyos 
puntos son todos umbílicos. 
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§ 2.° TEORÍA DE LA INDICATRIZ 

95. PARABOLOIDE DE AJUSTE (*) (de raccordement) ú OSCULADOR. 
Sea la superficie 

Figura 54 Figura 55 

referida á su plano tangente en el origen de coordenadas 7), 
en el que 

« i = A n t)i = qv 2a.2 = r0, b% = 2 ^ = ^ etc., 

que por ser /0 = ¿r, = o, qQ — a() = o, se reduce á la forma 

£ = ¿r.2 Í2 -}- ¿2 ^ - f ^ T + ... 

en la cual aun puede hacerse desaparecer el término en ^ por un 
giro conveniente alrededor del eje pudiéndose escribir bajo la 
nueva forma 

2? = ^7 + - Í - + 0C3 ^S + § 3 ? + . . . 

Si consideramos tan solo hasta los términos los términos de se
gundo orden, quedará reducida á 

expresando R, y Ra los radios de curvatura principales. 

{a) 

(*) Proponemos esta traducción de la palabra raccordement. 
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Figura 56 

De la ecuación {a) resulta que los radios de curvatura princi
pales tienen signos iguales en los puntos 
elípticos, y opuestos en los hiperbólicos, 
es decir, que en los puntos elípticos los 
dos centros de curvatura se hallan al 
mismo lado (fig. 5 6 ) , en los hiperbólicos al 
lado opuesto de la superficie. En los pun
tos parabólicos uno de dichos radios 1 ^ ó 
R.2 es infinito, según que lo sea a? ó [3-. 

Este paraboloide osculador.es la se
gunda aproximación á la superficie (siendo la primera el plano tan
gente £ = o). 

Su intersección con el plano tangente C = 0 es Ia curva 
T -2 2 

^ a* 
que representa un par de rectas, reales, 
imaginarias ó coincidentes, según que 
a2 y ¡3- tengan signos distintos, iguales 
ó cuando a2 ó sean infinitos, que 
corresponden al paraboloide hiperbó
lico, al elíptico ó al cilindrico (figu
ras 5 4 , 55 ó 5 7 ) -

Diremos pues, que: Toda superficie corta al plano tangencial en 
una curva, que tiene en el punto de contacto P un punto doble, aislado 
ó de retroceso, según que el paraboloide osculador̂  sea hiperbólico, 
elíptico ó sea un cilindro parabólico. 

9 6 . INDICATRIZ. Se llama indicatriz en un punto P de una 
superficie á la curva semejante á la sección hecha en esta superfi
cie por un plano paralelo al plano tangente en P, trazado á una 
distancia infinitamente pequeña de este plano, siendo la relación de 
semejanza del orden de la raíz cuadrada de esta distancia. 

Dupin, en su Troisihne Mémoire obtiene la ecuación 

r (X — x f + 2s (X — x) (Y —y) + t (Y — y f = C 

Figura 57 

de la indicatriz por la integración de la ecuación de las tangentes 
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conjugadas 
y — y rdx -h sdy 
X — , r sdx -f tdy = 01 

u • i i - - ¿y dY - . que bajo la condición ~ = —— adquiere la forma 

r ( X — .r) ^ X + ^ [ ( Y - J F ) d X + (X—.x) dY] + / ( Y — y ) d Y = o. 

Pero de otra manefa, considerando la superficie primitiva s = o 
{x, y), é incrementando x éy en dx y dy, llega á la expresión 

dz = /J.-r -\-gdy-{- —— {rdx2-j-isdxdy-^- ídy-) + —1 [- . ., 
1.2 1.2.3 

Puesto que la ecuación desplano tangente es 

Z — ^ = / ( X - ^ ) + ^ . ( Y — 

la del plano tangente paralelo, á una distancia dk, será 

Z — z — dk = p {X — x) -\- q {Y — y). 

Y puesto que X , Y , Z son puntos de.la superficie infinita
mente próximos á x, y, z, porque dk es infinitamente pequeño, será 
Z — z — dz, X — x = dx, Y —y — dy, y la ecuación del plano 
secante se reducirá á 

dz — d/i = pdx -\- gdy. 

Restando del desarrollo, se obtiene 

dk = . — (rdx- -f- 2 s d x d y + ídy2) -\ ^— (a^r3 + . . . . ) + 
1.2 1.2.3 

y quedará 2dk = rdx* + 2 s d x d y + tdy*2, 

como proyección sobre el plano xy, de la sección buscada. Y des
pués de comparar con la ecuación obtenida de la indicatriz, con
cluye Dupin enunciando el teorema siguiente: 

Un plano infinitamente próximo del plano tangente y que le es 
paralelo, corta á la superficie según tma curva de segundo grados 
INDICATRIZ de la curv-atura de la superficie á partir del punto que se 
considera. 
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Así pues, siendo la ecuación del plano secante infinitamente 
próximo al plano tangente 

Z — z = p (X — x) -f- q (Y :—.z) + ( i ) 

y la de la superficie, según la fórmula de Taylor, 

Z — z = p { X — x) + q { Y — y ) 

+ ^ [ r (X — x f + 2J (X — x) (Y - y ) - f í (Y 4-

La proyección de su intersección con el plano ( i ) , sobre el plano 
de las -r, y, será una curva representada por la ecuación 

¿ = - [(X — ,r)2 r + 2 (X — .r) (Y —y) J -f- (Y — í j + . . . . 

X -j; Y 1/ ' 
Y si sustituímos — = ^ é , ^ por l y por Y,, haciendo tender 

Í2k /2/z 
á /¿ hacia cero, tendremos 

I = re'2 - | - 2SCTi +• ír¡2, 

que es la ecuación de la proyección de la indicatriz ^ 
sobre el plano tangente. Las ecuaciones de esta curva 

son Z — ^ = / (X — ^) + ^ (Y —y), 

i = r (X — x)* + 2Í (X — x) (Y —y) + HY — y f . 

OBSERVACIÓN. La sección de tma superficie por su plano tan
gente presenta un mido en el punto de contacto, las tangentes al nudo 
son las asíntotas de la indicatriz. 

En efecto, si se corta la superficie por su plano tangente en 
x, y, la proyección de la intersección se expresa por 

o = i [ r (X — x f - f 2s (X — x) (Y —y) - f t (Y —yf \ + 

Figura 58 

El punto {x, y) de esta curva es un nudo cuyas tangentes se 
hallan expresadas por el grupo de términos de menor grado 

r (X — xy - f 2s (X — x) (Y — y) + t (Y —j/)'2 == o, 

que es la asíntota de la indicatriz. 



134 LIBRO 1.° CAPÍTULO IV 

Podemos considerar la ecuación del paraboloide osculador 

^ = | + 2 ^ + ^ 

En virtud de la ecuación 0'M/á = 0 0 ' (20 — 00') existente 
para el círculo osculador de la sección OM'C (fig. 58), tendremos 

OM"2 OM'2 O'M'2 
P = lim = lim —— = lim —. 

2 0 0 2k 2h 

Y si hacemos 

\ = O'M' eos cp, y] == O'M' sen cp, (siendo / ,rON = cp), 

se tendrá O'M'- (r eos2 cp -f- 2^ sen cp + ^ sen2 cp) = 2k 
I 

de donde p —-
r eos2 v^- 2s sen cp eos cp - j - ^ sen- o 

O'M'2 
La igualdad p = ^ manifiesta que los radios de curvatura 

de las diferentes secciones normales, son proporcionales á O'M'2. 
Supongamos pues, que en la traza del piano ¿rON sobre el plano de 

™ T 0 ' M / las xy se tome ON = / - , se 
Í2h 

tendrá p = ON2, Además, la re-
O'M'-

sera constante para I ación ON 
N 'E 

Figura 59 
todas las secciones normales. La 
curva ALB así obtenida, será se

mejante á A'MB' siendo su centro O, y esta curva es la indicatriz. 
Observación. En el caso de ser la indicatriz hiperbólica, la su

perficie se halla á los dos lados del plano tangente, cambiando de 
signo el radio de curvatura (fig. 95). 

Cuando el punto T recorre la hipérbola, el radio vector OT varía 
desde 0¡JL hasta el infinito, y el radio de curvatura de la sección 
normal desde p, hasta el infinito. Cuando la recta CTOT se halla en 
el ángulo suplementario de las asíntotas, la cantidad Or2 es nega-
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tiva, y el radio ? de curvatura se halla dirigido en sentido contrario 
de los precedentes. La hipérbola cuyos vértices son y a, no indica 
ya variaciones en el radio de curvatura. Pero si trazamos una 
hipérbola en el ángulo su
plementario de las asíntotas, 
tendremos una indicatriz que 
corresponderá á un valor ne
gativo del radio. Así: 

E l radio de curvatura de 
una sección normal es positivo 
ó negativo, según que la traza 
del plano tangente está' com
prendida en tino ú otro de los 
ángulos de las asíntotas de la indicatriz. Cada una de las secciones 
normales, cuyo plano contiene una de las asíntotas de la indicattiz, 
tiene un radio de curvatura infinito, y por consiguiente, las asíntotas 
de la indicatriz tienen un contacto de segundo orden con la superficie. 

Las superficies que tienen por indicatrices en cada uno de sus 
puntos hipérbolas, se llaman de curvaturas opuestas. La indicatriz 
se compone de dos hipérbolas conjugadas. 

97 . DEFINICIONES. Se llama curvatura total de una superficie 
en un punto, á la inversa del producto de los radios principales de 
curvatura, y curvatura media, á la suma de las inversas de los 
mismos. Así escribiremos 

Figura 60 

K = r, ra 

Observación. Los puntos cuya indicatriz es elíptica ó hiperbólica 
se llaman como se dijo puntos elípticos ó hiperbólicos; y la línea lí
mite de los puntos de curvatura nula, que son los puntos parabólicos. 

§ 3 . ° TANGENTES CONJUGADAS 

9 8 . DEFINICIÓN. Sea MM' una curva cualquiera situada en 
una superficie. Consideremos los planos tangentes en los puntos 
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M y M' . Si el segundo punto se aproxima indefinidamente al pri
mero, la intersección de los dos planos variará de posición y se 
convertirá, en el límite, en cierta tangente á la superficie en el 

punto M. Esta recta límite y la tangente MT á la 
N curva MN se llaman tangentes conjugadas. 

uy Tomemos como origen el punto M y por planos 
r coordenados xy, xz,yz, el plano tangente y los planos 

de las secciones normales principales correspondien-
Fígura GI tes á este punto. Se tendrá en M, ,r = o, _>'= o , = 0 , 

/ = O, ^ = O, J = o. 
La ecuación del plano tangente en M ' {x', y \ £'), es 

Z - Z ' = p ' (X - x') - f q' (Y - > ' ) , 

expresandop' y q' los valores áe p y q en el punto M ' . Y, en virtud 
de la fórmula de Mac Laurin, se tendrá 

z = px' r\- qy' — {rx* -\- 2sx'y' -|- ty'1) -f-

Y despreciando infinitamente pequeños de tercer orden, 

0' = i {rx"2 + ty'1)-

y derivando con relación á x é y , tendremos p' = rx , q' = ty'. 
Por tanto, las tangentes en M y M' serán Z = o y 

rx (X - x') - f ty (Y — - {rx"1 - f ty1) — Z = o. 

Estas dos ecuaciones representan la intersección de los planos 
tangentes, que será 

rx' X-\ - ty 'Y — — [rx* + ty'2) = o. 

Hagamos y = mx\ siendo m el coeficiente angular de la pro
yección de la recta MM', que se confunde en el límite con la tan--
gente MT. La ecuación última se transforma en 

rX - f tmY — - x ' \ r -|- tm*-) = o, 
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y cuando el punto M ' se confunde con M, se tiene x' = 03^ 
rX - f tmY = o, 

ecuación de la tangente conjugada arriba definida. Si ni expresa 
su coeficiente angular, se tendrá 

m ' — o m i n == . 

tm t 
TEOREMA. DOS tangentes conjtLgadas son paralelas á dos diá

metros conjugados de la indicatriz. 

. En efecto, si — + — == 1 es la ecuación de la indicatriz, se 
a' b'1 

tendrá, entre los coeficientes angulares de dos diámetros conjuga

dos, la relación nnrí = — —. Pero 
a* 

1 , 1 hl r 
a1 = —, b' = —\ luego mm' = —• — = — — , 

lo que demuestra el teorema. Y siendo los radios de curvatura pro
porcionales á los cuadrados de los diámetros de la indicatriz, re
sulta que: la suma algebi'áica de los radios de curvatura coí'respon-
dientes á dos tangentes conjugadas es constante. 

OTRO PROCEDIMIENTO. Podemos llegar á la familia conjugada 
de otra familia de curvas, trazadas en una superficie, observando 
que para que dos direcciones dx, dy, dz y o,r, o/, 0 ^ sean conjuga
das, basta que sus proyecciones lo sean con relación á la proyec
ción de la indicatriz sobre el plano de las xy. Y puesto que la 
ecuación de ésta es 

rX-2+ 2ÍXY - f /Yá = 1, 
dichas direcciones serán conjugadas, si se tiene 

rdxlx -f- Í {dxly - j - dy^x) ~ j - tdyly = - 0 . (1) 
En general, la ecuación de una familia de curvas es reducible á 

la forma ^ [x, y, z, a) = o. La eliminación de a y z entre esta 
ecuación, la de la superficie y la 

S.r 1 r c>5/ ^ / 
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da una relación entre y, dx, dy. Se obtiene el valor de ; y 

sustituyendo en ( i ) , obtendremos una ecuación de la forma 
MiLr + Noy = o, que es la de la familia conjugada. Entre las redes 
conjugadas, podemos distinguir: 

1.° Las lineas asintóticas, tangentes en cada uno de sus 
puntos á las asíntotas de la indicatriz. Sus ecuaciones diferenciales 
se obtienen, escribiendo que las direcciones dx, dy y ox, oy coinci
den. La ecuación ( i ) se reduce entonces á 

rdx} -|- isdxdy -\- tdy* = o, (2) 

que es la ecuación diferencial de las asintóticas, las cuales son 
reales tan solo en el caso de ser r t — s- < o. Si se observa que 

d'z = pdKr + qd*y - f rdx" + 2sdxdy + tdy2, 

la fórmula (2) se escribirá 

— d2z + pd*x qd'y = o, 

que expresa que la dirección {d'2x, d y , d^z) de la normal principal 
es perpendicular á la dirección p ,q , — 1 de la normal á la superfi
cie. Así: Las asintóticas están caracterizadas por que su plano oscu-
lador es tangente á la superficie. 

2.0 Las lineas de curvatura son líneas tangentes en cada uno 
sus puntos á los ejes de la indicatriz; son pues líneas conjugadas 
ortogonales. Sus ecuaciones se obtendrán escribiendo, que no sola
mente se verifica la ecuación (1), sino además la siguiente 

dx ly - f dyly + dzlz = o 

ó dxox - f dyoy - f {pZx - f qty) {pdx + qdy) = o, 

es decir, 

dxhx (1 + + dyoy (1 - f q2) + pq {oxdy + lydx) = o. 

Si eliminamos la relación ^ - entre esta ecuación y la (í), ten-
ox 

dremos la ecuación de las proyecciones de las líneas de curvatura 
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sobre el plano de las xy, 

— rdx [ ( i - j - q¿) dy + pqdx~\ -\- s \ dx [ ( i + f ) dx + pq\ dy 

— dy [ ( i + ^ ) dy + / ^ r ] j + [ ( i -|- dx + = o, 

que se reducirá á la expresión que daremos más adelante. 
Observación. Las líneas de curvatura son las bisectrices de las 

líneas asintóticas. 

§ 4.0 LÍNEAS DE CURVATURA 

99 . LÍNEAS DE CURVATURA. DEFINICIÓN. Líneas de cu7'vahu a 
de tina superficie son aquéllas cuyas no7'males sucesivas se encuentran, 
formando superficies desarrollables. 

Para obtener su ecuación consideremos las dos normales en 
los puntos M y M ' . 

X —. r 4 - / (Z — ,s) = o (1) 
Y — y ( Z - ^ ^ o , (2). 

X - ^ + / . ( Z — ¿ r ) = = o (3) 
Y - / - f / ( Z - 5 ' ) = o. (4) 

Eliminando X entre ( i ) y (3) é Y entre (2) y (4), " Figura 62 

tendremos dos expresiones de Z, que igualadas dan 
x — x -\- p' z' — pz y — y \ - q' z — qz 

P ' - P ~~ q' — q (5) 
Esta ecuación y la de la superficie z' = f (x' y') representan 

una curva MM' situada en ésta, que pasa por el punto M y tal, que 
todas las normales á la superficie trazadas por la curva encuentran 
á la normal MN. 

Si ahora suponemos que M' se halla infinitamente próximo al 
punto M', en vez de las diferencias escribiremos diferenciales, y 
tendremos 

dx + pdz -\- zdp _ dy -\- qdz -|- zdq 
dp dq 
dx -\- pdz dy + qdz 

dp = (6) 

/y 
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Sustituyendo por las diferenciales sus valores, se reduce á 
dy 

l + f + P q 
dx 

dx 
dy 
dx 

ó bien 

dy 
+ f ' ) t \ ¿ +pqr - ( i + / 2 ) ^ = o (7) 

dy 
Esta ecuación da dos valores de -7— é indica dos direcciones, 

dx . ̂  
según las que es necesario pasar del punto M á otro punto infini
tamente próximo de la superficie, para que la normal de dicho 
punto encuentre á la normal en M. Si tomamos uno de ellos y el 

dz 
valor correspondiente de — , podremos pasar al punto infinitamen-

dx 
te próximo M ' y enseguida de éste al M", y así sucesivamente, ob
teniendo una.de las dos líneas de curvatura M M ' M " . . . ; y de igual 
modo obtendremos la otra. 

Observación. También podríamos haber expresado inmediata
mente la intersección de las dos normales 

X — , r Y — v X — z ñ 
X — x — dx 

bajo la forma 
dx dy dz 

Y 

y = 

•y — dy dz 
/2 + df* Á + df3 

d/l dj.2 df3 
dx 

P 

dx dy dz 

y, h ñ 
/ H ^ + Z H d y + f ^ d z . . . . 

dy pdx - j - qdy 
q — I 

= o 

rdx -\- sdy sdy -{- tdy 



TEORÍA DE LAS LÍNEAS EN LAS SUPERFICIES 141 

100. PROPIEDADES. Tomemos la normal MN por eje de las 
z\ p y q son nulos, y la ecuación (7) se reduce á 

' ( i ) + ( ' - ' ) | - - í = 0- • w 
El producto de las raíces de esta ecuación es igual á — 1; luego 

las tangentes trazadas á las líneas de curvatura que se cortan en M 
son perpendiculares entre sí. 

Tomemos por planos principales los de las zy y zx, entonces 
jr== o. La ecuación (8) tiene una raíz nula y otra infinita; luego las 
líneas de curvatura son tangentes en M al eje de las x y al de las 
y, es decir, que éstos son tangentes á las secciones principales. Las 
dos series de líneas de curvatura se cortan según ángulos rectos 
en la superficie, y la dividen en rectángulos infinitamente pequeños. 

dy 
Si se tuviese a la vez s = o, r — ^ los dos valores de se-

ax 
rían indeterminados. Habría una infinidad de líneas de curvatura 
que pasasen por el punto M, alrededor del cual todas las curvaturas 
serían iguales, el cual sería un umbílico. Este carácter puede servir 
para hallar los umbílicos de una superficie; porque si se expresa que 

dv 

la ecuación (7) da para una infinidad de valores, se obtendrán las 

dos ecuaciones ya conocidas 
l + J ^ = l + f = pq 

r t s ' 
Sean O un punto de la superficie, Oz una normal, OA y OB las 

dos líneas de curvatura, Ox y Oy sus tangentes. Si O' y O" son 
dos puntos infinitamente próximos al O en las líneas OA y OB, 
puede admitirse que las normales O'K y 0"L encuentran á O^. Sean 
K y L los puntos de intersección. Vamos á demostrar que OK y OL 
son los radios de curvatura, en el punto O, de las secciones princi
pales zOx y zOy. En efecto, puesto que Ox es tangente á la curva 
OA, el punto O' infinitamente próximo del O en A, puede conside
rarse como perteneciente al plano zOx\ luego la recta O'K, que es 
normal á la curva, puesto que es normal á la superficie, determinará 
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por su intersección con la normal Oz el centro de curvatura de la 
sección principal situada en el plano zOx. Y de igual manera se 
verá que OL es el radio de curvatura de la sección principal en el 
plano zOy (fig. 5 3 ) . También puede obtenerse este resultado por el 
cálculo, pues siendo 

X - r X + p { Z — z) = Q, Y — y - i - q { Z — z) = o (1) 
x — y 4 . / ( z — z') = o, Y — y + q (z — z')== o (2) 

las ecuaciones de las dos normales, si el punto (-r, y, z) coincide 
con el origen y el punto (V, z') está muy próximo, las ecua
ciones (1) se reducen á X = o, Y = o; y las otras dos dan en el 
punto conum 

— d.v + dp {Z — dz) = — dx — Zrdx = o, 
— dy dq {Z — dz) = — dy Ztdy = o, 

ó bien dx {Zr — 1) = o, dy {Zt — 1) = o'. 

Y no pudiendo ser dx y dy nulas al mismo tiempo, se podrá 
suponer 

1 , 1 
ó dx = 0, Z = - ó dy — o, Z = —, 

t r 

En el primer caso, puesto que dx = o, la tangente coincide 

con el eje de las y, siendo Z = y el radio de curvatura principal; 

en el segundo caso, la tangente coincide con el eje de las x y el 

radio de curvatura principal será Z = —. 
Observación. No se debe inferir de lo dicho que los puntos 

de intersección de las normales son los centros de los círculos 
osculadores de las líneas de curvatura, porque estas normales se 
cortan sucesivamente y son tangentes á una misma curva, pro
piedad que no tienen las normales trazadas por los centros de cur
vatura de una curva alabeada. Y al mismo tiempo las líneas de 
curvatura pueden ser planas, sin que sus círculos osculadores se 
confundan con los de las secciones principales, pues para esto sería 
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necesario que sus planos osculadores fuesen normales y que, por 
tanto, las líneas de curvatura fuesen líneas de distancia mínima 
(t. IV, pág. 425). Por ejemplo, en las superficies de revolución, las 
líneas de curvatura son los meridianos y los paralelos. Los meri
dianos son secciones principales, porque sus planos osculadores son 
normales á la superficie. Los paralelos son líneas de curvatura plana, 
no siendo secciones principales. 

101. DISTANCIA MÍNIMA DE DOS NORMALES. Distancia mínima 
de dos normales trazadas por dos puntos infinita
mente próximos MM' de una superficie. 

Sean MM' — ds, i r = du la distancia mínima 
de las normales TN paralela á IM en I ' , terminada 
en el plano tangente en M. 

Por ser la recta MN perpendicular al plano 
NI'M', el ángulo MNM' es recto. La recta MN, 
está contenida en el plano tangente en M y es pa
ralela al plano tangente en M'; por consiguiente es 
paralela á la intersección de estos dos planos, en otros términos, es 
la tangente conjugada de MM'. 

Si pues w es el ángulo de estas dos direcciones, se tendrá 

du — da eos w. (1) 

Podemos obtener la expresión analítica de du, considerando las 
dos normales infinitamente próxitpas 

X = — />Z - f ,r + Ar, Y = — qZ -\-y -\- qz 

y será X = — + Z + dx + + ^ ^ + pdz 

Y = — {q + dq)Z -\-y dy + {q + dq)z + qdz. 

Y, en virtud de la fórmula de la mínima distancia de dos rectas 

{dx -|- pdz) dq - f {dy + qdz) dp 

Figura_63 

du = — sera 

du = 

yrf/2 + dq1 {pdq— qd)p'1 

[ ( I + £ ) s — pqr] dx1 + [ ( i + q%) s — pqt] dy' + 
l/dp* + dq* + (pdq — qdpf 
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CÁLCULOS DE LOS RADIOS DE CURVATURA. El teorema arriba de
mostrado permite calcular las curvaturas principales en un punto 
de una superficie, siendo el origen un punto cualquiera. Séale 
normal en el punto M (,r, y, z) 

X - x + p{Z — z ) = o , Y - ^ y - \ - q { Z - z ) = o. 

Si M' es un punto infinitamente próximo tomado en la línea de 
curvatura, la normal correspondiente encontrará á la primera nor
mal en un punto cuya coordenada Z estará dada por cada una 
de las dos ecuaciones 

ax „ ax 
Z — z = , Z — z = = 

d y a y 

dx dx 
dy 

Eliminando -7— entre estas dos ecuaciones, tendremos dx 
{rt - f*) (Z - zf - [(1 + # ) ̂  + ( i + q*) r - ipqs] (Z - z) 

+ i + / - + r = o. (1) 

Esta ecuación da dos valores de Z — z,y por consiguiente de Z, 
que corresponden á los centros de curvatura de las dos secciones 
principales. Si expresamos por p uno de los radios de curvatura, 
tendremos 

P = l/(X - ^ + (Y - y f + (Z - ' 

que en virtud de las ecuaciones ( ) se reducirá 

P = (Z — 5) / i + /2 - f q1 de donde Z — z = _ p 
n-\-P'l + q% 

Si se sustituye el valor de Z — z en la ecuación (1), tendremos 
después de reducir y ordenar 

{rt - ^ ) pá - [ ( I + r - 2 pqs] 1 / 7 + 7 + 7 

- P + ( i + / + ^ ) = o , 

de la que se deducen los dos radios de curvatura principales. 
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102. NORMALÍAS. El Sr. Mannheim llama normalía de una 
superficie al lugai-de las normales á esta superficie que pasan por 
todos los puntos de una, línea trazada en ésta. 

Una normalía desarrolladle es el lugar de las normales á la su
perficie trazadas por los puntos de una línea de curvatura, porque 
dos normales consecutivas se encuentran. Para obtener su ecuación 
basta eliminar x, y, z entre la ecuación de la superficie propuesta, 
las ecuaciones de una normal y la ecuación (7) de la pág. 140, que 
expresa que el punto [x, y, z) está en una línea de curvatura. 

103. TEOREMA DE OLINDES RODRIGUES. El hugar de las aristas 
de retroceso de las normalías desarrollables es también el lugar de 
los centros de curvatura de la superficie, y dos normales infinitamente 
próximas de una línea de curvatura se cortan en un centro de curva
tura principal. 

Sean x, y, z las coordenadas rectangulares de un punto de una 
superficie, a, (J, y los cosenos directores de la normal en este punto. 
Esta normal forma parte de dos normalías desarrollables. Sean 
X, Y, Z las coordenadas del punto en que dicha normal es tan
gente á la arista de retroceso de una de estas normalías. Sea X la 
distancia de los puntos y, z) y (X, Y, Z). Se tendrá 

X = ^ + a X , Y = ^ + ^ , Z = 0 + rX, (1) 

y el punto (X, Y, Z) se obtendrá expresando que la recta represen
tada por las ecuaciones (1) corta á la recta infinitamente próxima, 
cuyas ecuaciones pueden sustituirse por las diferenciales de éstas, 
á saber: 

dx + «¿A + \dv. = ó, dy + 8¿A + \d$ = o, 

dz + y^X + X¿/y = 0. (2) 

La condición que se busca se obtendrá eliminando X, Y, Z, X y 
d'k entre (1) y (2), ó eliminando X y d\ entre las ecuaciones (2), lo 
que da 

dx {fidy — ydfi) + dy {ydy. — a.df) + dz {adfi — $da) = o. 

Suponiendo satisfecha esta ecuación (que es la ecuación de las 

10 
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líneas de curvatura) se deducirá de (2), multiplicando por a, ,3, y y 
sumando, ¿A = o. Estas fórmulas (2) darán puffs 

dx 
da 

dy dz 
dft ¿/y 

— X. 

Escribamos estas relaciones debidas á Rodrigues, bajo la forma 

dx + kdcf. = 0, dy -r ^dft = 0, dz -{ - W y = o (3) 

dy + X 

c>a 3a 
— ¿¿.r + rfy + —- ^ ) = o, 
í)^- dj/ 7 

^ + — + — ¿fe ) =1 o, 
3 ^ 3j / c)z 

dz + X ( ^ + ^ - ¿fy -f- - Í ^ ) — o; 
3jj/ 3̂  

Eliminando ^ r , dy, dz, se tiene 

3a 
3;tr 

3a 
3jí/ 

_3p 
3̂ ; ly 

3a 
3̂  

_3p 
3̂  o, (4) 

3y 3y 1 3y 
3,r 3j/ X 3^ 

ecuación de segundo grado, siendo el término independiente de X, 
3 (a, ¡3, y) . 
— nulo, puesto que a"i4-p2 + T á = 1. La ecuación (4) es 
3 {x, y, z) 1 > •1. ': 1 ;• ' 
una nueva forma de la ecuación de los radios de curvatura princi
pales. Calculemos X. Para ello, escribiremos las ecuaciones (3) así: 

dx + I d Á 
N 

o> ^ H - X Í / ^ ^ O , ^ 4 - - ^ ^ - = o, (5) 

expresando / el primer miembro de la ecuación de la superficie, 
por/ , , . . . . sus derivadas y por N el radical y/f^ _ ^ / ^ _j-/32. Estas 
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ecuaciones pueden escribirse bajo la forma 

- /1N./ - = o , . . . o ^ T + ^ / 1 - / 1 — = o, . . . 

ó, por último 

/ N \ ¿̂ N 

/ N \ 

/ N . \ , ^ 

y, por ser / ^ . r -\- f^dy -\- f.¿ds = o, se deduce eliminando ¿¿r, dy, 
dN 

dz y -^-,'la ecuación (12) de la pág. 119, en la que R se halla sus

tituido por X, lo que demuestra que A son los radios de curvatura 

principales de la superficie. La ecuación (4) puede escribirse así 
1 • 1 / ^ _i_ ^ + —V+ ^ ^ ^ 4- 5 ^ ' T ) -4- 5 (T' a) = 0 
X2 X Vŝ r Ty 7)0/ 3(.r, jj/) ^ ^) ' '¿(z, x) 

TEOREMA DE GAUSS. Sean dsl y ds.2 los arcos elementales 
á que corresponden los radios R, y R2 de curvatura principal, 
ds0l, ds^ sus imágenes esféricas y da^ dd^ dcn da.2, dó,,, dĉ  
sus proyecciones sobre los ejes. Tendremos en virtud de (3) las 
ecuaciones 

R i ^ 1 = — dx^, R , ^ , = — dy^, R ^ C j = — dzK, (1) 

^ d a „ — — ¿¿^2, R.2^2 = — dy.,, R^dct = — dz% 

y la relación 
da{ da^ - | - db̂  db̂  - j - dĉ  dĉ  — o. (2) 

Elevando al cuadrado y sumando las ecuaciones (1), lo mismo 
que las (2), resultará 
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tendremos 
i 
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I 

E l producto 
i 

ds< ds* o 
ds 
d t ' 

Ri R.2 
de las curvaturas principales, en un punto M 

de una superficie, es igual á la relación entre el elemento superficial 
y SIL representación esférica. 

Expresando en las ecuaciones de Rodrigues las diferenciales 
totales da, db, de por medio de sus diferenciales parciales y elimi
nando dx, dy, dz, obtendremos 

l a i l a l a 
2z 

le 
I x 

Ib i Ib 
— — 

ly R Iz 

le 
ly 

le i 
¡^ + R 

o; 

y ordenando con relación á —, será 

i 

R* 
h 
R̂  

k 
R o; 

pero el determinante / es igual á cero; luego 

i k 
R2 R 

- \ - k = o; 

h es la curvatura media — -|- -^-y k la curvatura total 

R, R.2 

R, 

l a l a 
l x l y 

Ib Ib 
l x ly 

Rq' R, R. 

l a Ib le 
^ l y y \~ 

+ 

l x 

Ib Ib 
l y Iz 

le le 
ly Iz 

+ 

Iz 

le le 
Iz l x 

l a l a 
Iz l x 

(3) 

(4 ) 

( 5 ) 

(6 ) 

(7) 



TEORIA EN LAS LINEAS DE LAS SUPERFICIES 

Podemos escribir también 
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lia 'da 
l x R yy 

Ib -6b 

dz 

tí 

a 

-be 
I X 

a 

I x R dz 

de 

b 

^R 

le 1 
^ + 'R 

c 

(8) 

Multiplicando las tres líneas horizontales respectivamente por 
a, b, c y restando su suma de la cuarta, obtendremos el primer 
miembro de ( 3 ) con signo negativo, en virtud de 

da 
dx 

db de 
b — + c — 

dx dx o, 2̂ + ^ + ¿2 = 1, 

Considerando ahora en vez de a, b, c y sus derivadas parciales 
1 

las de F {x, y , z), haciendo V = 

a : b : c = F l : F . 2 : F 3 a* + d2 + r = 1, 

y en virtud de 

tendremos 

da 
v = VFlt + F, ^ , ^ = - V3 (F, Fin + F2 F21 + F, F31), etc. 

Sustituyendo en (8) resultará 

F 4- F 
11 T VR 12 

F.21 

F„. 

F2 

F. 

1 
V R F0 F., 

F 3 3 + V R ¥* 

o, 
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y se obtienen los valores de h y k: 

h = V* [2 (F23 F2 F3 + Ffl F3 F. + F., F . F J ] 

- F,, (F22 + F / ) - F29 (F3á + F / ) - F33 (F^ + F^) 

'V4 

Fu 

F . 
F31 
F. 

X 12 

F2.2 
F 
1 32 
F. 

F2 

F3 
F„ 

F, 

F2 
F, 

104. ALGUNAS LÍNEAS DE CURVATURA, I.0 Las líneas de cur
vatura de las superficies desarrollables son las generatrices y sus 
trayectorias ortogonales, porque siendo el mismo el plano tangente 
á lo largo de una generatriz M, M (fig. 6 4 ) , el lugar 
de las normales á lo largo de esta generatriz es un 
plano. Puede decirse que su envolvente es un pun
to llevado al infinito en una de las normales. Este 
es uno de los sistemas de líneas de curvatura; el 
otro está formado por curvas trazadas en la super
ficie ortogonalmente á las curvas del primer sis
tema, es decir, á las generatrices rectilíneas. Uno de los radios de 

^ es pues nula 

Figura 64 

curvatura principales es infinito. La curvatura total 
RR' 

en cada punto. 
En particular, las líneas de curvatura de un cono son sus gene

ratrices y las curvas de intersección de la superficie con esferas 
cuyo centro se halla en el vértice del cono. Después de desarrollar
se una superficie desarrollable, las líneas de curvatura, distintas de 
las generatrices, se convierten en las evolventes de la transformada 
de la arista de retroceso. 

2.0 En una superficie alabeada, las generatrices no son líneas 
de curvatura, porque las normales, á lo largo de una generatriz, 
forman un paraboloide hiperbólico. 

3.0 Las líneas de curvatura de las superficies de revolución 
son los meridianos y los paralelos, porque las normales á la super
ficie á lo largo de estas líneas, forman planos ó conos. Por consi-
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guíente, los radios de curvatura principales en un punto de la su
perficie, son el radio de curvatura del meridiano y la longitud 
obtenida (en virtud del teorema de Meusnier) trazando un triángulo 
cuyo cateto es el radio del paralelo y la hipotenusa una recta diri
gida según la normal; de manera, que será la normal terminada en 
el eje de la superficie, lo que podemos verificar por el Análisis en 
algunos ejemplos, considerando la ecuación de las líneas de cur
vatura 

dx + pdz dy + qdz , x 
— = — — . (1) 

dp dq w 
a) Sea la superficie de revolución ^ = s (^r2 + y1). 

Se tendrá p = y' 2x, q = ^ 2y 

dp = <p" 4 . r {xdx + ydy) + 20/ dx, 

dq = cp" 4 j j / {xdx - j - ydy) 4 - 2 cp' dy\ 

luego la ecuación (1) se reducirá á 
dx -\- ¿[x cp'2 {xdx -\-ydy) dy + 4y -f''2 {xdx + ydy) 
4xy"{xdx + ydy) + 2y'dx 4y cp" {xdx + ydy + 2'Ji'dy 

4cp" {xdx - j - ydy) {ydx—xdy) - f 8 'f'3 {xdx + ydy) {xdy—ydx) = o, 
de donde xdx -f- ydy = o ó x'1 + y'2 = const. ^ 

que es la ecuación de los paralelos. Se tiene además 

{ydx — xdy) (V' — 2 cp'3) = o, 

es decir ydx — xdy = 0 ó y — x . const., 

que es la de los meridianos. 
Pero si se tuviese p" — 2 '-p'''i = o, no sería preciso concluir 

ydx — xdy = o, sino = I 

i T 
O - 7 ? = - (*2 + / ) - h C Ó cp' = .-1 \ ' 

es decir, cp = •— — {x¿ + y2) = z ó ,r2 + + 2̂ = ¿:, 
/ • 

que es la ecuación de la esfera. En la esfera, las líneas de curva-
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tura son indeterminadas, porque todas las normales pasan por un 
punto fijo, ó son paralelas á una misma recta. 

b) Sea la superficie engendrada por la re
volución de la catenaria 

Figura 65 

j = — \̂ ea + e 

alrededor del eje de las x. . 
Los centros de curvatura principales se ha

llan, el uno en C, el otro en el centro de cur
vatura C" de la catenaria. Y puesto que el radio de curvatura de 
una catenaria es igual á la normal, se tiene que AC' = AC". Los dos 
radios de curvatura principales son iguales y de signos contrarios 

~ - j - ~ = o. Y la superficie tiene una curvatura media nula en 

cada uno de sus puntos. 
105. LÍNEAS DE CURVATURA DEL ELIPSOIDE. Sea el elipsoide 

ax* - j - by- H - cz- = I . ( i ) 

La ecuación de las líneas de curvatura es 

dx dy dz 

ax by cz = o ; 

adx bdy cdz 

y observando que Y^axdx = o y que S^r2 = i , resulta 

Y,xdx dx dy 

i ax by = o. 

o adx bdy 

Desarrollando, se tiene 

ab^xdx {xdy — ydx) — dxdy {b —• a) -~ o; 

sustituyendo zdz por — axdx bydy 
, se tendrá 

ab\xdx {c — a) -\-ydy {c — b)\ (xdy —ydx) — c{b ~ a) dxdy = o. 
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I I I Si en la fórmula del elipsoide se sustituye a, b, c por TÍ", 
d1 ' b1 ' c 

y se hace 
«2 (¿2 — c2) «2 O2 — ^ ) 

A = — L B 
¿•2 — c l ) ' «2 — c2 ' 

se obtiene para la ecuación de las líneas de curvatura del elipsoide 

— + T7 + — = I 
a* bl c2-

la ecuación siguiente 

Axyy"1 + O2 — A/2 — B ) / — xy = o, (2) 

' . dy 
expresando y la derivada . 

d x 

Esta ecuación se integra diferenciando, y se obtiene 

2Axyy'y" + ( A / 2 — 1) ( ^ y + y 

+ O2 — Ay2 — B) - ] - / ( 2^ — 2Ayy') = o. 

l í l iminando x* — A y — B2, resulta 

(Ay'2 + i ) ( ^ V + - - - ) = o. 
\ y y x / 

Suprimiendo el primer factor, é integrando 

y ' y , 
— = const — k ó y' = — . 
x y 

Si se sustituye este valor en (2), se tiene la ecuación de la 
proyección de las líneas de curvatura en el plano xy, á saber 

Ak*x* + (.r2 — Ay% — B) k — y = o 

ó x* (A¿2 + i ) — y2 (A/é + i ) = Bk. 

Esta ecuación representa una serie de secciones cónicas . 

106 . PARABOLOIDE HIPERBÓLICO EQUILÁTERO. Sea^ = — . La 
a 

ecuación 
d x -\- pdz dy -\- qdz 

dp dq 
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se reduce á 

d * + l a { Í d * + -ad?) = d ' + - Á J a d - r + ' l í f y ) 
dy dx^ 
~a ce 

Quitando denominador y reduciendo será 

(«•2 _[_ x*~) d f — {a2 + / ) dx* = o, 

y resolviendo, 

^ - |/ a2 - } - y2 

Separando las variables, resulta 

dx dy 
± , . = o. - f x* ia? + jj/2 

É integrando, 

log {x + F ' ^ T ^ ) ± log (.T + y ^ K ? ) = log C 

Según el signo que se tome será 

Haciendo variar á C se tienen las proyecciones horizontales de 
las dos familias de líneas de curvatura. 

1 0 7 . CASO DE LAS SUPERFICIES HOMOFOCALES DE SEGUNDO 
GRADO. TEOREMA. L a intersección de dos superficies homofocales 
de segundo grado es una línea de curvatura de las dos superficies 
ó bien: Las superficies de un sistema triplo ortogonal se cortan según 
lineas de curvatura. Sean las superficies 

x* i/2 £2 

• ^ + ^ + - x + ? n - i = o . ( I ) 

- _ + I i ^ + : r í — 1 = 0. (2) 
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La ecuación de las líneas de curvatura de ( i ) es 

x d x 

d x 

dy 

dz 

155 

y dy 
V1 - \ - \ ¿2 + X 

z ' dz 

(3) 

ó x d y d z (ó* — ^ ) - f ydzdx~(c2 — ar) - f zdxdy {cfi — b*) = o 

y puesto que se verifican para (1) y (2) las ecuaciones diferencia
les, tendremos que 

x d x y d y zdz 

y d y zdz 

+ X 
(4) 

de las que resulta 

dx : dy \ dz — 
^ + X f + X 

y z 

x z 

X z 

Sustituyendo en (4) por dx, dy, dz sus valores proporcionales, 
tendremos 

xyz {a? — ¿2) (¿2 — ¿2) _ a ^ x¿ 
( ^ + X ) ( ^ + X ) ( ^ + x ) ( ^ + ! J . ) ( ^ + ! . ) ( ^ + ! J . ) x - ( ^ + X ) ( ^ + ! x ) 

expresión que es igual á cero (4) (pág. 54); luego la intersección de 
las superficies (1) y (2) satisface á la ecuación diferencial de las lí
neas de curvatura. 

COROLARIO. L a primera serie de lineas de curvatura de un 
elipsoide se forma por las intersecciones con los hiperboloides homo-
focales de una hoja y la segunda serie por las de los hiperboloides de 
dos hojas. 



I56 LIBRO 1.° CAPÍTULO IV 

TEOREMA DE DUPIN. S i tres famil ias superficies se cortan orto-
gonalmente, las intersecciones son líneas de curvatura. 

Sean las tres superficies 

F {x, y , z) = o, $ {x , y , 0) = o, W {x, y , z) = o 

que se cortan ortogonalmente, y sea P y , z) un punto común . 
La condición de ortogonalidad es 

^ F . + ^ F . + ^ F ^ - o . i (1) 

En este caso, en cada dos superficies, por ejemplo, F = o 
y $ = : o, las intersecciones son perpendiculares entre sí, y la pr i 
mera de estas ecuaciones se verifica para el punto P' (.r 4 - dx, 
y -\- dy, z - i - dz). La tangente de esta intersección coincide con la 
normal de la superficie = o, es decir, que 

d x : d y : d z = ^ x : ^ , : ^ z . (2) 

Sustituyendo dx, dy, dz por x + dx, y + dy, z -\-dz en dicha 
primera ecuación, tendremos 

iFiíW1 + F . A - f F13¥3) + 4>2 ( F 2 1 ^ + . F 2 2 ¥ 2 + F23f3) 

+ *a (F31 ^ + F32¥2 + F33%)] + [ F , ^ + * , 2 f 2 + ^3^3) 

+ F2 ($21 ^ 4 %2 % + * M + F3 ($31 ^ 1 + *3-2 ̂  + 3̂3 ̂ 3)] = o. 

Expresando, para abreviar, por (^^F) el primer paréntesis cua
drado, tenemos que O f ) = ( Y ^ ) . Y procediendo con las ecuacio
nes segunda y tercera como con la primera, resul tará 

+ ( F T ) = o, ( f F ) + (3>F) = o, (F'I>) + (vF'I>) = o 

y además 

(FD) = (<1*F), ((f.f') = (vlf$), (lt"F) - (FM'); (3) 

de lo que resulta 

( F 4 > ) - - = ( $ ¥ ) = 0FF) = o. (4) 
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De las dos primeras ecuaciones y = o, resulta eliminando, 

(1) el) _ (b 

(Fn Vf1 + F 1 , ¥ 2 + F13¥3) 

(F21 + F22 W.2 + F2,5 % ] 

F , 

F-, 

F , (F3Í vlr1 + Fg2 W, + F33 
o, 

y en virtud de (2) 

dy 

dz 

F , 

F3 

d F , 

JF3 

que es la ecuación de las líneas de curvatura de la superficie F = o. 
Por consiguiente en el punto P, la dirección de la curva de inter
sección de F = o y ^ = o coincide con una dirección de curva
tura principal de la superficie F = o. 

COROLARIO. S i la intersección de dos superficies F = p ^ = o 
es, en cada una, línea de curvatura, será constante el ángulo de 
aquéllas á lo largo de ésta y recíprocamente: S i se cortan siempre dos 
superficies según ángtdo constante, y su intersección es línea de cur
vatura de la una, también lo será de la otra. 

Podemos observar que, en el plano y en la esfera, toda línea es 
línea de curvatura porque forman las normales á lo largo de cada 
curva una superficie desarrollable, y tendremos como caso espe
cial el 

TEOREMA DE JOACHIMSTHAL: S i un plano ó una^sjera cortan á 
una superficie según un ángulo constante, la intersección es una línea 
de curvatura y rec íprocamente : S i una línea de curvatura es p lana 
ó esférica, su plano ó su esfera co?'ta á la superficie según UN ÁNGULO 
CONSTANTE. 

108 . TORSIÓN GEODÉSICA. Siendo 

X = ,r + od, Y = y + $ \ Z = 2 + yX 

las ecuaciones de la normal á una superficie en el punto M { x , y , 2), 
las ecuaciones de la normal infinitamente próx ima son 

dx + a d l Ida. = o, dy - i - fidl -\- Id f i = 0 , dz + v d l + i d r = o, 
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Eliminando X , Y, Z, X y d i , se obtiene la ecuación de las líneas 
de curvatura 

d x dy dz 

a (3 y = o. 

dv- d$ ¿¿y 

que podemos escribir de la manera siguiente: 

d x dy ^ dz 
ds ds ds 

|3 y 
a - f t f a ^ + ^(3 y + ííy 

ds 
( r dz d y \ 

Pero p — — v — 
^ ds ' d s ' 

d x 
ds 

dz 
ds 

dy d x 
ds ds 

son los cosenos directores de la perpendicular á las direcciones 

Pi T y dx , dy, dz. Son pues los cosenos directores de una tan

gente á la superficie perpendicular á la tangente dx , dy, dz. E l pr i 

mer miembro de la ecuación es pues, salvo el factor ^—, el coseno 

del ángulo que forma la normal en M ' con una tangente á la su
perficie, perpendicular á la dirección dx, dy, dz. Llamemos dty al 
complemento de este ángulo, el cual será el ángulo que forma el 
plano normal en M á la curva {dx, dy, dz) con la normal á la su
perficie en el punto próximo M ' . 

La relación ^ se llama torsión geodésica de la curva. La ecua-
ds 

d'h 
ción de las líneas de curvatura puede por tanto escribirse ~ = o. 

La torsión geodésica de las líneas de curvatura es nula. 
L a torsión geodésica de una curva, relativamente á una stipetfi-

cie en la que está trazada, es el límite de la relación expresando 
ds 

ds el elemento de arco de esta curva y d<\i el ángulo que forma la 
normal á la superficie en M con el plano normal á ésta en el punto 
infinitamente próximo, tangencialmente á la curva. 
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109 . TEOREMA DE LANCRET. Sea una curva que pasa por el 
punto M (.r, y , 2) de una superficie en la que está trazada; y sean 
a, b, c, d , b\ c'\ a", b" c" los cosenos directores de la tangente, nor
mal principal y binormal á la curva, dz y d i los ángulos de contin
gencia y de torsión, 6 el ángu lo que el plano osculador de la curva 
forma con el plano tangente á la superficie, a, Y los cosenos d i 
rectores de la normal á ésta. Tendremos 

a(j.-\- b$ - \ - o, do.-\-b'$ - \ - c'y — sen O, a "a . - \ -b" ¡ i - \ - c " j=cos f), 

ó resolviendo con respecto á a, ¡3, y, 

a = « 'sen0-l-¿í"cos6, ¡3=¿i / sen^ + y cose, y = ¿ : , s e n 6 - J - ^ " 0 0 5 ^ i1) 

ó diferenciando y aplicando las fórmulas de Serret-Frenet, 

ds = [ d eos G — d ' sen 6) db — { d ' ¿ í t -\~ ads) sen O -[- a' d^ eos 6, 

que puede escribirse 

da. — d eos 6 (rfG - ) - ¿jfx) — d sen 6 (¿ÍO - | - ^ t ) — a sen Orfs. 

Formemos la cantidad bdv — edfi-, y tendremos 

bd^ — cd$ = [ d ' eos O - [ - d sen 6) (^0 + ^ t ) , 

es decir, en vir tud de (1) 

bd^ — cd$ = a (rfG - f í ? t ) , ¿r^a — — P + ^T)i 

Multipliquemos la primera ecuación por a, la segunda por P y la 
tercera por y, y sumemos. E n el primer miembro tendremos el de
terminante que hemos llamado d \ , y que dividido por ds, da la tor
sión geodésica. Así, 

dty ¿¿G dx 

es decir, que: S í una curva es línea de curvatura de tma superficie, 
se tiene que ¿/G -)- <i- = o, enunciado del teorema de Lancret. 
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110 . VARIACIÓN DE LA TORSIÓN GEODÉSICA, 
conocida 

d x dy dz 

Sea la fórmula 

a |3 y 

dv. d$ dy 

Si se toman por ejes la normal á la superficie y las tangentes á 
las líneas de curvatura, se tendrá 

d x dy o 

dty = —- o o i 

da. d$ dy 

Pero, en virtud de ser, 

da d p 
ds ~~ ds | / i + ^ 

y del sistema de ejes adoptados, 

d'^ • d x dft da. dy 
ds ds ds ds ds 

^ ( i + f ) — pgdg 

d s { i - f / ¿ + ^)3:2 

(O 

d$ 
ds 

t ^ 
ds 

La fórmula ( i ) se reducirá á 

d'\ 
^ s = { r -

, dy 
t ) 

ds d s ' 

Sean R y R' los radios de curvatura principales de la superficie 
y cp el ángulo qLie forma el elemento ds con la sección principal de 
radio R. Tendremos 

d_ 
ds 's 2 \ R R 7 

1 í 1 
y si se hace — I — 
J 2 \ R 

= a sera 

sen 2cp; 

d ' l 
ds = a sen 2v. 

111. CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DE LANCRET. TEOREMA. 
L a diferencial del ángulo, según el cual se cortan dos superficies, es 
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igual, pi'escindieyido del factor ds, á la diferencia de las torsiones 
(reodésicas de su intersección. 

En efecto, si S y S' son las dos superficies y C la curva de su 

intersección, as el elemento de C, — su torsión en el punto M , 0 

el ángulo que forma su plano osculador con el plano tangente á 
S, 0' el ángulo que forma dicho plano osculador con el plano tan-

gente a S en M y ——, las torsiones geodés icas , s egún que 

se considera á C como trazada en S ó en S', el teorema de Lan-
cret conduce á las ecuaciones 

= dO + dt , d y = dV + rfx, y d (•} — f ) = (0 — 6'), 

Pero 6 — 0' es el ángulo V , según el que se cortan las super
ficies en M; por consiguiente 

d'h — d V = ^ V . ( i ) 

COROLARIO I . S i dos superficies se cortan según una linea de 
curvatura de cada una de ellas, se cortan según un ángulo cons
tante, pues en este caso d'h y d ü son nulas; luego dM = o y V 
es constante. 

COROLARIO I I . S i dos sttperficies se cortan según im ángulo 
constante V, y s i la intersección es una linea de curvatura de una de 
ellas, será tina linea de curvattira de la otra, pues si en la fórmula 
( i ) se hace V == const ó = o y r¡?'.l = o, será d ü — o. 

COROLARIO I I I . S i tres fami l i as de superficies se cortan siempre 
ortogonalmente, se cortan según sus lineas de curvatura. 

Sea M el punto de intersección de tres superficies de familias 
diferentes y a, a' las torsiones geodésicas de la intersección de Í y / 
respecto á las superficies s y s'\ b y b' las torsiones geodés icas de 
la intersección de s y s" relativas á las superficies s y s"; c y c las 
torsiones geodésicas de la intersección de s" y s respecto á estas 
superficies. Se tendrá 

a — a' = o , b' — b" = o, c" — c— o. 

u 
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Pero, siendo ortogonales las intersecciones que consideramos, 
se tendrá en virtud del teorema anterior sobre la variación de la 
torsión geodésica, 

a-\- c = o, a' + ó' = o, ¿" + c" = o; 

luego a = a' = b' — b" — c* — c — o. Así pues, s, / , s" se cortan 
según sus líneas de curvatura. 

COROLARIO I V . S i una línea de curvatura de una superficie S 
es plana ó esférica, el plano ó la esfera que la contiene corta d aquélla 
según Un ángulo constante, porque toda línea trazada en un plano 
ó una esfera es línea de curvatura en este plano ó en esta esfera. 

COROLARIO V. S i una linea de curvatura C de una superficie S 
es plana, la arista de retroceso de la normalia desarrollable relativa 
á esta linea de curvatura es una hélice. 

E n efecto, sean a, b, c\ a!, b', c; a", b", c" los cosenos directores 
de las direcciones principales de la curva C; a^ b{, c{, a {, b \ , d ¿ 
a {, b"v c'\ los cosenos directores de la arista de retroceso D de la 
normalia desarrollable de que se trata. La línea D es una evoluta 

de C; de manera que, si se llama ds, ~ , á las cantidades a n á -

logas relativas á D, se tendrá (pág. 109) 

rfR = ^ 1 , a = a\, b = b \ , c = c\ 

yiaa ' = o, S aa\ = 1, S a'a'\ = o, 

S « ' 1 = eos 0, 2 a'a^ = 0, E aa"^ = sen 6,1 

1. a" al = sen %a"a'l = o, % a" a'̂  = eos ü,¡ 

(2) 

siendo 0 el ángulo que el plano osculador de C forma con el plano 
tangente á la superficie. Diferenciando S aa"í = o, tendremos por 
las fórmulas de Serret 

a' ds 
, + 1 a = o. 

R Tt 

sen 0 ds . ds, 
ó en virtud de (2) — ( - — - == p. (3) 
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Diferenciando S aal = o, se tendrá igualmente 

a'ds ds 

o en virtud de (2) — ~ 1- — = o. (4) 

K K1 

R, 
De (3) y (4) resulta tg 6 = — ; 

^ 1 
el ángulo 6 es constante para una línea de curvatura. Se ve pues, 
que la relación de la curvatura á la torsión en cada punto de la 
curva D es constante. Esta curva es por lo tanto una hélice traza
da en un cilindro. 

112. ENVOLVENTES DE ESFERAS. TEOREMA I . Las líneas de 
curvatura de toda envolvente de esferas son sus característ icas y sus 
trayectorias ortogonales. 

En efecto, la caracterís t ica de toda envolvente de esferas es una 
circunferencia, que es línea de curvatura de la esfera envuelta; y 
puesto que esta esfera envuelta encuentra á la envolvente según 
un ángulo constante (nulo), la característ ica es también una línea 
de curvatura de la superficie. E l radio de la esfera envuelta es evi
dentemente un radio de curvatura principal de la envolvente; por
que el radio de curvatura de la característ ica debe ser, según el 
teorema de Meusnier, la proyección del radio de curvatura princi
pal sobre el plano de la característica. Este radio de curvatura pr in
cipal es por tanto, el radio de la esfera envuelta: Recíprocamente: 

TEOREMA 11. S i un sistema de líneas de curvatura de una su
perficie se compone de circunferencias, esta su
perficie es la envolvente de una f a m i l i a de es-
jeras. 

En efecto, sea M N M ' una línea de curvatu
ra circular que pasa por un punto M , y M H 
otra línea de curvatura que también pasa por M . 
Sea Mw la normal á la superficie. Si se levanta Figura 66 
en O una perpendicular Ow al plano del círculo 
MNM' , encont ra rá en co á la normal á la superficie en M , que será, 
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en virtud del teorema de Meusnier, el centro de curvatura de la 
sección normal, que pasa según la tangente M T á la línea de cur
vatura M N M ' en M . Si desde ¿ como centro con el radio w M , se 
describe una esfera, contendrá al círculo M N M ' , que será una línea 
de curvatura de la esfera; pero ésta será tangente á la superficie 
según esta línea de curvatura, en M . Y, puesto que debe cortarla 
según un ángulo constante, debe también ser tangente á ella á lo 
largo de la circunferencia M N M ' . La superficie en cuest ión es una 
envolvente de esferas. 

COROLARIO I . E ¿ lugar de los centros de las esferas envueltas 
es también el lugar de los centros de una de las curvaturas principa
les, que se 7 educe entonces, en este caso particular, á una recta. 

COROLARIO I I . E n las envolventes de esferas, las normales en
cuentran á una recta fija. 

113. CÍCLIDA DE DUPIN. PROBLEMA. Obtener el lugar de los 
vértices de los conos de revolución que pasan por una cónica dada. 

Supongamos dada la cónica Kx* - \ - K y 1 — i en el plano de 
las xy. 

La ecuación más general de la superficie de segundo grado que 
pasa por esta cónica será 

kx*- + A ' / + A V + 2 ¥>yz + 2 Wxz + 2 C"z = i ; 

si es de revolución, será necesario que B' ó B se anulen. Sea B ' == o. 
Entonces será necesario que se tenga B2 = (A — A' ) (A — A"); 
y la ecuación de las superficies de revolución que pasan por la 
cónica podrá expresarse así 

A-r"2 + A ' / + A V + 2 B ^ + 2C"^ = i , 

B"2 = (A — A') (A — A") . ( i ) 

Establezcamos que el centro se halla en la esfera y hallemos el 
lugar de este centro. Será necesario hacer 

A.r = o, A > + B^ = o, By + h"z + C " = z o , C"z — l = o. 

La primera de éstas manifiesta q.ue el lugar es plano y que se 
halla contenido en el plano deyz. La. eliminación de B, A", C" entre 
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la segunda ecuación ( i ) y las tres últ imas, da 

Á,y2 + (A ' — A) (Az2 — A y - f 1) = o, 

AA'y2 + A (A ' — A ) 0S 4- (A ' — A) = o. 

E l lugar se compone pues, de una cónica colocada en el plano 

de las j /z , y también de otra cónica colocada en el plano de las xz . 

Las ecuaciones de la cónica propuesta y las de las que constituyen 

el lugar pueden escribirse así 

el foco de cada cónica es el vértice de otra cónica, y el lugar de los 
vértices de los conos de revolución que pasan por la cónica (B) es 
la cónica (A) . Si una de ellas es una elipse, la otra es una h ipérbo
la. Estas dos cónicas se llaman foca/es, la una respecto de la i)tra. 

Pues si buscamos el lugar de los puntos cuyas distancias á un 
punto de (A) son funciones racionales de las coordenadas de este 
punto, será necesario que, llamando, a, ¡3, y las coordenadas de 
estos puntos ó focos, se tenga 

{* — a)2 + (y - ¡S)2 - j - f = (¿r - f my + w)2, 

expresando /, m, n n ú m e r o s por determinar. Y por identificación 
con (A) , tendremos 

(x _ /2) & = ( i — m*) b* = n* — — |32 — y2, 

lm = o, ln — o, ¡3 - [ - mn = o. 

Limi tándonos á las soluciones reales, tenemos la ecuación (B). 
La ecuación (C) sería otra solución. Y se obtiene también 

¿x - f wy + n = ] / á — x - f |/^2 + a2 + 7 

Se ve que la suma de las distancias de un punto de la hipérbola 
focal á dos puntos diametralmente opuestos de la elipse, es cons
tante. Los puntos de la focal son pues verdaderos focos en el es-
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pació. Se ve también que la suma de las distancias de un punto de 
la elipse á dos puntos fijos de la hipérbola es constante. 

Es evidente que el cono de revolución cuyo vértice es un 
punto de (C) y cuya base es la cónica (A), tiene su eje dirigido 
según la tangente á la hipérbola. En efecto, esta tangente divide 
en dos partes iguales al ángulo de las generatrices del cono que se 
hallan en el plano de la hipérbola y terminan en el vértice de la 
elipse, que es el foco de la hipérbola. 

DEFINICIÓN. La c íd ída estudiada por Dupin es una superficie 
cuyas líneas de curvatura son todas circulares. 

Según lo que se ha dicho, las normales encuentran á dos 
curvas fijas C y C . En efecto, la cíclida será de dos maneras una 
envolvente de esferas, y la normal encontrará á los lugares de ¡os 
centros de estas esferas. La normal á la cíclida que se apoya en 
una línea de curvatura circular, pasa por un punto fijo de la curva 
C y sigue á la curva C7. Esta curva se halla pues en un cono de 
segundo grado, cuyas bases son líneas de curvatura del mismo sis
tema. Esta curva C es pues una cónica. E n efecto, por una curva 
de cuarto grado, propiamente dicha, no se puede hacer pasar una 
infinidad de superficies de revolución, y lo mismo sucede á la 
curva C. 

La curva C es el lugar de los vértices de los conos de revolu
ción que pasan por C; luego C y C son focales la una de la otra. 

Busquemos la traza de la superficie sobre los planos de las 
curvas C y C . Sean T esta traza, M uno de sus puntos. La normal 
en M á la superficie debe encontrar á C y C . Luego encuentra á 
una de las curvas, y pasa por el vértice de la otra, que es un punto 
fijo; luego T se compone de dos círculos, cuyos centros se hallan 
á la vez en los puntos que son s imul táneamente el foco de una de 
las curvas C y el vértice de la otra. 

Pero debe tenerse presente que la cíclida es una envolvente de 
esferas. Los planos de las curvas C y C deben ser planos de sime
tría. Puede considerarse á la esfera envolvente como si tuviese 
su centro en un punto to de C, su radio es la línea coM que une w 
con un punto de la superficie, que puede suponerse en el plano de 
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la hipérbola y que podrá ser la hipérbola. Es por consiguiente, tan
gente á dos esferas cuyos círculos máx imos son las trazas de la su
perficie en el plano de la hipérbola. Pero la diferencia de las distan
cias del punto a á dos puntos diametralmente opuestos de la elipse 
es constante; luego la esfera envolvente es tangente á una infinidad 
de esferas fijas. Luego: 

L a cíclida puede considerarse como la envolvente de una sene de 
esferas tangentes á tres esferas fijas. 

Este teorema de Dupin constituye la definición de la cíclida. 

§ 5.0 LÍNEAS ASINTÓTICAS 

114. DEFINICIÓN. Se llaman lineas asintót icas de una superfi
cie con curvatura opuesta, las que en cada uno de sus puntos son 
tangentes á una de las as íntotas de la indicatriz. Existen pues, dos 
series de líneas as intót icas , de las cuales una, en el caso de las su
perficies alabeadas, es el conjunto de las generatrices rectilíneas, 
porque para és tas el radio de curvatura es infinito. 

Ya al considerar las asintót icas como pertenecientes á familias 
de curvas conjugadas, hemos establecido una de sus m á s principa
les propiedades. Ahora observaremos que por cortar las as íntotas 
de la indicatriz á la superficie en tres puntos confundidos, tienen 
con ésta un contacto de segundo orden; luego 

TEOREMA. Las tangentes á las lineas as intót icas tienen un con
tacto de segundo orden con la superficie. 

Observaciones: 1.a Resulta de la definición de las asintót icas 
que, si se proyectan sobre un plano que pasa por una de sus tan
gentes normal á la superficie, serán tangentes en proyección, á su 
tangente en un punto de inflexión. 

2.a La fórmula de Lancret d ' \ — d§ -¡r d^ se reduce, para una 
línea asintótica, á d ' \ — d^, porque el ángulo 0 del plano oscula-
dor y del plano tangente á la superficie es siempre nulo. Así pues: 

L a torsión geodésica de una linea asintót ica es igua l á su torsión 
propiamente dicha. 

y 
Ejemplo i.0 Sea la superficie reglada z — k are tg — 
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llamada heücoíde alabeado de plano director, que se engendra de la 
manera siguiente: 

Consideremos un cilindro de revolución alrededor de Oz y en 
este cilindro una hélice cuyo paso es l i = 2^k, 
que parte del punto A de Ox (fig. 67). 

Supongamos una recta móvil N M que se 
apoya en el eje O^, sobre la hélice y permane
ciendo paralela al plano de las xy. Esta recta 
describe el helicoide de que tratamos. Y se 
tendrá 

Figura 67 

2kxy 

p = -
ky k x 

{x- — y * f 
2kxy 

La ecuación diferencial 

rdx* -\- i s d x d y -f- tdy^- — o 

de las líneas asintóticas es, en este caso, 

x y d x - -f- (j/2 — x1) dxdy — xydy1 = o. 

Resolviéndola con relación á se obtienen los dos valores 
dx 

dy 
dx 

l 
x 

dy 
dx 

x 

y 

que dan las proyecciones horizontales de los dos sistemas de líneas 

asintóticas. E 

ó integrando 

asintóticas. E l primer valor de - f - conduce á una ecuación ^ ^ 
dX y x ' 

log7 = log ,r + C y = Cx. 

Esta ecuación representa rectas que pasan por el origen. Son 
las proyecciones del primer sistema de líneas asintóticas, formado 
por las generatrices rectilíneas de la superficie, N M . 
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dy 
Kl seo-undo valor de - y - conduce a una ecuación 

dx 

x d x -[- y d y = o ó -r2 y- — cfi, 

siendo a una constante arbitraria. 
Las lineas asintóticas del segundo sistema se proyectan hori-

zontalmente según circunferencias cuyo centro es O, E n la super
ficie, son hélices, cuyo paso es h — 2-Kk, trazadas en cilindros de 
revolución alrededor de 0¿r. Una de estas líneas es la hélice direc
triz. Y se ve que los dos sistemas de líneas asintóticas se cortan 
ortogonalmente. E n cada punto, las direcciones asintóticas son rec
tangulares.. La indicatriz está formada por dos hipérbolas equiláte
ras conjugadas. 

2.0 Hiperboloide de una hoja. Sea 

x* y z-
A- B7 ~ C7 ~ 0' 

C2 v C '̂ y 
Tenemos / = _ _ _ , ? = - ^ 7 

Sustituyendo en la ecuación de las líneas asintóticas (pág. 138) 
resulta 

, dy2 dy , 

y diferenciando. 

dy ] d'iy 

dy 
La integral general es ^ ~ = const.; y sustituyendo en (1) resulta 

( k x — y Y = A ' k ^ B \ (2) 

que representa dos rectas, que son las generatrices rectilíneas de 
la superficie. 
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La ecuación (2) admite como integral singular 

dy 
O* — A2) — = xy. 

d x 

dv 
Si se sustituye el valor de ^ en la ecuación (2) resulta 

x* y* 

que comparada con la del hiperboloide conduce á 5 = 0; luego la 
solución singular da una curva á la que se proyectan tangencial-
mente las generatrices rectilíneas sobre el plano xOy. 

115. LÍNEAS ASINTÓTICAS DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCIÓN. 
Suponiendo z = / ( . r2 + / ) = f { u % x = u eos 0, j = sen 0. Si e» 
la ecuación diferencial de las líneas asintóticas se sustituyen los 
valores de dx, dy 

dx = eos § dn — u sen e ^0, dy = sen 6 du + u eos 0 du, 

tendremos 

{r eos2 í) 4 - 2 Í sen h eos 0 - f ¿f sen2 6) 
2 [(^ — r) sen 0 eos 6 + i- (eos2 0 — sen- 6)] m dudb 

4- r sen2 0 — 2 J sen o eos 0 + ^ eos2 6) ^2 dtf = o. 

Sustituyendo los valores obtenidos de r, s, t en función w y de 6, 
resulta para la ecuación de las líneas asintóticas 

ó, haciendo w2 = v. 

APLICACIONES: 1.a Hiperboloide de 1 evolución de una hoja. 

u*1 z2 
a* b 

— I . 
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Se tiene 

= b- W ^ a * f O2) = — ^ 1 = 
« 2 a i u l — a1 

r,, , b , T ^ ^ 
/ v {ul) = — ——^ —rr^; luego ^9 = - = — ; 

4 t f O - — ¿ r ) 3 - 2 ) /«2 — ^ « 

de donde u = , (expresando a una constante) 
eos (0 — a) r 7 

ecuación de una tangente á la línea de estricción. 
2.a Superficie engendrada por la tractriz 

1/-^—:—i , 1 CL \ ^ d1 — u% 
z — — ] a2 — t i 1 -\- a \og — — — . 

u 
Tenemos haciendo tf1 = v, 

r , "s \/-~i> . , a 4 - ^ a 2 — v 
f { v ) = — )/ «2 — v ^ . a \0g — 

f v 

w 4V2 ^ d l — v 

, „ ta a dv , a du ± 2d() = _ — o dd = — 

)/^2 — v v ^d¿ — tí1 u 

Haciendo u — a sen tp, se obtiene ¿/O = 
sen 0 

ó, expresando A una constante, 
sen cp Aat 

1 + eos cp A2<?e - f ^-e * 

(Resal. Exposition de la théorie des susfaces, pág . 62). 

§ 6.° LÍNEAS GEODÉSICAS 

116. DEFINICIONES. Según se expuso en el tomo I V (pág. 425) 
se llaman lineas geodésicas al m á s corto camino entre dos puntos de 
una superficie. Pero también se las suele definir diciendo que son 
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aquéllas cuya normal pr incipal coincide con la normal á la superficie, 
ó cuyo plano osculador es normal á la superficie, y que se demuestra 
como propiedad principal en la pág. 174. 

Podemos demostrar por consideraciones elementales que el arco 
de una línea geodésica es el mínimo entre dos puntos de la super
ficie basándonos en esta definición. En efecto, sea C el centro de 
curvatura de una sección hecha en la superficie por un plano que 
pasa por la cuerda ab — k, p = aC, d^-— /_ Cd, are a b — d < s = púk. 

3̂ / d é 
Se tiene k = 2o sen — = c¿/s 1 — — 

2 1 \ 12 

ó, sustituyendo ¿&2 por dn ~ c \ \ -\ ) . 
p \ I 2p - / 

Y se ve que d<s será mínimo cuando p sea un máximo, ó según 
el teorema de Meusnier, cuando el plano aCb sea normal á la su
perficie. U n hilo tendido entre A y B, en una superficie, trazará 
una línea geodésica. 

Esto sentado, las ecuaciones de las líneas geodésicas , tomando 
el arco por variable, serán 

d'2x d'2y d'lz 

ó bien, llamando A, C á los coeficientes del plano osculador, 

A / + B ^ — C = o. 

Supongamos que la ecuación de la superficie sea f ix, y , 2)== o, 
la ecuación de las líneas geodésicas será 

l f I f 3/ 
A + B + C ^ = o ó A / , + B/2 - f C/ , = o. 

Y haciendo N = V/i"2 + / 2 2 + /3'2! se tendrá 
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ó, diferenciando, 

/ f i \ . . . i l f Á \ 
— o. 

Sustituyamos / n f2 , J3 por las cantidades d'\r, d'2y, d^z que 
Ies son proporcionales, cuando se toma s por variable indepen
diente, ó mejor, por las expresiones d-xds — d^sdx, relativas 
á una variable cualquiera; y tendremos 

v¡ {d'2xds — disdx) d { ^ - ^ j = 0 

ó S {d2xds — d-'sdx) {Ndf^ — f ^ N ) = o, 

es decir, 

N¿y Z d / t d - ' x — W s ^ d f . d x — d H d s V f ^ x + ¿ ¿ N ^ í I / ^ . r === o; 

y, en virtud de las fórmulas x 

S y i = 0, S [df^dx -\- f^d'Kr) = o, 

la anterior se reduce á 

^ d f . d K r — Y.dj.dx i^d'ls — afN¿y) = o. 

Esta ecuación puede escribirse de la manera siguiente, 

S d j ^ x d-s d N 
z d / . d x — + = ^ 

fórmula dada por Joachimstahl para las líneas geodés icas . 
Ejemplo. Sea la superficie 

x1 /2 B: 
^ + 7 F + -7- = I> 

se tiene 

2 x ' 2dxd'1x 2dx% 

luego S ¿(/ití?2^- = ¿¿ Sd/j ¿ r ; 
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y la ecuación de las líneas geodésicas será 
i d Yidf^dx 

ds 2 Y.df.dx 
i 
- l o g S ^ / ^ r -

d's , ( M 
+ ^ = 0 

log ds - [ - log N = const., 

Figura 68 

que es una integral primera. 
PROPIEDADES. TEOREMA I . L a m i ma l pr incipal de una geodé

sica es normal á la superficie en que se halla ésta trazada; ó también: 
E n todo punto de una geodésica, el plano osculador correspondiente 
pasa por la normal á la superficie. 

Sean A, P, B tres puntos consecutivos de una línea geodésica 
(fig. 68) y AP = BP. De la definición de esta línea 
resulta que de todos los tr iángulos isósceles cuya 
base es AB, y cuyo vértice está en la superficie, el 
de menor altura es el APB. Estos tr iángulos tienen 
sus vértices en una curva CPE de la superficie que 
es la intersección del plano perpendicular á AB 
en su punto medio y la superficie. PD es la altura 
del tr iángulo isósceles APB, siendo P el punto de 

la curva CE, cuya distancia á D es un mínimo, es decir, PD es per
pendicular á la tangente á CPE y PD pasa por el centro del círculo 
circunscrito al triángulo, siendo en el límite la normal principal de 
la geodésica APB en P, y es perpendicular á su tangente en dicho 
punto. La normal principal PD es pues perpendicular á dos tangen
tes, y por consiguiente normal á la superficie en P. E l plano oscu
lador APB de la geodésica contiene pues á la normal PD. 

TEOREMA I I . L a proyección de una linea geodésica sobre el plano 
tangente presenta una inflexión en el punto de contac-

v to, porque el plano tangente pasa por la tangente per-
pendicularmente á la normal principal. 

TEOREMA I I I . Dada una curva malquiera MS 
(fig. 69) trazada en una superficie, se trazan líneas 
geodésicas M N , M ' N ' , normales á MS, y se toma 
M N = M ' N ' = . . . . i í7 lugar de los puntos N , N ' , será normal d 
las líneas M N , M ' N ' , 

"AI M' 
Figura 69 
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Sean r el arco de geodésica M N , s el arco de curva N N ' , V el 
ángulo de N N ' con N M . Se tendrá 

eos V = — h — - — 4 - . 

Supongamos que se haga variar las longitudes tales como M N . 
Se tendrá: 

3 eos V i x ci-,r clr ^x 
I r ~ Zr/bs ' l f l ^ 

Pero se tiene que 

Tsx tfx l y 32j ^ }?z I 3 ^r2 + 3j/2+ ^ I 3.1 
3r SÍ cir 3^ c)r 3^ 2 Sj- Sr"2 2 

luego 

S eos V c^r 3j/ 32j// 3^ 3á z 

tfx 

Sustituyendo por sus valores deducidos de las ecua

ciones (R es el radio de curvatura de la geodésica) 

tfx Ir y tfz 1 
W * ' p ~ w ' q ~ ~ ^ W l ~ R ) / 7 + + f 

que expresan, que la normal principal á la línea geodésica es la 
normal á la superficie, se tiene 

3 eos V / S,r . 3i/ 1z 
br \1s ^ 2 I s ) R )/i 4 - ^ 4- f ' 

La dirección ^, — 1 es normal á la dirección 

(W "bz • 7) eos V 
os 7>s os • I r 

Así el ángulo V no depende de r. Se puede pues, tomar r = ó. 
Entonces eos V = o; luego eos V es siempre nulo. 

Observación. Si por un punto fijo O se imagina una serie de 
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geodésicas de igual longitud OM, se obtendrá una curva, que se 
llama circulo geodésico, cuyo centro es O y OM el radio geodésico. 

Los radios geodésicos coi'tan a l circulo según un ángulo recto. 
Este teorema resulta del anterior 

TEOREMA I V . S i dos geodésicas se cortan según un ángulo in f i 
nitamente pequeño doj,j/ s i se trazan^ en c a í a una á pa r t i r de su punto 
de intersección O, longitudes iguales OM, OM' = di infinitamente pe
queñas, se t endrá M M ' = dldw. 

E n efecto, proyectemos la figura O M M ' sobre el plano tangente 
á la superficie en O. Sean m y m las proyecciones de M y M ' , Om 
y Om' tienen en O un punto de inflexión. 

La diferencia entre mm y M M ' es de segundo orden con rela
ción á cada una de estas líneas; se puede pues tomar M M ' = m m . 
E l ángulo tífw se proyecta según su verdadera magnitud, porque las 
tangentes á OM y á OM' están en el plano tangente. Estas tangen
tes lo son también á Om y á Om . Pero, como hay inflexión en O, 
las distancias de M y m á sus tangentes son de tercer orden, sien
do mtri de segundo. Se pueden sustituir los puntos m y m por sus 
proyecciones sobre dichas tangentes, y se tendrá 

mm = M M ' = d ^ d l . 

TEOREMA V . L a torsión geodésica de una linea geodésica es 
igual á su tors'ón propiamente dicha, lo que justifica la denomina
ción torsión geodésica. 

En efecto, siendo d'\ — d^ -f- dx, por ser 9 = —, db = o y por 

d i 
consiguiente, la torsión geodésica es igual á — , que es la torsión 

as 
propiamente dicha de la curva. 

TEOREMA V I . Las torsiones de las curvas geodésicas que pasan 
por mismo punto de tma superficie v a r í a n como los cuadrados de 
los radios vectores de tma lemñiscata de Bernoulli . 

117. CURVATURA GEODÉSICA. Puesto que las líneas geodésicas 
son en una superficie S como las rectas en un plano, se llega por 
analogía á la noción de curvatura geodésica. 
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Sea una línea cualquiera L trazada, en una superficie S. T ra 
cemos la línea geodésica (fig. 70) tangente á la línea L en un 
punto M; y, desde un punto infinitamente próxi 
mo M ' tomado en L , tracemos la línea geodésica ^ / 
M'P perpendicular á M ^ . Se llama radio de curva- í j 
tura geodésica de la curva en el punto M al límite V ' j ^ ^ ^ 

' MP"2 ' 
hacia el que tiende la relación , .̂  cuando M ' Figura 70 

tiende hacia M . Llamando al radio de curvatura geodésica de la 
línea L en M , se tendrá por definición 

R„ = l im 
2M'P * 

La curvatura geodésica es 1 : R^. E l radio de curvatura g e o d é 
sica definido así, no cambia cuando se deforma la superficie como 
una pieza de tela flexible é inextensible; porque conservándose las 
líneas geodésicas, las longitudes de los arcos MP y M'P perma
necen invariables así como el ángu lo M 'PM. 

118. GEODÉSICAS Á LAS SUPERFICIES DE REVOLUCIÓN. Siendo la 
ecuación de las superficies de revolución 

I , 

2 — f y ¡ x ' -T-y2) = o, 
sus ecuaciones diferenciales son 

d^x _ d^y d'2z — x f — y f 
ds* ' ds'2 ' ds- ~ fx* _j_ y ~ _|_ y* 

de las que resulta 

d^x d'2y d 

que es la ecuación diferencial de la proyección de las líneas g e o d é 
sicas sobre el plano de las x , y . Escribiendo la úl t ima ecuación en 
coordenadas polares, será 

£ ( <> d"¿\ d jf 
J s \ r T s ) ^ 0 eintegrand0 ^ ^ = c o n s t r 0 . (1) 

12 
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Clairaut dió la representación geométr ica en el siguiente 
TEOREMA. E n todo punto de una superficie de revolución, el 

producto del radio del paralelo y del seno del ángulo de la geodésica 
con el meridiano es constante, pues siendo 

X ^ Z ^ K en la figura PQ = rdy, P F ' = ds, repre-
/ ' ^ ^ ^ r ^ ^ ^ ^ ^ s sentancl0 Por a Q\ ángulo PP'Q será 

Figura 7i = sen a y r sen a = r0. (2 ) 

E l ángulo PP'Q = a de la geodésica con el meridiano del punto 
P' forma, con error de un infinitamente pequeño Ja, un ángulo 
igual que el formado con el meridiano en el punto P. 

A l crecer r, disminuye a y viceversa. Si el radio del paralelo es 
menor que la constante r0, no puede c o r t a r á la línea geodésica 
de este paralelo, puesto que sen a < 1. Consideremos pues una zona 
limitada por dos círculos paralelos de radio rQ, en la que los demás 
radios sean mayores que r0, la ecuación (2) se verificará en todo el 
intervalo. Supongamos que la integral de (1) sea 

* y ) ó 0 = / ( > ) , (3) 

en coordenadas polares. Tenemos 

ds* = dx2 + d f + dz* = dr~ + r * d f + / ' { r ^ d r 2 

= r ^ d f 4- [1 + / ' ( r f ] dr* 

r ' d f 
y puesto que ds* = ——7- , 

sustituyendo, tendremos 

r 

que es la ecuación de las líneas geodésicas . 
Si sust i tuímos el valor de dado por la ecuación (1) será 

..-2 Ü 1 ^1 • 
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§ 7.0 LÍNEAS DE NIVEL Y DE MÁXIMA PENDIENTE 

119. DEFINICIÓN. Se llaman líneas de nivel en una superficie 
á las secciones en ésta por planos horizontales 2 = const. 

Estas líneas se proyectan según su verdadera magnitud sobre 
el plano de las xy. Si la ecuación de la superficie es F {x,?, z) = o, 
la ecuación de las proyecciones horizontales de las l íneas de nivel 
es ¥{x,y, C) = o. Se llaman líneas de máxima pendiente á las líneas 
trazadas en la superficie según ángulo r^cto, respecto á las líneas 
de nivel. 

ECUACIÓN DIFERENCIAL. Sabemos que para los incrementos 
dx y dy se. tiene 

dz = pdx 4- qdy 

Figura 72 

Por un punto de una superficie pasan una 
línea de nivel y otra de máx ima pendiente. 
Llamemos dlx, d^, d̂ z k las proyecciones 
de la mutac ión M M j infinitamente pequeña , 
efectuada en la línea de nivel y dx, dy á las de una mutac ión M M ' 
efectuada en la línea de máx ima pendiente. Tendremos 

dxz = pdix + qdxy 

Pero como á lo largo de la línea de nivel es z constante, d̂  z es 
nula y se tiene 

pd^x + qd̂ y = o. ( I ) 

Además por ser rectangulares las mutaciones MMi y M M ' , se 
tiene 

dxdix + dyd ŷ + dzd^z = o, 

es decir, puesto que dyZ es nula, 

J J 7 , , dy d.x 
axdy x + dydxy = 0 o — = . 

dx diy 
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Y, según la condición ( i ) , se tiene 

lieo. d ^ = l 

pdy — qdx = o. (2) 

Esta es la ecuación diferencial de las proyecciones horizontales 
de las líneas de máxima pendiente. 

Si la ecuación está en forma explícita 

F {x\ y , z) = o, 

tendremos 

— - f - ^ — = 0, — - ^ — = 0, 

y la condición (2) se reduce á 

— dy — — dy = 0. ÓX dy 

OBSERVACIÓN. Las proyecciones hoi izontales de las lineas de 
m á x i m a pendiente cortan según un ángulo recto á las proyecciones 
horizontales de las lineas de nivel, pues el ángulo recto IV^MM' tiene 
el lado paralelo al plano de proyección. 

EJEMPLO. Lineas de m á x i m a pendiente del elipsoide. Sea un 
elipsoide 

x l y 
i + ^ + — 1 ^ 0-

Las linas de nivel son elipses, obtenidas cortando á la superficie 
por planos paralelos al plano horizontal Para calcular / y q, dife
renciaremos, considerando á z como función de x , y tendremos 

x z y z 
- j - + > 7 = 0 , - + ^ = 0. 

La ecuación diferencial 

pdy — qdx = o 
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de la proyección horizontal de las l íneas de m á x i m a pendiente es 
por tanto, 

x y dy d x 
— dy — "7T d x = o ó — = m 
a o1. y X 

habiendo hecho ni == — , v 

log x = m log x + log k ó y = kxm, 

ecuación de la proyección horizontal de las líneas de máx ima pen
diente. 

§ 8.° GEOMETRÍA ESFÉRICA 

120 . COORDENADAS ESFÉRICAS. Se puede representar un pun
to M en la esfera, refiriéndolo á un tr iángulo 
trirectángulo x , y , z (fig. 73). Sea O el centro de 
la esfera, y hagamos pasar arcos de círculo m á 
ximo x Q í y ? por el punto M.Haremos ; = t g £ r P ) 
7¡ = tg ¿rQ; y representando por x , y , z las 
coordenadas cartesianas rectangulares de M , 

tendremos \ •• (1) 

E n efecto, se tiene 

z = OM eos MP eos -sr?, 

Figura 73 

de donde 
sen z P 
eos z P 

x = O M eos MP sen ¿?P 

tg zF = c. 

Las fórmulas (1) servirán para calcular las coordenadas esféricas 
; y'-ri de un punto, por medio de sus coordenadas ordinarias; y se 
pueden considerar las coordenadas x , y , z como coordenadas esfé
ricas homogéneas. 

121. ECUACIÓN DE UN CÍRCULO MÁXIMO. Una circunferencia 
máxima de la esfera es la traza sobre ésta de un plano que pasa 
por el centro; su ecuación es 

K x + + Cs: = o. (2) 
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Dividiendo por ¿r, y aplicando las fórmulas ( i ) , la ecuación de la 
intersección del plano y de la esfera ó la ecuación homogénea de 
un círculo máximo será 

+ Br, + C = o. 

Recíprocamente: Toda ecuación de primer grado l y v-j ú homo
génea en -r, y , 2, representa un círculo máximo; eos a, eos (3, eos y 
son las coordenadas homogéneas del polo de este círculo, cuando 
la ecuación tiene la forma x eos a + > ' eos p + ^ eos y = o. 

ECUACIÓN DE UN CÍRCULO MENOR. Haciendo ,v = iz, y = 'f¡z en 
la ecuación de un plano 

A x + B M - + D = o será (A^ + Brj + C) 2 + D = o. 

que representará un círculo menor. Pero, suponiendo el radio de la 
esfera igual á la unidad, se tiene 

^ f + y + Z 2 = I Ó Z* + rj2 4- I ) = I . 

Por consiguiente z = ; 

luego la ecuación de un círculo menor será 

a i - \ -Brí + C = D f i ^ 4 - ó { A x + By + Csr)2 = D ' - + ^ 4 - z * ) , 

que es la ecuación del cono recto de base circular. Las coordena
das homogéneas del polo del círculo son A, B y C. 

122. DISTANCIA DE DOS PUNTOS. La distancia esférica § de dos 
puntos y)) y r / ) ó (x, y , z) y (V, / , z') se expresa por la 
fórmula 

& + - iV + 1 eos 3 == x x ' - j - y y ' -f- zz' 
te + ^ + i ) ^ 2 + + 

que es la ecuación de un círculo menor. 
OBSERVACIÓN. B / ángulo de dos arcos de circulo máximo es 

igua l á la diferencia de sus polos. 

123. TANGENTES. Sea la curva / ( £ , TQ) = 0 ó f {x, y , z) = o. 
La expresión de un arco de círculo máximo tangente á esta curva 
se obtiene expresando que pasa por los dos puntos infinitamente 
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próximos H, v) y ; + d i , v) -f- d-i\. Así tendremos que 

dn 

La ecuación del arco del círculo máx imo tangente será 

Las coordenadas del polo son - — , — ó dr{, — d i , y^d^—\dy[, 
ox dy 2)3 

124. CURVA POLAR. Se llama curva polar de una curva dada, 
el lugar de los polos de arcos de círculo máximo, tangentes á la 
curva dada. Su ecuación se obtiene eliminando x , y , z, entre 

f \ x , y , z ) = o y X = ^ : , Y = ^ , Z == ^ 

125. - ENVOLVENTE Y CURVATURA GEODÉSICA. La envolvente de 
una curva esférica que contiene en su ecuación un parámet ro , es 
el lugar de las intersecciones sucesivas de esta curva. La teoría de 
las envolventes en la esfera es la misma que en el plano. Observa
remos que la curva polar de una curva es envolvente de los c í rcu
los máximos cuyos polos son los puntos de la curva propuesta. 

Si se trazan por los extremos de un arco ds de curva esférica 
arcos de círculos máx imos tangentes á éste, el ángulo s que éstos 

forman se llama ángulo de contingencia geodésico. E l límite de se 

llama curvattira geodésica. 
126. INDICATRIZ ESFÉRICA. Si por el centro de una esfera, 

cuyo radio suponemos igual á i por sencillez, se trazan radios para
lelos á las tangentes de una curva dada, se formará una superficie 
cónica cuya traza sobre la esfera se llama indicatriz esférica de la 
curva propuesta (pág. 90). Esta indicatriz tiene á su vez una indi 
catriz que se l l a m a \ s - ^ m ^ indicatriz de la curva propuesta. 

TEOREMA I . S i por el centro de la esfera se trazan planos pa 
ralelos á los planos osculadores de una curva, los arcos de círculos 
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máximos que determinan en la esfera envuelven á la indieatriz de 
esta curva. 

E n efecto, por ser el plano osculador paralelo á dos tangentes 
infinitamente próximas, el plano paralelo al plano osculador, tra
zado por el centro de la esfera, contendrá dos generatrices del cono 
cuya base es la indieatriz. Será pues tangente á este cono; y las 
trazas de este plano y del cono en la esfera serán tangentes. 

TEOREMA I I . S i por el centro de la esfera se trazan tres ejes pa
ralelos á las tres direcciones principales de una curva, el primero 
(paralelo á la tangente) describirá la indieatriz, el segundo (paralelo 
á la normal principal) describirá la segunda indieatriz, el tercero 
(paralelo á la biiiormal) describirá la polar de la indieatriz. 

E n efecto, la paralela á la normal principal se halla en un plano 
paralelo al plano osculador. Su traza está pues en el arco de círculo 
máximo tangente á la indieatriz y á una distancia del punto de 

71 

contacto igual á —; el punto correspondiente de la segunda indi

eatriz se halla situado del mismo modo. 
127. IMAGEN ESFÉRICA. Imagen esférica de una porción de 

superficie, terminada por una curva cerrada, es la parte de esfera 
inscrita en lo que llama Gauss imagen de la curva, es decir, la 
curva que se obtiene, cuando se busca en una esfera de radio 1 el 
lugar de las trazas de los radios paralelos á las normales á la su
perficie á lo largo de la curva C. 

TEOREMA. L a imagen esférica de una linea asintót ica es la 
curva polar de su indieatriz esférica. 

TEOREMA DE GAUSS. Describamos alrededor de un punto M de 
tina superficie un área cerrada dQ; sean dÜ' szt imagen esférica, R y 

' . . dQ 
R' los radios de curvatura principales en M; se tendrá RR' = —— . 

Tomemos por elemento del área Q el tr iángulo cuyos vértices 
son el punto M {x, y , z) y dos puntos cuyas coordenadas son 

x -\- dx, y -1- dy, z -\- dz y x + \ r , y -|- 'hy, z tz 

y sean X , Y, Z, 

X + rfX, Y + rfY, Z + rfZ, X - M X , Y + 3Y, Z + 3Z 
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los vértices del tr iángulo imagen Q'. Las proyecciones de las áreas 
ü y ü ' sobre el plano de las ,r, j son 

dyox — d x t y y ^ Y o X — dXoY. 

Y por ser paralelas las áreas Q y Q', sus relaciones serán igua
les á las de sus proyecciones. Se tiene pues 

dQ' dYoX — d X i Y , 3Q' 3 (X, Y) 
dQ dyox — d x l y 5 0 ~zb{x^y) ' 

Pero haciendo p = — , o = — 

se tiene X = Y = 
i f + ^ + í ' i f + q - + l ' 

dQ' ^ ( X , Y) 3(X, Y) S ( A ^) 
lUegO - r p r = : — — L v-r ' y ; / \ 

Per0 ^ _ _ _ _ i + ?2 SX 

luego 

¥ (/2 + ^ - f i)3:2' ^ (/2 + ^ + i ) 3 : 2 

3 ( X , Y ) ( i + ^ ) ( i + ^ ) - / V 1 

( A <?) 
y se tiene ademas / — r¿ — s1-

luego, en vez de (1), 

SQ' r t — s2 1 

3Q = (1 - f / 2 + ^)4 = RR7' 

lo que demuestra el teorema. Por consiguiente 

Para obtener una porción ñnita de la imagen, se sust i tuirá dQ 
por d x d y f i - f / 2 - f - ^ , y se integrará para todos los puntos de la 
parte de área considerada, obteniéndose 
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S ( A 0) - i 
Y por ser r t — s* = — tendremos 

3 j;/) 

dpdq 

J ( i + / 2 + r ) 3 : 2 

La cantidad ü ' es la curvatura total, según Gauss, de esta por
ción de superficie, que puede escribirse bajo la forma 

/ / R R ' ¿ / Ü ; Ó ¡fRR 'do senO^.]/, 

expresando 0 la colatitud y la longitud de la imagen del ele
mento d ü . 

128. SOBRE LAS IMÁGENES DE LAS LÍNEAS DE CURVATURA. Sean 
,r, y , s las coordenadas del punto M de una línea de curvatura de la 
superficie S y £, y\, £ los cosenos de los ángulos que forma la nor
mal á la superficie S con los ejes; £, r,, s serán también las coorde
nadas de la imagen del punto M sobre la esfera de radio uno, des
crita desde el origen como centro. 

Sean R y R' los radios de curvatura principales 'en M . Se tiene 
por el teorema de Rodrigues 

dx dy dz 

y llamando ds y dn k los arcos correspondientes de la línea de cur
vatura considerada, se deduce de ( i ) 

ds 
R = — y dx = Rd\, dy == R^/v], dz = R d ^ 

da 

de donde 

dKr = Rdirc-\-dcdR, d y = Rd*-f[-hd-ridR, d^z = R d ^ i d^dR; 

luego dyd^z — dzd'ty == R"2 d'2^ — dtd2TJ); (2) luego 

TEOREMA. Las líneas de curvatura y sus imágenes tienen, en los 
puntos correspondientes: 1.° tangentes paralelas; 2 ° blnor males para
lelas; j . ° normales principales paralelas. 

Luego, tienen las mismas indicatrices esféricas, y los planos ñor-
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males á la superficie y á la esfera son paralelos según dos arcos co
rrespondientes. 

Dos arcos correspondientes ds y de la superficie y de la esfera 
ds 

se hallan entre s i en la relación d? = —-, designando R el radio de 

curvatura de la curva trazada en la superficie. 
Las imágenes de las líneas de curvatura forman^ como estas cur

vas, tma red ortogonal. 
Las ecuaciones (2) elevadas al cuadrado y sumadas dan, llaman

do p al radio de la curva imagen, 

ds6 da6 
- ^ = R / ' ó 0 = 1 . 

Así: B l radio de curvatura de la iinagen es igua l a l radio 
de la esfera. 

Observación. Si la superficie S es un icóncava en el punto M , 
es decir, si las dos secciones principales tienen sus concavidades 
vueltas en el mismo sentido, entonces los radios de la esfera, tra
zados en el mismo sentido, á partir del centro, que las normales á 
S, dirigidas hacia la convexidad de esta superficie, de terminarán un 
triángulo ¡J-p-V") cuyo plano será paralelo al del t r iángulo M M ' M " , 
hallándose recorridos los contornos en el mismo sentido. 

Si la superficie tiene indicatriz hiperbólica, se podrán tomar 
para M M ' y M M " dos direcciones correspondientes á secciones cu
yas concavidades están en sentido contrario. Entonces, si las nor
males en M y en M ' que determinan el lado ¡xp.' del t r iángulo esfé
rico, se hallan situadas á un cierto lado de la superficie S, las que 
determinen el otro lado ¡A^", deberán ser, la una prolongación de 
la normal precedente en M , la otra, la normal en M", situada al 
mismo lado de S que ésta prolongación; y los dos t r iángulos M M ' M " 
y ¡J-p-V" tendrán sus vértices dispuestos en sentido inverso. 

Por último, si la superficie S es desarrollable, tomando siempre 
para M M ' y M M " dos secciones principales, una de estas secciones 
MM' será la generatriz rectilínea. Las normales en M y en M ' serán 
paralelas y, por consiguiente, ¡J.' se confundirá con ¡J.. E l t r iángulo 
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¡J.IJ/¡J." será pues nulo, y por consiguiente, la medida de la curvatura 
será igual á cero. 

Si expresamos ahora, bajo forma de determinantes las áreas de 
los dos t r iángulos dS y ^ H , por medio de las coordenadas de sus 
vértices, proyectados sobre un mismo plano, las expresiones darán 
las áreas con el mismo signo ó con signo contrario, según que los 
dos tr iángulos tengan dispuestos sus vért ices en el mismo sentido 
ó en sentido opuesto. Resultará pues, que la relación X' de estas 
expresiones será positiva ó negativa, según que la superficie S 
tenga sus dos curvaturas principales en el mismo sentido ó en 
sentidos contrarios. La superficie será, según esto, una superficie 
de curvattira positiva ó negativa. Una superficie desarrollable será 
una superficie de curvatura nula. 

Podemos obtener una expresión geométr ica de la medida de la 
curvatura. Tomando el tr iángulo M M ' M", en el que dos lados sean 
las secciones principales, M M ' será igual al radio de curvatura 
principal correspondiente R, multiplicado por el á n g u l o de contin
gencia, que se hallará representado por el lado ¡J-U.' del tr iángulo 
esférico ¿ E ; luego M M ' = R. ^ y también M M " = R'. ^a", siendo 
R' el otro radio de curvatura principal. Por otra parte, es fácil ver 
que el tr iángulo p-u-V es rectángulo, como el M M ' M " ; luego la re
lación de las áreas de estos t r iángulos es 

I I I T 

M M ' . M M " RR'* 

La medida de la curvatura de la superficie es pues igual al pro
ducto de las curvaturas de las secciones principales. 

Luego, si se representan por a, b, c los cosenos de los ángulos 
que la normal á S forma con los ejes, ó las coordenadas del punto 
¡x de la esfera S, correspondiente á M , y sf hacemos 

da — a^dx -}- a^dy, db — bvdx + b.¿dy, 

tendremos K 
ai a.2 

bx b. 

r t — s-

( / + <?2 + i)5 
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A P L I C A C I O N E S D E L A S I N T E G R A L E S D E F I N I D A S 

CCAPÍTUEfO I 

Aplicaciones de las integrales definidas simples 

§ I.0 CUADRATURAS 

129. PARÁBOLAS. Vamos á obtener la expresión del área de 
las parábolas representadas por la ecuac ión 

z= pxm, 

en la que m y n son positivos. Tendremos 

/ y d x = pn \ x n d x = pn ' V C. 

i J ^ - + 1 

Si se toma el área á partir de x = o, se tendrá C = o, y la ex
presión del área terminada en la ordenada relativa á un valor cual
quiera de x , será 

1 -̂ - + 1 

— O . 
m -\- n m - { - n 

De manera que el arco de la curva divide al rec tángulo xy en 
la razón constante n : m. 

HIPÉRBOLAS. La ecuación general xm yn = p representa las 
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hipérbolas, cuyas asíntotas son los ejes de coordenadas. Se tendrá 

i 
1 r r m .~¿ r r 1 / _ r _ _ ^ L 4)71 x n ' 

\ydx = pn / X n dx = - — h C. ( i ) m 
— + I n 

Sea m < n, y supongamos que el área principia en el punto 
cuyas coordenadas son a, 6. La expresión del área será 

•mpn U n — v T ^ ) , n i x y — fa) 

ni 

Este valor es finito para a = o, aunque se extienda el área inde
finidamente en el sentido de las y, puesto que el eje de las y es 
asíntota de la curva; pero se hace infinita al mismo tiempo que x. 
Así pues, el área contada, á partir de una ordenada arbitraria y 
prolongada al infinito hacia una de las asíntotas, es finita ó infinita, 
según que la coordenada contada sobre esta asíntota tenga en la 
ecuación el mayor ó el menor exponente. 

Buscando —• \ J xdy, tendr íamos el área comprendida entre el 
J & 

arco y las abscisas trazadas por sus extremidades; su expresión es 
mxy , , 

n ^ - Estas dos áreas están en la relación de los exponentes n y m . 

Si fuese in ̂ > n, se obtendría la misma conclusión. 
Si m = n, la ecuación será de la forma xy—p*, y represen

tará una hipérbola equilátera, puesto que los ejes son rectangula
res. Se tendrá entonces 

fx f* dx x 
/ ydx = p9- I ~ — pi¿ log -

J a J a 'r a 

En el caso de comenzar el área en el eje de las y , se tendrá 
a = o; de modo que el área comprendida entre una ordenada cual
quiera y el eje de las y es infinita. 

Si a = p, el área principiará en la ordenada que pasa por el 
vértice; y si se toma p por unidad, su expresión será log x . E n esta 
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propiedad tiene su origen la denominación de logaritmos hiperbóli
cos, que se ha dado á los logaritmos neperianos. 

Sea U M V una de las ramas de las hipérbolas de diversos 
órdenes . Contando los segmentos desde el origen de las absci
sas, contiene el espacio infinito en longitud, comprendido entre 
la parte CV de la curva y su asíntota A Y , cuya área es in f i 
nita ó finita, según que m es mayor ó menor que n, pues para 
obtener el espacio BCMP, tomado desde 
la abscisa A B = a hasta la AP = b, es 
necesario hacer sucesivamente x — a, 

i 
. "¡T n — in 

npn 
x = b en la expresión ——— x 11 y res-

n — m 
tar el primer resultado del segundo, ob
teniéndose 

i 
•M-h ñ í n~m 71 ~ m\ 

BCMP = - - ^ — U n - a n ) . 
n — m 

Si hacemos a = o, el punto B coincidirá con el A, y el espa
cio BCMP se cambiará en Y A P M V ; pero la cantidad será 
infinitamente ó nula según que sea ó <^n. E n el primer caso. 

Figura /4 

Y A P M V = 
npUn i n~m \ npUn n~m 

[b n _ oj ^ 
m n — m 

Dejando a con un valor finito y haciendo b infinito, se tendrá 
el área X B C U , que será infinita si m es menor que n, y que será 

igual á a{n—m):n sj n% Resulta pues, que cuando m y 
m — n 

n son desiguales, de los dos espacios asintóticos el uno es infinito 
y el otro finito. 

La razón de esta diferencia se encuentra en la mayor ó menor 
rapidez con la que se acerca la curva á su asíntota; y puesto que 

y p \: n • ^m:n ^ __ pl:m • j,n:m 

se ve que, cuando m ^ n , y crece mucho m á s rápidamente que x 
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y por consiguiente, la curva se acerca con más rapidez al eje de 
abscisas que al de ordenadas y viceversa. 

Ya hemos visto que cuando m = n , la expresión del área se pre
senta bajo una forma infinita y que adquire la forma / log .*•-[-const. 

Sea U M V (fig. 75) una de las ramas de la hipérbola equilátera 
cuyo se mi-eje transverso es AC = ¿r, 

rí—M1 M" 

siendo BC . A B = AB- = T en d ré -

Fisura 75 

a-BCMP = — log AP 
2 2 

mos p = — \ y si contamos las áreas 

á partir de la ordenada BC, corres
pondiente al vértice C, se obtendrá 

AP 
loe AB = log 

A B * 

Si se hace A B = 1, será 

BCMP = l o g A P , B C M ' P ' ^ l o g AP' , BCM"P" = Ipg A P " . . , 

Así pues, si las abscisas AP, AP ' , A P " . . . se hallan en progre
sión por cociente, las áreas correspondientes estarán en progresión 
por diferencia. 

Observación i.a Los espacios asintóticos correspondientes á 
las abscisas negativas no pueden hallarse comprendidos en la misma 
fórmula, pues la función log x se hace imaginaria. Esta anomalía 
depende del paso de la ordenada ^ por el infinito. Cada una de estas 
áreas se expresa separadamente. 

Observación 2.a E n la logarítmica cuya ecua
ción es y — log x, se tiene 

/ y d x — / dx log x = x log x — x + const. 
La parte variable de esta expresión se hace nula 

cuando x = o, porque haciendo x = \ \ m toma la 
forma — log m : m — w m, bajo la que es nula, 
cuando m es infinito. Es por tanto inútil añadir 
una constante, cuando se obtienen los segmentos á partir del punto 
A (fig. 76.) Haciendo x = A E = 1, tendremos la expresión del es
pacio asintótico cAE.x finito é igual á 1. 

Figura 76 
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Si se toman las ordenadas por abscisas, se tendrá 

I xdy — / dx — x 

para el espacio cOVíx apoyado en el eje de ordenadas AC, cuya 
expresión es algebráica, sin añadirse constante, porque se anula al 
mismo tiempo que x . E l área ¿rAK^r, correspondiente á A E = i , 
tiene por esta fórmula el mismo valor que la anterior, prescindiendo 
del signo. 

Si en vez de ser el módulo igual á i fuese M , tendr íamos 

/ dx log x = x log x — / Wdx = x l x — M^r, / xdy = M x . 

ax 
CURVA y — -—, Se obtiene la forma indicada en la fig. 77. E l 

eje C C de l a s j es asíntota de las ramas HF\ 
R'F' y AB ' , parte negativa del eje de las x , es 
la rama M ' K ' . La cuadratura de esta curva de

pende de la integral 
axdx 

x 
, cuyo desarrollo 

p' 

Figura 77 

en serie parece no conviene al á rea correspon
diente á las abscisas negativas, porque su p r i 
mer término, log x se hace imaginario; pero si 
se considera una integral 1 

f * X ^ > a ( A + A1 + . . . . + Ara_1) y < a ( A 1 + . . . . + A r e ) , 

aproximándose cada una de estas sumas cuanto se quiera .á la inte
gral, llegaremos á la expresión • 

X d x = ~ A, + . . . -\- A , 

+ 

a j 

1 L 

3 : | A 

I • 1 a2 I 
.1-+ - ( A + A w ) J + - . - ( A ' - A " , 

•2 

4 1 

+ A \ _ 1 + - ( A / / + A " 

4 r 2 ( A ' " - A " ' m ) + 

(*) Lacroix. Traité élémentaire de calcul differentiel et integral, t. I , p . 278. 

18 
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Aplicando este procedimiento, obtendremos resultados reales. 
Esta dificultad se salva, cambiando el signo de x antes de inte
grar, porque 

[ a - x . — dx í ' a - x d x xXoga ¡ x'2(ioga)-
f = / = l o g x — \- . . . . + C 

J — X J X & I . I ' I . 2 . 2 
Para obtener los espacios asintóticos de la curva propuesta se 

deben buscar los valores de la integral de que se trata entre 

x = o y x — n, x = o y x == — n, x = — n y x = — oo , 

expresando n una cantidad finita. En el primero y el segundo 
. caso se encuentra un resultado infinito. Pero nada se concluye res-

f a - x d x 
pecto al tercer caso, porque en el desarrollo de / — - — , los térmi
nos son alternativamente de signos contrarios; y puede suceder 
que la diferencia entre la parte positiva y negativa permanezca fi
nita, aunque las dos sean infinitas; lo que sucede determinando la 
constante arbitraria de modo que se anule la integral cuando x 
es infinito, y el espacio B'P'M'K' comprendido entre x = — «, 
y — —-oo es finito. 

1 3 0 . ELIPSE. Sea la ecuación*de la elipse 

¿ , ~ 

a* y* + ¿V2 — a2 ó* ó y == - } a 2 — x2; 
a 

f ó f * r — ' 
tendremos y d x = ~ / d x f a 2 — x2. -

Integrando por partes, resulta 

/ dx f d i — x l = x ] fa^— x2 H-
ia2 — x% 

Pero 

{ x H x = + ^ = _ fdx^d2 

h ' ^ — x2 j i á ' — x* / 
a'1 are sen -

a 
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Sustituyendo, resulta 

j d x id2 — x'1 — x — x* + a- are sen — —j d x ^a1 — x* 

y, en fin, 

b f , bx fd1 — x1 . ab x 
- / d x ^ a1 — x l — — h — arc sen r C . 
a j 2a [ 2 a * 

Si el área principia en el eje de Xas, y , será C = o; y si se hace 
nab 

enseguida x = a, será el valor de la cuarta parte del área de 
4 

la elipse. E l área de ésta será pues, -nab, y TTÍÍ2 si b = a. 
b x f c f — x* x y 

El termino — = — expresa el área del triangulo rec-

, , . ab * • , 
tángulo, cuyos catetos son x e y ; luego el termino — arc sen — mide 

2 úl' 

el área del sector formado por el eje de las y , el arco de la elipse y 
el radio vector correspondiente al extremo del arco. 

131. HIPÉRBOLA. Sea la ecuación de la hipérbola 

Tendremos j y d x — - f dx^x'2 

Procediendo como para la elipse, tendremos 

f b x i x ^ — d2 ab ¡—^ ^ , 
| y d x = ~ 2 ^ + ^ ~~«- ) + c-

Si se hace principiar el área en el vértice, su expres ión será 
cíb 

nula para x = a, y tendremos que C = — log a\ y Q\ valor del 

área estará expresando por 
bx |/.r2 — d2 ab j x - \ - j/V2 — a-

2a 2 
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c. . , . ^ , ab x H- j/̂ r"2 
Siendo el primer termino i^ual a ~ - , sera. — / -

2 2 a 
la expresión del sector comprendido entre el eje transverso, el arco 
de hipérbola y el radio vector que pasa por el extremo de éste. 

132. ÁREA DE UN SECTOR ELÍRTICO. La ecuación de la elipse 
referida al foco, tomado como polo y al eje F A como eje polar, es 

( i ) 

0 F P A 
Figura 78 

i - { - e eos OJ 

Expresando por « el ángulo NO A, tendremos 

p = ÍZ — ex — a ( i — e eos u), 

p eos co = a eos u —• ae\ 

y sustituyendo el valor ( i ) de p, será 

( i — e'¿) eos o eos u 
eos u e - — ¡ — - , eos w 

í - j - e eos w 

i - | - eos co = 

i — e eos u 

( i — e) { i - \ - eos u) 
i — e eos u ' , 

tg 
i — eos (o 

eos 

i + eos co 

i -\- e du di 

i A - e u 
i — e 5 2 ' 

e ., u i ~\- eos 
eos-— 1 

2 

l -\- e du 

luego 

eos u) i + e du 

i — e i -\- eos u ' 

( i — e) ( i - j - eos u) 
i — e i -\- eos u i 

| / i — e* { i — e eos u) du 

a'¿ . 
-Jdoi — — )/i — e l { u — e sen u). 

2 

e eos u 

133. AREA DE UN SECTOR PARABÓLICO. Sea/" = 4 ^ la ecua-
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ción de la parábola, F el foco. Calculemos el sector M F M ' . Tene
mos OMP = - xy, OM'P' = - x'y ; luego 

3 3 

A = M F M ' = | x'y' — - x y — PMF — P 'M'F ' = - {x'y — xy) 

y { a — x) y' {x' — a) i — » 

— = - (^-y — ^ ) + . 

2 2 6 2 

Pero j j / ' = 2 | / ^ ' , — 2 ^ax; luego y 

X + ^ - | - j / ^ ' -f- 2a). O P F 
, Figura 79 

Si representamos por 7 la cuerda M M , tendremos: 

o — a -\- x, o' — a — x, p -\- p' = 2a -\- x x' (2) 

^ = b - yy + — ^T2 = (P + — 4 > - f 1&7)2. (3) 
Haciendo p - f p ' - f - 5 = 2w, p + p' — ^ = 2^, las ecuaciones 

(2) y (3) se reducen á 

^ -|- ^r' = w -f- ̂  — 2ai a + y^'^' — intn, 

de las que se deduce 

[̂ x' — }^)2 — m -\- n — 2 = • î jm — F'«)2; 

luego — = (j/m — — ^nf -f- 3 | / ^ ^ ] 

= m — ]'n) [m -\- n -\- ̂ mn) = mz'-2 — «8:2. 

3 

fórmula que constituye el teorema de Lambert. 
I 3 4 . FOLIUM DE DESCARTES. La ecuación del folium ú hoja 

de Descartes en coordenadas polares, es 

3 « sen co eos OJ 

l' eos3 OJ 4 - sen3 w 
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y tenemos que 

, , „ / sen2 w eos2 co I eos2 OJ 
o'dco = ga¿ / ¡ r—— = ga* 1 - — ¡ — - 0 ; 

j (eos3 (-> + sen3 o)2 y J ( i ^_ tg3 OJ)2 

y haciendo i + ^ 

tg2 co 
(ico 

Figura so E l bucle del folium se ,obtendrá haciendo variar w 

desde o hasta — y por consiguiente z desde 1 hasta 00 . E l área 

3 
de este bucle será pues, — d2. 

2 
Podemos considerar también la ecuación en coordenadas carte

sianas y las coordenadas en función de un mismo parámetro , 
, , 3 ^ 3^2 

-f- y — 3axy = 0, x = , y = — • — - , 
' ^ 0 ^ ' I ^ ' I - f ^3 ' 

habiendo hecho 7 = ¿ r ; y haciendo variar á t desde o hasta 00, será 

y tendremos, sucesivamente: 

r f p'-dt i r 2 t u t 

A = ±9aSL/„(TT7vJ - . /o(H^¥ 
y debiéndose tomar el signo —, resulta A = - — . 

2 
135. CARDIOIDE. Siendo la cardioide la podar del círculo, 

cuando el punto desde el que se bajan las perpendiculares á las 
tangentes está en la circunferencia, su ecuación en coordenadas 
polares es 0 = R -|- R eos w, siendo R el radio del círculo y el polo 
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el punto desde el que se bajan las perpendiculares á las tangentes. 
Y tendremos 

_ / o2Jco = - / (R-2 - f 2R eos OJ + R2 eos2 co) dio = ; 
2 j o ' 2 Jo 2 

por consiguiente, el área buscada es la mitad 
del área de la cicloide engendrada por un 
punto del círculo que rueda sobre una de 
sus tangentes. 

CICLOIDE. Se tiene que 
u 

y d x = ÍZ2 ( i — eos u y d u = 4<22 sen4 - d u 

Ü 
A = 4¿Í"2 / sen4 — du 

Jo 2 
También desarrollando ( i 

i -1- eos 2U , , ! , se tendrá 
2 

Figura 81 

sen4 — du = ina-
j o 2 

eos u f y sustituyendo eos2 u por 

A a* — 2 eos u -|-
COS 2 U 

3 sen 2u 
La integral indefinida es —u — 2 sen u -| ; la diferencia 

2 4 
de los valores para u = 2-K, U = O es 371. 

También , siendo 

dx = sera y d x 
jPdy 

]¡ 2ay—jv2 j ^ J Í 2 a y — y * ' 

expresión que puede integrarse por arcos de círculo; 'pero podemos 
formar la diferencial del segmento A C Q M (fig. 82), cuya ordenada 

QM = AC — PM = 2^ — y . Haciendo pues^ 
2 a — y = z , se tendrá d .P>J¿Q)A=zdx y será 

{2a — y ) y d y , , 
zdx = v = dy \ 2ay — j 2 ; 

y 2ay — y1 
Figura 82 , 

luego A C Q M = ¡ dyy 2ay — y* -f- const. 
Pero esta integral expresa el á rea^de un segmento de círculo 
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cuyos diámetro y abscisa son 2a é y\ representa pues el segmento 
1 ^ que se anula cuando 7 = 0, así como el segmento ACMQ; 
luego ACMQ = \mn. En el punto K, donde y = za, el segmento 
A C K se transforma en el semicírculo I m K l . Por último, 

KMQ = A C K — ACQM = Kmn. 

Por tener el rectángulo A K la altura IK y la base A I = ImK, 
será cuadruplo del semicírculo I m K l . Restando de este rectángulo 
A C K = I ^ K I , quedará A M K I = 3 veces I m K l ; luego A K L M es 
el triplo del círculo generador. 

ESPIRAL LOGARÍTMICA. Sea r = aem .̂ Se tiene 

Figura 83 

rVO = — / e2m d̂O = — e2mV -4- C 
2 J 4m 1 

E l área del sector está expresada por 

+ C = ~ (rá — r/2) (fig. 83). 

También , si consideramos la espiral 

A = 

u — atn, en la que t es el arco ON (f i
gura 83) de un círculo cuyo radio AO == 1 siendo u = A M . La 

. , , u*dt 
diíerencial sera . 

2 
• alt2nJrl 

Sustituyendo é integrando, tendremos (_ const- v si ^ 
4n -\~ 2 ' J 

es positivo, se debe despreciar la constante, cuando se cuentan las 
áreas partiendo de la línea AO, en la que ¿ — o. Entonces el área 

. Después de una revolución, se tendrá 
A C M = 

4« -\- 2 

ACME = 
O? ( 2 7 r ) 2 « + 1 

4 ^ + 2 ' 

siendo TT la semicircunferencia del círculo ON. 

En la espiral de Arquímedes a = — , n ~ i Figura 84 

2-K 
y A C M = - — , que si hacemos t = 2*, da ACMB = -

24 3 
es 
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decir, la tercera parte del círculo ON, puesto que se trata de un i 
dades cuadradas, y el área del círculo es rc(l)á. 

En la segunda revolución, el radio vector ON vuelve á pasar 
por el área trazada en la primera, 3̂  así sucesivamente en cada re
volución, de manera que estas áreas se suman las unas á las otras, 
y que para obtener tan solo la que termina en la msima revolución, 

- f u2dt • 
la integral ^ debe tomarse entre los limites t — { m — 1) 2^ y 

t = m . 2-K. 

Se obtiene así, para la espiral de Arquímedes , • ————;- TT. 

Si se calcula el área terminada en la revolución siguiente, es 
decir, la {m-\- i)sima) y se resta la precedente, se tendrá para el 
espacio comprendido entre dos revoluciones 

{m -f- i)3 — 2W3 {m — r)3 
^ __ 2mTt, 

3 

lo que se reduce á 2T. cuando ñ i — i ; y hace ver que el espacio 
comprendido entre las revoluciones wsirna y -[- i)esima es igUa[ 
á m veces el comprendido entre la primera y la segunda. 

Observación. E n la espiral hiperbólica se tiene n — — 1, 

urdt a'1 
= — — + const. 

2 2t 
m 

El área comprendida entre los dos radios vectores correspon

dientes á t = d , t — c será ~ — H , expresión que se hace 
infinita, cuando / = o. 

LEMNISCATA. Sea la ecuación r — ^)/cos 20. Se tiene 

1 Í o , <** í 

—J r l m = — \ eos 26rf6 = — sen 20 -[• C. 
Si se quiere tener el área de un bucle, se integrará desde 
71 w . , , , d1 , c? 

— h a s t a —, y sera el área 2 0 — . 
4 4 4 2 
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CONCHOIDES. Sea r — f (0) una curva, r = a - f / (e) su con-
choide. Será 

2 A = : í6 [ ^ + 2^/(0) - f / ^ O ) ] ^6 

2A = (6 — e2) + 2« / / (6) f̂f» + / f (6) ¿6. 

Pero - / / - ( í » ) ^ es el área del sector de la curva, que repre

sentaremos por S; y tendremos 

2A — 2S = ^(e., — 90) + 2^ / ( ^ rfe. 

Para el círculo se tiene r = 2R eos 6; luego 

2A — 2S = ÍT2 (6 — e0) — 4^R (sen 6 — sen fj0); 

Para 0o = o y 6 = - , resulta 

2A — 2S = - «2 — 4¿itR. 
2 

CARACOL DE PASCAL. Sea la ecuación 

i 
r = « ( i — eos 0) = 2a sen'' - 0, 

v • 2 
que expresa un caso particular de la conchoide de círculo r = 
— a eos 9. Su área se expresa por 

- / r*dü = — / ( i —2 eos 6 - f eos'2 9) ¿/O. 

Para obtener el área total, integraremos desde o hasta TT y des-
2 

doblaremos este resultado, obteniendo — -Ka' . 
3 

TEOREMA DE HOLDITCH. Tracemos en una curva cerrada C una 
cuerda de longitud constante M N = c c; el punto que divide á esta 
cuerda en dos partes AP = c, PB = c' describe cierta curva C . E l 
área comprendida entre C y C es igual d T.CC'. 
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Sea [ A ] el área de la curva dada, [P] y [QJ las engendradas 
por los puntos P y Q, AP = BP = ¿: - |- c — r. Tendremos 

i - 1 r211 
[ A ] - [ P ] = - j o rW) , [ A J - I P H - ^ {c + ¿ - r r d \ ( i ) 

expresando db el ángulo de dos cuerdas próximas; y resulta que 
/ r - 2 ¿ / 0 = / [c + c — r f d b 

Jo Jo 
O = 2 -|- c') / rí/fj — + ¿r')- / ¿6 ; 

Jo j o 
/• 2TC , 

luego / rdb = - n { c - \ - c ) . {2) 
Jo 

1 C21Z 
Pero [Qj — l - p j ^ {c — rydh- , 

2 J o 

luego [ A ] — [QJ = - / {2cr — c2) dH — c \ drh — -KC-; 
2 J o J o 

y en virtud de (2), 

[ A ] — [Q] =*= 7 : ¿ (¿ + c') — TTÍ2 = ce', 

§ 2.° RECTIFICACIONES 

136 . RECTIFICACIÓN DE LA PARÁBOLA, I.0 Sea la parábola 
y* = 2px\ tendremos que 

Integrando por partes, resulta 

í dy i V + J * = y í f + f - ( 1 = = . ; 

pero se tiene que 

f = f ^ v f + f - r f , ^ ; 
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luego, sustituyendo y transponiendo, será: 

y por ser / 7 = = = = log {y + i f + + C, 

será - J d y i f + f = + { l [ y + í f + f ) + C. 
PJ 2P 2 

Debiendo anularse la integral para y = o, tendremos que 

o = | l o g > + , C , C = - - - \ o g p . 

dy . ¡~p' 
2 " Podemos obtener — = \ / - £ — ' , Y sera 

dx y 2x 

2^ 

1 / p p 
Hagamos / 1 + — = / de donde x = ——^ ; 

& [' 2 X 2 (t2 — I ) 
y tendremos 

P r .1 4- 4̂- r ^ , 7 / ^ / f dx V / 1 + — = f d x . í == x t — / x d t = x t 
2 X 1 1 2 j t 

p t — I / p p \ 2 X 

2^ 

I , I , 2 X - \ - Í 2 p X -J- A^r2 
Í = - Í 2 p x + 4 ^ + - log 2 ^ : í : ~ 
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3.0 También podemos partir de la ecuación == tg a = — 

P 
de la que resulta y = p cot a, x — — cot2 a, 

do. 

sen3 a 
2 

Diferenciando , se obtiene 
sen"2 a 

2 eos aaa I 
= d . 

sen0 a sen"2 a ' 

y multiplicando los dos miembros por eos a, 

2 ^ , 2 ^ . C 0 S a 1 * 
r - «a -) ¿¿a = a — — — ¿z COS a 

sen13 a sen a sen2 a sen4 a 
_ _ 2 eos a <afa 
En fin, — da. = d r— — 

sen a sen2 a sen a 

é integrando, se obtiene el arco de parábola 

p f eos a 1 v- a l Í = - — r - ~ log ^ - . 2 |_sen- a 2J 

ELIPSE. Consideremos el arco de elipse contado á partir del 
vértice del eje menor, que se halla en el primer cuadrante. Ten
dremos que 

ds = dx \ 1 A — = d x \ 1 + ——— . , u 

ds = dx 
aA — í^2 — ^ 

¿í2 {a* — ,r2) ' 

Hagamos |/«2 — ¿2 = siendo e la excentricidad, y resultará: 

1 , "i & — ? ds = d x \ 
Y a'2 — ,r2 
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y puesto que x varía entre o y si hacemos , r=d ;sen cp, variando 

•9 desde o hasta - , resultará que 
2 

-i / 1 — el sen' ^ , ,/ s Y 
ds = ad* eos cp / ^ 1 = ^ c p f i — sen2 cp 

COS2 cp 

s — a j )/i — sen2 cp. 

La última integral es una función transcendente, cuyo valor 
solo puede obtenerse por un desarrollo en serie; y puesto que 

1 i i i . 
d f Sena CD)2 = i e*- sen'2 c& — 4̂ sen4 cp 

2 ' 2 4 

i . i . 3 , g i . i . 3 . 5 
^ sen 9 — 2 . 4 . 6 ' 2 . 4 . 6 

1 I I , , 
será i- = (c& — - Í?2 f sen-.i » — /• ^ sen4 cp 

v. 2 2 4 J 
1 • i . 3 

— 6̂ í ^c& sen6 c& — . . " . . . ) 
2 . -4 .6 T 

Las integrales del segundo miembro se obtienen sustituyendo cp 
á x en las fórmulas de la pág. 95 (t. I V ) . 

Para la cuarta parte de la elipse sera '-p = - , y tendremos 

fs" , 1 . 3 - 5 O — 3) O — 1) TI 

/ senm co «cp = —•• — ; 
j 0 ' ' 2 . 4 . 6 m 2 

. • TI I I-n; I I 1 .37c -
/ 1/1 — sen'2 cp ¿cp = = ^ - 4̂ r r 

J 0 R ' ' 2 2 2 2 2 4 2 . 4 2 

1 . 1 • 3 i • 3 • 5 TI 

í"1 2 . 4 . 6 2 . 4 . 6 2 
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y la expresión del cuadrante será (fíg. 78): 

A B M = ^ [ i - ( i X - i ( i ^ 5 . ) . i r ' - ^ ) 

1 / i • 3 • 5 . 7 
r I — ] 7 \ 2 . 4 . 6 . 8 

serie tantb m á s convergente, cuanto más p e q u e ñ a sea ^ ó cuanto 
a difiera menos de ó. 

137. HIPÉRBOLA Se tiene que 

a2 {x'1 — a*) ' V x- — ^ ' 

habiendo hecho ^d1-\-ti1 = ae\ y puesto que x var ía desde 

hasta 0 0 , hagamos x = , variando * desde o hasta --, v 
C O S f 2 

tendremos: 
a sen ^ 

dx — — d ,̂ 
COS" cp 

^ —'—fd '¿í?2 —1 d* eos'2» 
aed¿ COSZ cp 

COS^ * ' COS" 9 V ^ 

^ i I eos2 * 
^ ¿— \ / I a-51 • 

0 cos^ a- y -̂
Para obtener esta integral, se desarrollará el radical por la fór

mula del binomio, y será 
eos4 '¡J d'j¡> 1 eos2 cp 1 [ 

= ae / ; 1 — - — 
Jo c08"? L 2 e* 2 4 

I 
4. 

1 . 1 . 3 {2n — 3) cos2ws 

2 . 4 . 6 . . . . . 2% e2n 

l a a n / 1 1 eos- cp 1.1.3 eos4 © 
s = aetg'¿ cp / -| — - i + ... ¿ÍCD; 

2 Í? 1 ^ J 0 \ 2 4 ^ 2 .4 .6 4̂ 
y basta ahora integrar expresiones de la forma coswl x.¿/'f, siendo 
m par. 
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138. ESPIRAL LOGARÍTMICA. Sea 'r = aem'Ki. Tenemos que 

1 3 9 . CARDIOIDE. Prolonguemos cada radio vector OP del 
círculo en una longitud constante igual al diámetro P M = a (fig. 81). 

Tomando el diámetro OA como eje polar, la ecuación de la 
curva es r = a ( i -\- eos 6) y será 

ds = a]/seni 0 - f ( i + eos 8 ) V 0 = « | / 2 ( i + cos'o^O = 2 « c o s - ^ 6 . 
2 

El arco A M = s , que se anula eos 9 es por tanto J = 4 « sen -
2 

La longitud del arco A i M O , correspondiente á 0 = TT será 
are AMO = 4a. 

1 4 0 . EVOLUTA DE LA ELIPSE. Se tiene que 

2 2 
8" / 

( 0 * ( f ) : 1, a, = , ó = — 
a 1 ^ 

^ __ y > , 2 sen2 o, + eos2 co)3 — d 
a* — ó,3 

y el perímetro de la evoluta será 

a* — ó,3 a3 — tí 
ax- — ab 

141. CICLOIDE. Tenemos que 

ds1 = dx- + dy* = 2dl (1 — eos u) dul = 4 ^ sen"2 - udu2: 
2 

luego j = _ 4^ eos - ^ + C. 
2 

Si se hace principiar el arco s en el vértice donde u = - , 
cuando u aumenta desde o hasta TT, la diferencial ds es negativa. 
Es preciso por tanto, cambiar el signo del resultado; y como en 
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este caso la constante C es nula, será 

u 
s = ¿\.a eos — , 

2 
142. EPICICLOIDE. Siendo a el radio de la circunferencia que 

rueda sobre otra de radio r y s el ángulo que ha girado, suponiendo 

« == —, la ecuación de la cicloide es 
r 

x n -\- i 
— = • eos m — eos (u + i ) s, 
a n ' 

y n -\- i 
a n 

y resulta que: 

sen %cp — sen(^ -f- i ) c p ; 

I C& 
— ds1 = (n - f i)2 ( i — eos cp) = 4 + • i)2 sen2 - , 

I - a> i" o 
— ds = 2 (n -+- i ) sen —, — = C — 4 -f- i ) eos — . 
a 1 2 a 2 

Si se cuentan los arcos á partir de un punto de retroceso, 
(cp = o), se obtiene 

Í / 9 
- = 4 ( n i - 1) I 1 — eos -
a \ 2 

Para la hipocicloide se cambiará a en — a. 
143. CATENARIA. Sea la catenaria 

y = a . 
2 

Haciendo x0 — o, es decir, contando el arco desde el punto 
más bajo, será 

^ ea ^_ e a a i í - ^ 
dx — ay' = - \ l \e a -\- e a -\- 2 

o 2 
a / í E 

Se tiene ay' = - y {ea ^ e aj _ 4 ^ |/y _ ¿5, 

14 
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144. LOGARÍTMICA. Sea y = a log x . Se tiene que 

a 

y ' 
a cot (o, dx = 

d i 

sen- OJ 

Pero 

/ „. cot co sen'¿ OJ 

eos'2 OJ + sen2 w eos 
cot co sen- OJ eos OJ sen- OJ 

eos OJ dui 

sen- w 

i db 

[ ( - • 
|_\sen 

sen OJ 

I 

eos w 
+ G, 

- ^ t g - + - + / t g 

+ 
sen- OJ eos OJ 

. TC OJ . 
tg(- + - ) + c 

co sen co0/ 

145. CURVA DE LAS TANGENTES IGUALES. Siendo constante la 
longitud CP de la tangente, tendremos 

Figura 8o 

Elevando al cuadrado y sustituyendo, será 
dy 

yr [dx'1 - f dy*) — a-dyr y dx = — fcP —y2, 

djid>-f. y x — xQ 

Para integrar, hagamos 

y = asenM, fa2 — y2 =^ ^ eos OJ, d y = a eos u d u . 

Sustituyendo en ( i ) , será 

i 

(O 

, COS- OJ , 
d x — a « o 

sen OJ 

La integración da 

y d x ~ a 
sen co 

—• sen OJ I d v . 

x — ;r0 = (log tg - + eos cu). 

Las coordenadas de un punto de la curva están expresadas por 
dy 

el parámetro OJ; y tendremos 
dx 



APLICACIONES DE LAS INTEGRALES'DEFINIDAS SIMPLES 211 

Construyamos la curva correspondiente á ,r0 = o, 

(ü 
x = a (log tg — + eos w), y = a sen w. 

Para que tg — sea positiva, es necesario que w varíe desde o 

hasta TT. Dos valores suplementarios de dan dos puntos de la 
curva simétricos respecto á Oy. E n efecto, sean ^ , yA los valores 
de las coordenadas correspondientes á OJ, = TI — w. Se tiene 

,1-, = a j j o g tg ^— — — e o s (TI — w), j^i = sen (TI — o.)). 

(71 (O \ (O O) 
— = cot — — i : tg — , 

2 2 / 2 0 2 

eos (T: — o)) == — eos OJ, sen (TT —-10) = sen to. 

Luego = — y t = y\ 
TT 

Hagamos variar w desde o hasta —. Para w = o, ,r = — co , 

y = o. La curva es asíntota de Ox. Cuando w aumenta, x ó, y 
d x dv TC 

aumentan, porque ~ y - r - son positivas. Para w = — se tiene 
¿ÍCÜ acó 2 

x = o é j = E n el punto B . así obtenido, la tangente se con
funde con el eje las y . La curva es simétrica respecto á Oy. 

Para obtener el arco s, tenemos 

ds = ] j d x l + ¿ 3 ^ . 

Sustituyendo é integrando, resulta sucesivamente 

COS cu 
ds = a «fw, = # log sen w, 

sen ttí " 

sin añadir constante, porque, al contarse s desde el punto B, debe 
Ti 

anularse para 00 = —, lo que se verifica, puesto que log 1 = 0. 

146 . LEMNISCATA. Sea p2 = 2^'eos 2w, (1) Tenemos 
d u ? f dio 

ds'2 = d f - j - p V w 2 : = 2«2 ; luego s = a]í 2 cos 2<tí J y eos 2<tí 
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y haciendo 2i<-> = cp; 

_ % Vi 1 

o ^coscp 4 r Í - ) 4 
(2) 

La rectificación de la lemniscata depende de las funciones elípti
cas, pero su longitud total depende como hemos visto, de las 
funciones eulerianas. 

Observaremos además que, siendo la lemniscata el lugar de los 
puntos M tales, que se tenga M F . M F ' = OF"2 = o, su ecuación 
en coordenadas polares se expresará bajo la forma ( i ) . 

La longitud del arco AMO, cuarta parte de la longitud total, 
quedará expresada, como se ha visto, por 

o 

"4 d. 

Q y COS 2OJ 

Hagamos p = 2<D. La integral se reducirá al primer miembro de (2) 

que es la integral euleriana de primera especie B ~ j dividida 

por 2. Así la longitud total será 

2 
r ( 3 

\4 

Pe™ r @ = ^ . • ( ; ) • • ( : ) = - - ^ ^ V 
sen — 

wm 4 

ni 
Luego s = a . 
147. CARDIOIDE. La ecuación de la curva es r = a ( i + c o s 6), 

y tenemos que 

ds = a)/ sen'2 9 + { 1 + eos O)2 db == 2 a eos - db. 



APLICACIOÑES DÉ LAS INTEGRALÉS DEFINIDAS SIMPLES 213 

E l arco A M = s (fig. 81) se anula con 0; luego 

6 
s = 4a sen — , 

2 

La longitud del arco correspondiente á 0 = TT será igual á 4a. 

§ 3.0 PROBLEMA INVERSO 

148 . Hemos visto que cuando se da una curva por su ecua
ción, se puede obtener en términos finitos, ó por medio de un des
arrollo en serie, la relación que existe entre un arco de la curva 3^ 
las coordenadas de su extremidad, lo que permite calcular exacta
mente ó con tanta aproximación como se quiera, la longitud del 
arco comprendido entre dos puntos dados. 

Ahora podemos proponernos el problema inverso, á saber: 
Dada la relación que existe entre un arco de una curva y una de las 
coordenadas de su extremidad, hal lar la ecuación de la curva (*). 

Sea s = J Ü {x)\ tendremos que 

dy = d x F V (-r)]2-- I , y = ¡ d x | / [ ' / Wj'2 — 1 - f C. 

En muchos casos puede sustituirse á x el ángulo 6 = — — T 

que la tangente á la curva forma con el eje de las y , obteniéndose 
sucesivamente las relaciones: 

dy — tg - dx = cot bdx, d x = ds sen 9, dy = ds eos 6. 

ds 1 
Y siendo d x = , / N, q/ (x) = = cosec 6, 

? '(*): ' v y senO 
eos 0 

resulta x = ú (cosec 0\ d x = — d/ (cosec 6) — ¿/6, 
T. sen2 6 

. , eos2 0 
j == — / ']> (cosec 0) — — d() + C. 

sen3 0 

(*) Abbé Moigno. Leqons de calcul differtiel et integral, t. I I , p. l ió . 
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Eliminando 6 entre esta ecuación y la que da el valor de x, se 
llegará á la ecuación buscada F (.r, y ) — o. 

E l arco ^ de la curva y su radio de curvatura se obtienen pol
las ecuaciones 

s = y (.r) = cp [<D (cosec e)] = /(cosec 6 ) 

ds __ ds ^ cosec2 6 |/cosec'2 6 — i 
~ d-, + <i6 — (cosec 6 ) 

d x d . y o? (.r) 

Ejemplo i.0 Sea el arco dado por la ecuación 

Í2 = / . r , s — 1̂ p x . 

Se tendrá 

(i,r 2}fbx / sen-0 sen G eos §dh 
— = sen 0 = — f — , ^ = •, dx = 

s = — sen 0, dy = — 
2 2 

eos2 6 ¿ ¿ 6 , y = eos2 6 ^ 6 + C. 

Integrando desde e = o, ^ = o; y haciendo p = 8 R , 2 0 = w, 
se obtiene 

j = R (tü + sen (o), = R ( i —• eos OJ), 

ecuaciones de una cicloide, cuyo radio generador es R. 
2 . ° Sea la ecuación que liga el arco á la abscisa de una pará

bola de orden m - j - n, 

^m-i-ú —— p n j^m 

Se tendrá {m + n) sm+n-1ds = mpnxm-: ldx} 

d x {m -\-n) s w + n - 1 ( m - \ - n ) x m - i - n / x \ m + n 
sen 0 i-7np7lxm~1 ms m \ p l 

2n i 

C 0 S , = , I _ ( ^ J ! j g p ("I 2 

J ' 
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y haciendo 

( m \m:n m m + n m 
) , ,r = q sen TO 9, s = q sen" 0, 

mq ™ 
será dx = — senw 6 eos O^o, 

n 
mq ™-i ™ 

dy — — senw Ocos'̂ O^O = q eos 6íi senTO0. 
n 

Se obtendrá además para el valor del radio vector, la expresión 

mq 
o = + — sen n 6 eos 0. 

n 

Consideremos el caso particular en que, n — \, siendo la pa
rábola de orden m + i y su ecuación smJfx = pxm\ q es entonces 

( m \m 
igual a p ; y se tiene 

s = q senmG, ds = mq senm —10 eos O^O, 

m 
x = q sen?n+1 0, d x = mq senm 0 eos 6<i0, 

i 
m 4 - i ( s . 

sen 6 = — - — - ) , eos 6 = i 

2 1 

dy = = q eos 6# . senm 6 

w + i í x \ ™ + i 
v i \ p ) 

= mq senm—1 6 eos2 6^9, p == ± sen™-1 6 eos 9. 

Integrando por partes, resulta 

y = q (sen™ 6 eos 6 / sen"^1 6¿/6) + C. 

Haciendo ;^ -f- i = a, según que ^ sea par ó impar, se aplica
rán las fórmulas de la pág . 95 (t. I V ) , y se obtendrán inmediata-
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mente las relaciones que ligan -r, y con el ángulo 0, y por consi
guiente la ecuación F {x, y ) = o de la curva que se busca. 

Ejemplo. Sea m = 2. La parábola es de tercer orden y está 
dada por la ecuación J3 = px- . Tendremos en este caso 

4 2q 
q = — p x = — sen3 0, s = q sen2 e. 

9 3 

2q 
dy — 2q sen 0 cos98¿¿8, ^ = — eos3 6 -f- C; 

pero cuando b = o, y es también nula; luego 

2q 2 
C = = — , V — - Q U — eos2 a), 

3 3 

Se tendrá en este caso todavía o — 2q sen 6 eos § = q sen 2O. 
Para obtener la ecuación de la curva en coordenadas cartesia

nas, hagamos 

| ? _ J , = „ * = | ? = ( | ) ¿ = A; • 

y obtendremos así; 

1 j _ 

\ = A sen3 6, 7¡ = A eos3 6, 3 = sen e, 3 = eos 9, 

ecuación de la curva cuyos arcos son iguales á las ordenadas de 
una parábola cúbica. 

Análogamente , la ecuación de la curva cuyos arcos se hallan 
representados por la parábola de quinto grado == p x i , es 

2 2 
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C A P Í T U L O I I 

Aplicaciones de las integrales definidas múltiples 

§ 1.° CuBATURAS DE LOS SÓLIDOS V ÁREAS 

149. DEFINICIONES. S e a J J / ) una función de dos variables 
independientes x , y , que suponemos conserva valores finitos entre 
los l ímites-ro, xx é j^0, yx. Podremos efectuar en cualquier orden 
las dos integrales, y tendremos, por ejemplo, 

que expresa la suma de todos los valores infinitamente pequeños 
de segundo orden que adquiere la función f { x , y ) d x d y , cuando x 
é y varían por intervalos infinitamente pequeños d x y dy. 

Es decir, que, si se divide el intervalo x l —- x0 en m partes 
iguales k x y el intervalo y^ —y0 en w partes iguales Ay, y se toma 
la suma de todos los valores de la función / ( , r , JF) A^rAj/, combi
nando todos los valores de x con todos los valores de y compren
didos respectivamente en las dos series 

^o> + ' #0 + 2kx , , x0 -\- { m — i ) kx \ 

y*, n + ty, yQ + , y0 - h ( « — 1) ky, 

la suma convergerá hacia un límite, á medida que se tomen, para 
&x y ky, fracciones m á s pequeñas de los intervalos primitivos. 

Si ahora cons t ru ímos la superficie cuyas coordenadas rectan
gulares son x , y y z = f { x , y ) , la función f { x , y ) A.rAjK medirá el 
volumen de un paralelepípedo cuya base es A-rAy y cuya altura 
es z. Las intersecciones de los planos laterales de este paralelepí
pedo con la superficie, circunscriben un cuadri látero curvilíneo 
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cuya proyección sobre el plano xy es el rectángulo A^rAy. E l volu
men comprendido entre estos planos laterales, la base del paralele
pípedo f { x , y ) ! ± x k y y la superficie z = f { x , y ) no difiere de este 
paralelepípedo más que en cierto volumen menor que k x t y L z , 
siendo la diferencia de los valores extremos que adquiere z para 
todos los puntos que se proyectan sobre el plano xy, en el interior 
del rectángulo A,r Aj-'. Así pues, la integral considerada es el límite 
hacia el que tiende la suma de los paralelepípedos elementales, 
cuando A.r y Ajj/ decrecen indefinidamente. E l cociente 

Ji f {_x, y) dxdy 
Vi - / ( ^ 

dxdy 
y, 

(indicando c y YJ valores comprendidos respectivamente entre x¿ , 
xx é y ^ j ^ ) , expresa la media entre todos los valores, en número 
infinito, que adquiere la altura z en el intervalo considerado. 

Y por ser la integral doble una función continua de x é y , la 
podremos expresar por F^r , y)\ y tendremos: 

7)x Jyo 

tfFix,y) tfFix,y) 
= f { x , y ) . (^) 

'bx'hy ty'bx 

Toda función de la forma 

E (x, y ) + cp {x) + - I (y ) , {b) 

en la que cp y ^ expresan funciones absolutamente arbitrarias, sa
tisface á la ecuación pues, cuando se toma la derivada parcial 
de la función {b) con relación á x , desaparece b (y); y enseguida 

desaparece de — + ^ r ^ ' al derivar con relación a. y . 
i. c>x ox ox 

E n vez de tomar la integral f f { x , y ) d y entre límites ^0 é y i que 
no varían con x , se la podrá tomar entre límites variables cp0 (x), 
'fi Y entonces la integral definida ' f { x , y ) dy sera una 
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función de la sola variable x . É integrando otra vez entre los lími
tes ,r0 y ^ , , se obtendrá la integral definida doble 

"CpjíC 
/ { x , y) dydx = V . 

Para formarnos idea clara de este resultado, imaginemos que 
los valores extremos x \ y x\ están representados por las abscisas 
OA y O / , , las funciones a>0 {x) , cpt (^) por las ordenadas de las 
líneas münümx y m ^ m x {mü y mx, nü y nx son puntos de las orde
nadas y de las abscisas extremas, respectivamente) y lo, f { x , y ) = z 
por la ordenada de la superficie, levantada perpendicularmente al 
plano de las xy. En virtud de estas hipótesis, la integral V mide 
el volumen limitado por el plano xy, por la superficie curva, cuya 
ordenada es ^ y por la superficie cilindrica, cuya sección recta es 
el per ímetro • 

Tracemos paralelamente al eje de las x, las rectas n^q^ y n^q^ 
y representemos por j 0 , ^ las ordenadas O ^ , y por ^ , y á 
los valores de la abscisa x en función de y , para las porciones de 
línea n j n j t ^ y n j n ^ ^ tendremos 

\lX Í ' ^ A * , y ) dxdy = h í ^ X f ( x , y ) dydx = V . 

Podemos razonar también considerando 
las superficies curvas en general, refirién
dolas á los tres planos perpendiculares, por 
medio de las coordenadas AP = .r, PJVT^-y, 
M,M = ^ (fig. 86). 

E l segmento A P G M M ' Q H D que tiene su 
base APM'Q en el plano de las xy, hal lán
dose terminado por los dos planos PM'MG 
y Q M ' M H , respectivamente paralelos á los 
de Xe&yz y xz, y por la superficie propuesta, 
es una función de las dos variables x ó. y ; y puede extenderse su
cesivamente en el sentido de cada una ó variar con relación á las 
dos s imul táneamente . 

E n efecto, si se supone que, permaneciendo y constante, x 

Figura 86 
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se cambie en AP - j - P/, este segmento aumen ta rá en la zona 
FGMM'm'mgp y en la zona QHMM'n'nkq, si se hace variar tan 
solo á en Qq. Por último si ,r é ^ se cambian en AP + Fp, 
AQ + Q^, el mismo segmento limitado ahora por los planos /N 'N^- , 
^ N ' N ^ , diferirá de su estado primitivo por las dos zonas ya indi
cadas y por la especie de prima truncado M'm'N'n 'nMmN, que es 
el incremento de la primera zona, cuando se hace variar solamente 
á y , ó el de la segunda, si en ésta se hace variar solo á .r. 

Si se representa por z¿ á la función de x é j / , que expresa el vo
lumen del segmento APGMM'QHD, es evidente que en la expre
sión del cambio total de esta función, los términos en que varía ,r 
solamente, darán la expresión de la primera zona, aquéllos en los 
que ha variado solo y , la de la segunda y los demás per tenecerán 
al prisma truncado M ' N . Se tendrá pues 

tfu i tfti i tfu 
M ' N == M + - — — / r k + - ——; kk +- ; 

í u r ^ 1 2 2 clrívr 

dividiendo los dos miembros de esta ecuación por kk, y pasando á 
los límites relativos á la anulación de k y k, el del segundo miem-

bro será . Pero el prisma truncado M ' N tiende incesantemente 

hacia el paralelepípedo formado sobre la base M W N V y con la 
ordenada M ' M , pudiéndosele aproximar cuanto se quiera; y si to
mándolo por éste, puesto que se trata de los límites, se sustituye 
M W . M V . M ' M al prisma M 'N , y se hace M'm ó Pp = k, M V ó 

M ' N -
Qq = k, la relación -z—- se reduce á M ' M = ^. Resulta pues, que 

fl/c 
z; y para obtener el segmento A P G M M ' Q H D , es nece-

sario pasar de —— á la función u. 

Puesto que es indiferente el orden de las integraciones, tendre
mos desde luego 

— = / zdx, u = ¡ éy ¡ zdx ó u — ¡ / zdxdy . 
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Ejemplo. Sea z = — r . Tendremos 

La primera integral dará 

f dy i / y \ 
I "5 9 == — are tg = — I + X , 

expresando X ' una función arbitraria de x . Integrando de nuevo 
con relación á x , y haciendo / X.'dx = X , será 

í d * f = I d * [ í ^ ('g = I ) + x ' ] 
= | ^ a r c ( t g = | ) + X . 

[ dx { y \ 
Para integrar / — I arc tg = — I , escribamos el desarrollo 

,r 3̂ -3 5^ - • • • • 

Y puesto que se debe agregar, después de haber integrado, una 
función arbitraria. Y, dejF, será 

d x d y y y* y ' y1 
I T ^ X + Y ~ " f 7~3" 1 5 "4" j j x- +y2 x gx3 2 5̂ r, 4gx1 

Operando en un orden inverso, según la úl t ima integral, se obtendrá 

d x i / x 
= — are I tg — I + Y ' 

J *2 + y2 j v ^ ^ 

/ ^ / ^ f y arc (*§ = ^ ) + Y ' ] 

= / 7 a r c ( t g = í ) + Y-
Observación. Se ha visto que se llega á la expresión general 



2 2 2 LIBRO 2 . ° CAPÍTULO I I 

de la diferencial del área de una superficie curva, considerándola 
dividida en zonas (fig. 85) tales como E G ^ , por planos paralelos á 
uno de los planos coordenados y concibiendo que cada una de 
estas zonas se divida en porciones cuadrangulares M m N n por pla
nos paralelos á otro plano coordenado. 

Por la figura se ve que el área DGMH, que podemos repre
sentar por s, aumenta en el cuadrilátero curvilíneo G M m g ; cuando 
,r aumenta en P/, y que este cuadrilátero aumenta en MniNn 
cuando y aumenta enseguida en Qq. U n razonamiento análogo al 

, . , M m N n . . , 
ya hecho manifiesta que el limite de la relación ^ — ^ - es igual a 

la derivada Para llegar á este límite, se observa que los cuatro 

planos m'M y N ' ^ , n 'M y N ' m paralelos, dos á dos, á los planos xz 
é yz, y que determinan el cuadrilátero curvo M m N n , determinan 
también, en el plano tangente en M , un paralelógramo M X Z Y (fi
gura 87) en el cual, todas las líneas trazadas por M serían las tan
gentes á las diversas secciones que determinarían en el cuadrilá
tero curvo, planos trazados por la ordenada M ' M , y que tendrían 
con los arcos de estas secciones una relación cuyo límite es la 
unidad. Se puede pues, sustituir en el límite, al cuadrilátero curvo 
M m N n , el paralelógramo M X Z Y cuya área se halla con la de su 

proyección en la razón del radio al coseno del án 
gulo comprendido entre el plano tangente y el de 
las xy. Pero, por ser la normal M G y la ordenada 
M M ' perpendiculares á cada uno de estos planos, el 
ángulo que forman es igual al G M M ' ; luego se ten
drá para el coseno, la expresión 

M ' M 1 
Figura 87 

lo que da M X Z Y = M'm N V . 

luego 

expresando 

+ / + r 

dx dy | /1 + + ql 

MG j/x 

MG _ 
IVfM ~ 

s ^ W d x d y f i + p ^ + f , 
dy \ dy^i -\-f- + f el área de la zona F H ^ / . 
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150 . COORDENADAS POLARES. Supongamos que la superficie 
del sólido se halle referida á coordenadas polares. U n punto m es
tará determinado: i.0 por la longitud r del radio vector Om. 2.° por 
el ángulo cp de la proyección Om' de este radio vector sobre el 
plano de las x y con el eje O x . 3.0 por el ángulo que dicho radio 
vector forma con su proyección. 

Supongamos que la superficie esté dada por 
la ecuación 

Para obtener el volumen del sólido que se 
considera, determinaremos el volumen de un 
cono cuyo vértice es el origen y cuya base 
sea una parte cualquiera de la superficie del 

Figura 

solido,, para lo que se debe determinar el con
torno de esta base, lo que se conseguirá observando que á un 
valor arbitrario del ángulo cp corresponden dos valores ^ y del 
ángulo ty, pertenecientes respectivamente á la hoja superior é infe
rior de la superficie. 

Sean cp, ' | , r las coordenadas del punto n. Demos á cp un incre
mento d'-u representado por n ' O m en la figura y otro d'l á <\ re
presentado por el ángulo nOv. En la pirámide cuyo vértice es O, 
cuya base es m^nv y perpendicular á On , el lado mn es igual á su 
proyección n'm' sobre el plano de las xy\ y por ser O m ' = r c ó s ty, 
será mn = r eos ty'd'f.' 

E l lado es igual á r . d'l>; luego el volumen de la pirámide es 
1 1 

— r eos ú d v . 7'd'li . r ó — d'^d^ eos '^r3, 
3 T 3 

que solo difiere en un infinitamente pequeño de tercer orden del 
volumen comprendido entre las caras laterales de la pirámide y la 
superficie del cuerpo. Calculando la integral 

1 
— \ dh . eos <]f . r0 
3 

tendremos el volumen comprendido entre los dos planos que pasan 
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por el eje z y cuyas trazas son On y Om'. Y si se calcula la integral 

i n 

— dv &\ eos ' | r3, 
CP. 

se tendrá el volumen comprendido entre los planos que pasan por 
el eje z y forman con el plano .rz los ángulos :p0 y cp. Por consi
guiente, si -fo Y son el menor y mayor valor del ángulo <p que 
corresponden á la base del cono, su volumen completo estará re
presentado por 

t reo... 
d'h . eos ^ . r3 

Si el polo estuviese situado en el interior del cuerpo, y quisié-

ramos obtener su volumen completo, tomar íamos desde — — 

hasta —. y <p desde o hasta 27t; y tendr íamos 

'2TZ 
d® d'h . eos '} . r3. 

151. LOXODROMIA. Se llama así una curva trazada, en una 
esfera y que corta á todos los meridianos según el mismo ángulo. 

Sea a el radio de la esfera, cp la longitud y 6 
la colatitud de un punto. La ecuación de la 
curva en coordenadas polares es 

sen 6 (ent? + e-n<?) = 2, ( i ) 

de la que resulta 
eos 0 

+ 2 
sen 9 (2) 

Figura 89 ^ e X p r e s i Q n arco infinitamente pequeño es 

MM/¿ = MP2 + PM'2 = rfdP + ^ sen2 0^2 (3) 

= a fdV* H- sen2 ñ d f s = a j i d V + sen2 6#p2, 
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D i f e r e n c i a n d o ( i ) r e s u l t a 

e o s 0 ^ 0 - | - , ? - » ? ) - 4 - s e n 8 — ^ = o . 

Y s u s t i t u y e n d o l a s e x p o n e n c i a l e s p o r s u s v a l o r e s , 

d§ ~ + n s e n 6^cp; 

l u e g o ^ = / do = a 1 (0 — eo). 
J n n-

E l a r c o es p r o p o r c i o n a l a l c a m b i o d e l a t i t u d . 

152. ÁREAS DE LAS SUPERFICIES DE REVOLUCIÓN. S e a l a s u 
p e r f i c i e d e s c r i t a p o r u n a c u r v a p l a n a c u y a e c u a c i ó n e s j r = / ( , r ) , a l 

g i r a r a l r e d e d o r d e l e je Ox. A l i n c r e m e n t o A , r d e , r , c o r r e s p o n d e r á 

e l i n c r e m e n t o d e l á r e a d e s c r i t a p o r l a r e v o l u c i ó n d e l e l e m e n t o 

A i , q u e p o d r á c o n s i d e r a r s e c o m o i g u a l a l á r e a d e u n t r o n c o de 

c o n o , c u y a a l t u r a es bg y bf, ge l o s r a d i o s d e l a s 

bases . T e n d r e m o s p u e s 

= 2-k { y + Aj/) A-y; 
y e n e l l í m i t e 

L -

dti == 2-Kyds Ó du = 2 ñ d X . y \ ¡ I + • Figura 90 
y dx-

O SI <j t, 

L a e x p r e s i ó n d e l á r e a c o m p r e n d i d a e n t r e d o s p l a n o s p e r p e n 

d i c u l a r e s a l e je , c u y a s d i s t a n c i a s a l o r i g e n s o n x y , r0, s e r á 

u = 2'k ( d x . y { / 1 - \ - — r 
J x0 V dx-

Ejemplo. S e a e l e l i p s o i d e d e r e v o l u c i ó n 

b2 
y = • — («2 — *2) [a > b). 

rp i b ¡— r> ^ ,r 
1 e n d r e m o s y = — y a2 — x l , ~ = d x & ^ a% x-

271 - / \ / ¿z2 — .r2 = 27u - / l / . 

15 
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b / [ 
U = 2-k — 

ae 

( [ / ->— 1 ex\ 
( — ex xa1 — e1 x l -\- — a- are sen — I 
\ 2 2 a J 

elx- a ex 
nb \ x \ i ¡r- H are sen — 

^ * a1 e a 

Haeiendo x = a, se tiene, para la mitad del elipsoide, 

i \ ( , , ab \ 
i — eL + — are sen Í? I ó T: I ¿- - | - — are sen e\ iz ab \ f 

Supongamos a <^ b, es deeir, que la elipse gira alrededor del 

eje menor. Tendremos ^ ^ a — e2 y 

bex 
y haciendo, por brevedad —— == H , 

a 

2-k — / d x \ a A — ; 
¿/o a-

bedx i bex , • a1 , 
i d 1 + H" = C + i d 1 + H - - f — ^ (H + i d 1 + Wl). 

a 2a ' 2 
x bedx bex . a? W i d ' + W 

Q a 2a 2 a 

Vbx _ ^ 7 H + / ^ F H F I 

Haciendo. x = a, resulta 

2^ 

que es la mitad del área del elipsoide. 
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§ 2.° INTEGRALES DE SUPERFICIES 

153. DEFINICIÓN. Sea S una parte de superficie S, limitada 
por una ó varias curvas, dis t inguiéndose en aquélla dos lados ó 
caras, de modo que no pueda pasarse de la una á la otra sin atra
vesar las curvas límites (t. I I , pág . 299). Fijemos sobre la normal 
en un punto P de la una, una dirección determinada y la dirección 
opuesta, en el punto correspondiente P' (que coincide geométr ica
mente con P) de la otra. La dirección de la normal está determi
nada, sin ambigüedad, en cada uno de los puntos de la una y de 
la otra cara, si el punto P ó su correspondiente P' se mueven sobre 
las caras respectivas, arrastrando consigo la dirección elegida de la 
normal, que var ía de una manera continua. 

Por ejemplo, en el caso de que cualquier paralela al eje Oz en
cuentre solo en un punto á la parte de superficie considerada, se 
podrán distinguir dos lados en ésta, si se asocia á un punto P del 
uno, la dirección de la normal que forma un ángulo agudo con Oz, 
y al punto correspondiente P' del otro la dirección opuesta, que 
forma un ángulo obtuso. Estos dos ángulos var iarán de una ma
nera continua, permaneciendo el uno agudo y el otro obtuso, 
cuando los puntos P y P' se muevan en sus lados respectivos. 
Bastarán pues, dichos ángulos para distinguirlos. 

Sean ahora C (,-r, y , z) una función de x , y , z y una superficie S, 
= o- (,r, y ) , limitada por una curva L , que se supone tener tan 

solo un punto de intersección con una paralela al eje O^; L se pro
yecta sobre el plano de las ,r, y según una curva /. 

Formemos la integral doble 

/ / 1 (x , y , z) dxdy, (1) 

extendida al á rea /, suponiendo que se sustituya z por su valor en 
función de x é y . Esta integral tiene un sentido preciso cuando 
se dan el contorno L y la superficie z — ^ (x , y ) , que pasa por d i 
cho contorno. 

Introduzcamos los elementos de la superficie, para lo cual 
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sustituiremos dxdy por eos y ^ , en virtud del teorema que da la 
expresión de la proyección de un área. 

Y la integral ( i ) se transformará en 

j j C ( x , j ' , z) cosyd'y, (2) 

cuyo concepto tiene más generalidad que el de la primera. 
Para obtener esta generalidad, hemos supuesto que á un valor 

de x é y corresponde tan solo un punto de la superficie. E n esta 
hipótesis eos y conservaba un signo invariable; pero suponiendo á 
eos y positivo, se ha podido sustituir dxdy por eos yak. Se dirá 
que la integral (1) está tomada en el á rea S, hacia el lado de ésta 
donde la normal, considerada como semi-recta, forma con el eje Oz 
un ángulo agudo. Pero, como se puede considerar en S la segunda 
cara, podemos tener en cuenta ésta, para la que la normal, consi
derada como semi-recta, forma un ángulo obtuso con Oz. Diremos 
entonces que la integral (2) representa la integral (1), tomada en la 
segunda cara ó lado de S. 

Cualquiera que sea el área y el lado que se considere en la 
misma, la integral (2) tendrá un sentido perfectamente determi
nado, tomando por eos y, el coseno del ángulo formado por Oz y 
la dirección de la normal correspondiente á este lado. Y se dirá 
que esta integral (2) tomada así, representa la integral (1) exten
dida al lado considerado de la superficie. E n este caso el elemento 
dxdy no es ya necesariamente positivo. Podremos considerar aná
logamente integrales como 

/ / A (,r, y , z) dydz, / / B (,r, y , z) dz dx, 

extendidas á un lado determinado de una área, cuyos elementos de 
integración son dydz ó dzdx, que estarán representadas por 

/ / A (x, y , z) eos a^cr é / / B (.r, y , z) eos ptífc, 

en las que a, ¡3 expresan los ángulos formados por la dirección de 
la normal correspondiente al lado elegido, con los ejes de las y 
de lasjy. 

Sumando las tres integrales precedentes, se tiene todavía una 
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integral de área 

¡ ¡ Adydz -f- B d z d x + Cdxdy , (3) 

que puede escribirse bajo la forma 

/ / (A eos a + B eos ,3 -|- C eos Y) da. 

Es importante el tener'la expresión de la integral (3), cuando se 
expresan ,r, y , z en función de dos parámet ros t i y v. 

Siendo los cosenos, eos a, eos p, eos y proporcionales á los 
determinantes funcionales 

D O, ^ ) ' D z;) ' D O, z;) ' 

salvo el signo, que se tomará según el lado de la superficie que se 
considere; la expresión (3) será igual á 

/ " / T A ^ 20 o- R D (¿' ^ -1- r D í f l i f l ^ ^ 

j j LA d ^ t í ) + B d t - t ^ + c o^^yJdudv- (4) 
154. INDEPENDENCIA DE LA INTEGRAL RESPECTO AL CONTORNO. 

Vamos á obtener la condición para que sea independiente del con
torno la integral 

I = / / K d y d z + ¥>dzdx - f C d x d y . 

Supongamos que las coordenadas ,r, y , z estén expresadas en 
función de dos parámet ros u y v, para una superficie S. Entonces 
tenemos la expresión (4} de dicha integral. 

Consideremos ahora una familia de superficies, que tengan ei 
mismo límite y dependan del parámet ro a. Cada valor de a deter
mina una parte de superficie correspondiente al área S en el plano 
O) ^ ) ; Y se pueden elegir estas funciones de manera que la curva, 
correspondiente al per ímetro de S, no dependa de a, y sea, por 
consiguiente, la misma para todas las superficies. Además , admiti
remos que los límites entre los cuales var ía a sean tales, que, las 
funciones A, B, C y sus derivadas parciales de primer orden per
manezcan continuas, en todo el espacio recorrido por las superfi
cies correspondientes, al elegir convenientemente los límites entre 
los cuales varía a. 
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Calculemos la variación de I , es decir, las diferenciales respecto 
á a. La variación de 

D (JF, z) 
[ í Adydz ó / / A t — r duJv 
' D { u , v ) 

r r r D(JK, ^) v i y , * ) ' ] 
será igual á / / o A 7 — r - f A S 7 ^ 7 \dudv, 

ó desarrollando, á 

~ 7>y J D {u, v) 

í í V ^ V ^z } i y t o z 'boy 21Z 'hy S o ^ l 
+ / / A — — + — — — — — — — — d u d v . 

J J [_'c)U c)V b U b U b V b U b V bu J 

(5) 

La segunda integral puede transformarse por medio de integra
ciones por partes. Así, se tiene 

f f bz boy f f ^ / Z z \ 
/ / A — — d u d v - — / / — í A — I o y d u d v , 

J J ^ v ^ u • J J b v ) ' 

teniendo presente que la variación de oy es nula en el borde; y 
cada una de las integrales que forman el segundo término de (5) 
puede transformarse de igual manera. Sustituyamos enseguida, 
desarrollando los cálculos, 

S A ' 3A b x \ b A by b A bz 
— por 1 1 , 
b u b x b u by b u bz b u 

y procedamos análogamente con — . La expresión (5), se reducirá á 
b V 

b A [ D i y , z ) ^ D x ) ̂  D ( * , j ) 1 
— 7-7 r o x + —— t y - f - — %z d u d v . 
b x YP {U, V) D (^, v ) D [ u , v ) J 

Y haciendo cálculos análogos en las otras integrales, se obtendrá 

V D ( y , z ) D ( z , x ) ^ D { x , y ) 1 
X — o x + —— l y - f — oz d u d v . 

L D {U, V) D {U, v ) D { u , v ) J 



APLICACIONES DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS MULTIPLES 231 

Pero o í debe ser nula; y puesto que los signos de las variacio
nes o-r, B y , son arbitrarios, debe resultar idénticamente 

3A SB 3C 
h • = o - (o) 

Esta condición que es necesaria, es también suficiente, puesto 
que dadas dos superficies con el mismo contorno, podr íamos for
mar una familia con este mismo contorno, que dependa de un pa
rámetro a, de la que formen parte dichas dos superficies. 

Sin que sea necesario insistir, y refiriéndonos á las integrales 
curvilíneas, podemos enunciar el teorema siguiente: 

L a relación (6) expresa la condición necesaria y suficiente para 
que sea igua l á cero la integral I , extendida á una superficie cerrada, 
en el interior de la que A, B, <Z y sus derivadas parciales de primer 
orden son continuas. 

155. FÓRMULA DE STOKES. Hemos visto que 

/ / Adydz -f- Y*>dzdx + Cdxdy , 

extendida á una área limitada por un contorno L , no depende m á s 
que de este contorno, cuando se verifica la condición 

= o, (7) 
•bx 1 

pudiéndose en este caso escribir la integral doble bajo la forma de 
una integral curvilínea, tomada á lo largo del contorno L . 

Vamos á demostrar ahora que, dadas tres funciones que satis
facen á la identidad precedente, pueden obtenerse tres funciones a, 
¡3, y de x , y , z tales, que se verifiquen las relaciones 

• * _ Í T = A i ^ _ l í = B, ^ - ^ = C. (8) 
I x cy t>y ex 

Tomemos, por ejemplo, y = o. Satisfaremos á las dos prime
ras, haciendo 

a = — í B {x, y , z )dz , (3 = (" A y , z) dz + ? O , y)y 
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expresando £rü una constante numérica y cp una función arbitraría 
de x é y . Sustituyendo estos valores en la tercera ecuación y te
niendo en cuenta la identidad (7), resultará 

^ _|_ C (.r, y, z) = o; 

y se podrá, mediante una integración, determinar una función 
Í, { x , y ) que satisfaga á esta ecuación. Es evidente que si 04, ¡3,, -
expresan una solución particular de las ecuaciones (8), la solución 
más general estará dada por 

siendo F una función arbitraria de ,r, y , z. 
Vamos á considerar ahora integrales de superficie de la forma 

jfilz 2y) 
Estas integrales se encuentran en varias teorías de física ma

temática. 
Se puede expresar la integral (9) por medio de la integral cur

vilínea 

1̂  adx - |- ftdy - [ - j d z , 

tojnada á lo largo del contorno L . 
Ante todo, debemos definir el sentido en el que se toma la inte

gral curvilínea. La integral (9) se aplica á un lado determinado de 
la superficie S. Á cada punto de S corresponde una dirección de la 
normal. Tracemos alrededor de P un elemento de superficie l imi 
tado por el contorno x. E l sentido directo en el contorno T: será de 
izquierda á derecha, para un observador colocado en la normal, con 
sus pies en P y la cabeza en la dirección de esta normal. SupongaT 
mos ahora que el punto P esté próximo al contorno, C y que una 
parte del perímetro -K pertenezca á este contorno. Se habrá fijado 
en éste un sentido determinado siempre el mismo, cualquiera que 
sea la parte del contorno á que se aproxime el punto P. Fijado 
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así el sentido en el contorno L , varaos á demostrar que las dos i n 
tegrales (9) y (10) tienen signo contrario, si el sentido de rotación 
del triedro (Oxyz) es directo. 

Supongamos que el contorno C sea plano, y tomemos un 
nuevo sistema de coordenadas, tomando el sistema de ejes (QXYZ) 
con igual sentido de rotación que el primero, y tal, que el plano 
Z = o sea el plano de la curva C. Supongamos además que se in 
tegra en el lado del plano correspondiente á la dirección del eje QZ. 
El sentido directo en la curva C, será entonces el sentido de OX 
hacia O Y, es decir, el sentido positivo tal como se definió en el 
tomo I I (pág. 296). Si a", b" y c" expresan los cosenos directores 
de ÜZ, la integral doble (9) puede escribirse así 

además, las fórmulas de transformación de las coordenadas dan 

,r = ¿ X + a 'Y + al'Z + p , y — bX + b 'Y + b"Z + q, 

z = cX + c'Y c"Z - f r, 

y se sabe que 

c" — ab' — ba\ a" = be' — cb', b" = ca' — ac'. 

Por ser d Z = o, la integral curvilínea se reduce á 

^ {a* + ¿¡3 + ¿y) d X + (¿ 'a 4- ¿'P 4 - ¿ y ) d Y , 

y, según lo expuesto (t. I I , pág . 200-204), es igual á 

extendiéndose esta integral al área L . Las derivadas parciales, fun
ciones de x, y , z, son 

3 a 3 a 3 a 3 a 3 a 3 a , 3 a , 3 a , 
— = — « + — ¿ - f —C, — = — + — ¿ H c\ 
3X 3.r 3^ 1 3^ 3Y 3^ ly dz 

y análogamente para p y y. 
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Por consiguiente • 

¿3! 3 ^ 1 ^ ¡ b / \ 2 ) X 3 X 

. Por consiguiente, la expresión (9) es igual á 

cuando la curva es plana. 
Es fácil pasar al caso de un contorno cualquiera, pues dicho 

contorno puede reducirse á un contorno poligonal, puesto que bas
taría aumentar indefinidamente el número de lados para tener una 
curva cualquiera. Se puede hacer pasar enseguida por este con
torno poligonal una superficie poliedral cuyas caras sean t r iángu
los. Aplicando la fórmula demostrada para el caso de las áreas 
planas á cada uno de estos tr iángulos, y sumando los resultados 
obtenidos, se llega á la fórmula que se trataba de demostrar, que 
se llama f ó r m u l a de Stokes. 

APLICACIÓN. Consideremos una curva cerrada L y un punto 
cualquiera M(>, b, c) ' Sea una superficie cualquiera S limitada por 
L y en la que consideramos dos lados. U n elemento dn de esta su-

- eos (T*, ft) 
perficie se ve según un ángulo igual á ^ d i . 

' Llamando r á la distancia del punto M á un punto P (,r, y , z) 
del elemento, y (r, n) al ángulo que forma la dirección PM con la 
dirección de la normal en P á la superficie, este ángulo será posi
tivo ó negativo según que el ángulo (r, n) es agudo ú obtuso. Y 
expresando por eos a, eos (3, eos y los cosenos de los ángulos que 
forma la normal con los ejes, tendremos 

a — x b — y c — z 
eos (r, n) = — - — eos a - | - — — eos [J - f - — - — eos ] . 

La suma de los ángulos triedros para todos los elementos d i 
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de S será pues 

f í / a — # & — v _ , c — 2 \ 7 
l = j j \ ^ ^ C O S a + ^ r - c o s í 3 + ~ 7 r " c o s V ' 

Será pues una integral de superficie extendida á S, indepen
diente de S, porque se tiene 

c) /a — x \ 1 / ó — y \ 'd /c — z\ 

\ rá / \ rá / })Z\ t 

[r* = {x — a f + (7 - b f + {z — c f ] . 

Puede decirse que representa el ángulo sólido (contado con un 
signo) bajo el que se ve el contorno C desde el punto M . 

Vamos á obtener, antes de aplicar la fórmula de Stokes el valor 
de la integral ( n ) . Si el punto («, b, c) es exterior á la superficie, 
esta integral es nula, según el teorema fundamental. 

Supongamos que {a, b, c) sea interior á la superficie, é integre
mos en el lado interno de ésta. La integral es independiente de la 
superficie. Tomemos pues, una esfera de radio R y centro {a, b, c)\ 
la integral se reduce á 

T /* (Í5 • / Y eos (r, n) da 
/ I — = 4Tr. Se tiene pues / / -¿ = ^-K. 

Tendremos, ahora que la integral I , extendida á una superficie S 
limitada por un contorno C, se puede sustituir, s egún la fórmula de 
Stokes, por una integral curvilínea tomada á lo largo de C. Esta 
transformación sería complicada y no ofrecería gran interés. Por el 
contrario, es interesante en diversas teorías, particularmente en el 
electromagnetismo, expresarlas derivadas parciales de I , conside
rada como función de a, b y c, por integrales curvil íneas. Sea, por 
ejemplo, la derivada parcial de I con relación á a. Tendremos 

eos a + — — eos 'á 
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Debemos buscar funciones a, (3, y de x , y , z tales, que sea 

3? 3y ^ — . r \ 3a 2 ) / ^ — J K \ 

3a 3¡3 3 — ^ \ 
3^ 3,r 3¿z \ r3 / ' 

Hagamos a = o; y tendremos que elegir, si es posible, ¡3 y y de 
modo que satisfagan á las ecuaciones 

_ ?> {b — y ) {a — x ) 3^ _ ^ { c — z){a — x ) 
I x r5 I x - r* 

3^ _ 3y _ 3 O — ^V2 
3^ 3j/ 

Estas ecuaciones quedarán satisfechas, si se toma 

y — b z ~ c 

Y, por consiguiente, la integral curvilínea 

— j^a -dx -|- $dy -f- -̂ dz 

se reducirá á f ^ - l ^ í M ^ 

Y tendremos aná logamente 

~ = f ( ' r — a ) d z — { z — c)dx } [ _ f { y — c ) d x — { x ~ a ) d y 

M Je r3 ' 2>c~Jc 73 
fórmulas importantes en la teoría del magnetismo (*). 

(•) E. Picard. Traüé d'Analyse, t. I , p. 123, (primera edición). 
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ESTUDIO DE LAS SUPERFICIES E N FORMA PARAMÉTRICA 

C A P I T U L O I 

O O O 1" 1 1 0 1 V í 1 t i í l O t i 1 ' V í 1 í 1 1 O f l i-4 

§ i.0 FÓRMULAS FUNDAMENTALES 

156. DEFINICIONES. E n general, la posición de un punto se 
determina por la intersección de tres superficies. Así, en los siste
mas de coordenadas rectilíneas, las tres superficies son tres planos 
paralelos á los coordenados. E n el sistema de coordenadas polares 
r, 0. í las tres superficies son una esfera de radio r, un cono des
crito alrededor del eje de las z cuyo semi-ángulo del vértice es 0 y 
un plano que pasa por el eje de las z que forma un ángulo x\ con 
el plano de las xz. 

Sabemos que una curva se puede definir analí t icamente, en 
función de un parámet ro u por medio de las'ecuaciones 

x = f { u ) f y — ^ z = ty iu) ( i ) 

suponiendo las tres funciones finitas y continuas, así como sus de
rivadas primera, segunda y tercera, excepto á lo m á s en algunos 
puntos especiales. A cada valor ux del parámet ro u corresponde 
una posición del punto generador M . 

Si consideramos un nuevo parámet ro v, las ecuaciones 

X = f { u ^ V ) , y == ? (X v ) i Z = 'h [M, V) ( 2 ) 

para cada valor de v determinarán una línea; y si el pa rámet ro v 
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varía de una manera continua, esta curva se moverá describiendo 
una superficie, que resulta definida analít icamente por medio de las 
fórmulas (2). Y si eliminamos u y v entre las ecuaciones (2), ob
tendremos la ecuación ordinaria de la superficie / ( , r , y , z) = o. 

Esta superficie quedará cubierta por el sistema de líneas ante
riormente considerado, de las cuales corresponderá cada una á un 
valor de v, y se dirá una línea v — const., ó una línea v. 

Podremos razonar aná logamente respecto á u. E l valor de u 
determinará una línea 

x = / O , , y = cp (>, , v ) , z = {u i , v), 

y el conjunto de todos los valores de u la superficie. 
U n punto P de la superficie quedará determinado, cuando se 

conozcan dos valores ul} de los parámet ros u y v, es decir, que 
un punto P quedará determinado en la superficie, por la intersec
ción de las dos líneas 

Los valores y de los parámet ros se llaman las coordena
das curvil íneas del punto P, ó también coordenadas de Gauss, y las 
líneas u = v = v.i curvas pa ramét r i cas . 

Ejemplo 1 ° Sea la superficie de revolución 

x = u eos v, y — u sen v, z = f { u ) (3) 

u = const determina ün paralelo, y v = const, un meridiano de la 
superficie. Hagamos v = 0 , y obtendremos el meridiano situado 
en el plano xz. Las ecuaciones son 

x = u, y = o, z = f { u ) , ó, eliminando ^ z = f { x ) , y = o. 

Si eliminamos t i y v en el sistema (3), obtendremos la ecuación 
de la superficie de revolución bajo la forma 

2.0 Para la esfera de radio r, las ecuaciones (3) se reducen á 

x — u eos v, y = u sen v, z = ^ r2 — 
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157. PRIMERA FÓRMULA FUNDAMENTAL. S i . consideramos dos 
puntos próximos (.r, JK, Z) y (> + dx, y + dy, z + dz), las dife
renciales dx, dy, dz serán, en valores paramétr icos , 

dx 
'hx 1 '"hx ' • , , 

du -4- - : — dv, dy = - ~ du 
2>u 1u 1v 

dv, 

7,2 J Ẑ J dz = — du — av. m ov 

Y sustituyendo en ds2 '== dx2 -\~ dy1 dz1, se tendrá 

ds* = E ^ 2 - | - 2Vdudv + Gdv1 (4) 

que es la primera forma cuadrá t ica fundamental, habiéndose hecho, 
por brevedad. 

; i x 
+ 

' • c)̂ - I x 1y ty. "bz 
'hU ~bV ^ 'btl ^V ^ 7)U TíV ' 

(5) 

G = 

Su discriminante es 

= EG - F2 

+ / ^ 

\ ^ v + 

7)u ^v ^ 3« c)z; ^ 'bv 

3,r c)̂ -
bu bv 

bX 

bv 

by by "bz 'bz 
bU 'hV ~^ 'bu TiV 

b v l + ^ 
Ty 

bu bv 

bz bz 
bu bv 

+ 

cIZ bZ 

bU bV 

bx 'bx 

TíU <)V 

bX bX 
bU 'bV 

'by by 
bu 'bv 

Los coeficientes E, F, G son funciones finitas y continuas de u 
y de ^ y admiten (por hipótesis) derivadas primera y segunda fi-
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nitas y continuas. Y además con los símbolos 

j / E , j / G , f E G ^ V 2 

expresaremos los valores positivos de los radicales. Tenemos ade
más las siguientes fórmulas 

_ 7).ry-x _ 1 3E 7>\v 1 SE SF 

m' — v ^ I J L ___ 1 M • - _ y ^ 32;ir 1 sG 

= V — — = _ - ^ + — ^" _ V ^ _ I ^ 
C)̂ 2 2 3^ S?y' 3z;'2 2 c),r' 

Y también definiremos las seis cantitades p , p \ p \ q, q , q" pol
las fórmulas 

= mG — nF, ^2q — nE — mF, 

A2/' = m'G — n 'F , A 2 / = n ' E — m'F , 

& p " = m"0 _ n"F, tfq" = n"F — m"F, 

3 log A , 3 log A 
que dan / + , + / = - . 

Si las curvas « = const, v = const se cortan perpendicular-
mente, se dice que las coordenadas son ortogonales. Entonces 

^ = o, porque , y —- son los coeficientes di-
CU OU CU ÓV CV úV 

rectores de las tangentes á las curvas v = const y u = const. La 
fórmula (4) se reduce entonces á 

ds* = Fdu* + Gdv1. 

E n cada punto de una línea coordenada u = const ó v = const 
distinguiremos la dirección positiva de la negativa, y convendremos 
en que la primera corresponde á valores crecientes y la otra á va
lores decrecientes del parámet ro . 

Expresaremos por dsu y dsv los arcos elementales positivos de 
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las líneas u y ^ y se tendrá, siendo 

u = const, du — o ó v = const, dv — o, 

dsu = )/G¿/^, ^ = \ K d u , 

Y representando eos ( ^ r ) , eos (z/j), , eos ^.r, los co
senos de las direcciones positivas de las tangentes á las líneas 
coordenadas u y v, será 

' . i S,r . , i ' \ . . i 
eos (zix) = - — — , eos (zy/) = ^ = — , eos (?^) = - = — 

. / G j / G ^ j / G ^ ' 

eos (^r ) = — - , eos (vy) = — , eos {vz) = - — — . 
y J | /E 3w )/E ^ 3w 

Y si designamos con w el ángulo comprendido entre O y -n; que 
forman en un punto de la superficie las direcciones positivas de 
las líneas coordenadas ti y v que pasan por él, tendremos 

eos w = eos {ux) eos {vx) + eos {tty) eos (^7) + eos {uz) eos (^5). 

p yEG • F-
ó eos co = (O y sen OJ = - — — , (6) 

j / E G | /EG 

De la ecuación (5) resulta que: Za; condición necesaria y suficiente 
para que las coordenadas u y v sean ortogonales es que sea F = o. 

158. ELEMENTO DE ÁREA. Consideremos el cuadri látero in f i 
nitesimal comprendido entre las líneas coordenadas u -f- du, v, 
v -\- dv, que despreciando infinitamente pequeños de órdenes su
periores, puede considerarse como un paralelógramo; y puesto que 
/ E ^ , y ^Gdv son las longitudes de los lados que comprenden el 
ángulo (o, su área queda rá expresada por )/EG — Y^dudv. Y, en 
virtud de (6), resulta que: JSl elemento de área ds de la superficie se 
expresa por la f ó r m u l a 

dr, = f K G — ¥'2dudv — k d u d v . 

159. ÁNGULO'DE UNA LÍNEA CON LAS LÍNEAS COORDENADAS. 
Consideremos una línea cualquiera trazada en la superficie, para la 

16 
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que se ha fijado la dirección positiva del arco. Para determinar sin 
ambigüedad los ángulos que forma con las líneas coordenadas u y 
v, supongamos trazado el plano tangente en cada punto P de la 
superficie. Indiquemos con 0 el ángulo, comprendido entre o y 27:, 
que debe girar sobre el plano tangente y en sentido positivo, la d i 
rección positiva de la tangente á la línea v, hasta superponerse con 
la tangente á la curva C. 

Si se mueve un punto M á lo largo de C, sus coordenadas cur
vilíneas u, v y las cartesianas x, y , z se pueden considerar como 
funciones de s\ y tendremos 

I x du i x dv 1y du 'by dv 
eos ( O ) = -— — -|- — - - cos{Cy) = — — -f- — , 

v J hu ds 7>v ds v •/J l u ds • ds 

'hz du IÍZ dv 
S^"''' ~btL ds ^ cVy ds ' 

Y por consiguiente 

eos 6 = eos (Cr) eos {vx) + eos (Cj) eos ivy) + eos (C^) eos (W); 

y sustituyendo los valores de los cosenos en el segundo miembro, 

1 / du dv 
eos 8 - - — : E f- F — 

/iC \ ds ds > 

Pero, en virtud de (4), tendremos la identidad 

1 / du dv\2 EG — F2 {dv\% 

E I E ^ + F ^ ) 4 - — E - y = I 
. . i |/EG — F* dv y por consiguiente, sen 0 = + — 

j/E" ds 
Y desaparecerá la indeterminación del signo, conviniendo en 

contar á 0 como positivo, si v crece con s. 

rr , , ÊG — F2 dv 
1 endremos pues, sen 0 = — . 

/E as 
De estas fórmulas y de las (5) y (6) se deduce 

y E G — F - du 
sen w — 0 = — — (8) 

/ G ^ 



COORDENADAS CURVILINEAS 243 

y además tg o = | /EG — F2 
dv 

(9) 

por la cual se ve que el ángulo de inclinación de una curva, tra
zada en una superficie, depende solamente de la relación de los 
incrementos du, dv de las coordenadas curvil íneas á lo largo de 
la curva. 

Si las líneas coordenadas son ortogonales, F = o, y las fór
mulas anteriores se reducen á 

eos 6 = / E 
du 
ds ' 

s e n 6 = ^ , 
as 

tff 0 = (10) 
G dv 
E du 

160. ORTOGONALIDAD DE DOS LÍNEAS. Vamos á establecer la 
condición de ortogonalidad de dos curvas C y C en un punto P, 
y expresando con os el elemento del arco de C y con I v los 
incrementos de las coordenadas curvil íneas, tendremos 

ou cLr vv 
eos (CV) = - — - — \ - - — — , eos (CV) 

ÓU OS ÓV os 

3jJ/ QU OV 

l u Is Iv os ' 

7)2 ñv 
eos (C^) = — — + — 

OU os üV os 

y la condición de ortogonalidad 

eos (Cr) eos (C'-r) eos {Cy) eos (C JK) + cos cos (C^ ) == o 

se reduce á Kduou -\- F(duov - |- dvou) -\- Gdvov = o, (11) 

la cual expresa la condición para que dos elementos lineales, traza
dos desde el punto {u, v) de la superficie hasta dos puntos infinita
mente próximos (z¿ - f 4" ^ ) Y + o^), {v - { - ov), sean 
perpendiculares entre sí*. 

161. SEGUNDA FÓRMULA FUNDAMENTAL. Sean a, b, c los cose
nos directores de la normal á la superficie y w el ángulo de las 
líneas coordenadas. Tendremos 

sen CÜ 

\ l y 1 ¿2 

)/É ^ / E ^u 

I CVJ/ 1 "hz 
b = 

sen w 

1 1z 

I 'hZ 

| /G ^ )/G 

1 a.r 
j/E^ 

I S.r 
1v 
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sen OJ 

ó bien, 

| /EG 

7y '¿z 

1 "hx 1 l y 

1 "hx 1 

b = 

(1) 

| /EG — F¿ 
3z; 

j / E G — F ¿ bx yy 

La segunda fó rmu la fundamental de la superficie es 

= — idxda - j - ¿ ^ / ^ dzdc)> 

que en función de y ^ puede escribirse así 

cp = — v.dxda = Ddu* + 2D,dudv + D W ' . 

Vamos á exponer las diversas formas de los coeficientes D, D ' 
y D" de cp. Derivando las identidades 

1 ^ — = o, 
dU 

Ha 
2x 

o, 

se obtiene: Ha 
3^ 3^ 

c)"2̂  • Tía 1x 
l u 'bx ?IU 

l a 7)X 
l u 2v 

y tendremos 
l*x 

D = Ha = 
3«2 

3¿r }>x 

TÍX M 

'bu l u 
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2rx l x M 
D ' = 51 a —r- = — S - — — 

D " = y. a — r = — 1 

'bx ba 
l v 'isll 

1)X l a 

I v Iv 

y en virtud de las ( i ) se obtienen los valores bajo la forma 

D = 
l /EG - ¥¿ 

TPx CI-JJ/ y z 
l i r ~bul lu1 

I x l y Iz 
i u í u 1u 

I x l y Iz 
l u Iv I v 

D ' = 

D" = 
/ E G — F2 

Trx Try l'Z 
iv'2 Iv1 iv'1 

I x ÍZ 
l u l u l u 

I x l y ¿z 
i v I v l v 

l - x 

l n 1v l u l v 

%x l y 
l u l u 

I x l y 

l v I v 

§ 2 . ° SISTEMAS ISOTERMOS 

162. DEFINICIÓN. Consideremos descompuesta la forma cua
drática (4) en dos factores imaginarios conjugados 

|/E \ 
ds* = j i E d u - f (F + z"|/EG — F3 — | 

X f E d u + (F — z / E G 
FE y 

Pero según se ve en el cálculo integral, existen factores que 
al multiplicar por ellos ciertas diferenciales, las reducen á diferen
ciales exactas. Sea \¡. -\- ¿v un factor de esta clase, de manera que 
tengamos 

O + *v) ^ ¡ E d u + (F + i / E G — F ^ j = ¿'f + ¿d-h, 
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y por consiguiente 

({* — ¿v) ^ f K d u -f- (F — z / E G — F"2 ^ - j = d f — i d \ \ 

multiplicando estas dos expresiones y haciendo A = — ^ — , ten-

dremos 
ds* = l { d f + d W (1) 

Estos sistemas ortogonales especiales que dan la forma (12) al 
elemento lineal de la superficie se llaman sistemas isoternos. Su ob
tención depende de la integración de 

Y E ^ - j - (F + Z l/EG — F'¿ $ = o. 
• j /E 

ó ds"- = E d u * -\- 2?dudv - f Gdv"- = o. (2) 

Las lineas imaginarias de la superficie, que determina esta 
ecuación se llaman líneas de longitud nula, 7'ectas mínimas . Es tán 
caracterizadas por que sus tangentes encuentran al círculo imagi
nario del infinito. 

Su ecuación diferencial es 

dx* + d f + d z - = o ó d s 2 = E d u - - \ - 2 F d u d v - \ . G d v - = o, 

por medio de los parámetros tí y v, que descompuesta en los dos 
factores lineales imaginarios da 

/— F + zA r - F z A 
f E d u -\ — dv = o, yEdu -\ —— dv = o, /o\ 

FE }/E K¿) 
expresando A2 el discriminante EG — F2 que, como sabemos, no 
se anula. Los dos valores de du : dv son imaginarios conjugados. 
Y si [J- y v son dos factores de íntegrabilidad, obtendremos dos d i 
ferenciales exactas 

¿ a = f, {}¡Edu + ~X ' • d v \ (4) 
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ecuaciones, que por integración, conducen á 

cp («, z;) = a, ' | (>, ^) = (3, (6) 

ecuaciones de las rectas mínimas. 

E l elemento lineal de la superficie adquiere una forma especial, 

pues si multiplicamos las ecuaciones ( 4 ) y ( 5 ) , escribiendo por bre

vedad — = X2, será ds* = r-d*d$ ( 7 ) 

en la que podemos introducir los pa rámet ros tí y v por medio de 
las ecuaciones (6). Resulta pues el 

TEOREMA. SZ descomponemos el segundo miembro de 

ds2 = Edu2 + 2Fdudv + Gdv2 

en sus dos factores, que igualamos á cero, obtendremos dos ecuaciones 
diferenciales, cuyas integrales resueltas respecto á las constantes a y ¡3 
de la integración, adquieren la forma 

cp (u, v) = a, 0/ (u, v) = (3. 

S i introducimos, por medio de estas ecuac:ones, en vez de a y [i, 
u v como parámet ros en las ecuaciones de la superficie, el elemento 
lineal de ésta adop ta rá la forma ds'2 = X2dad13. 

Ejemplo 1 ° Sea el plano X Y (¿r = o). 
E l elemento lineal es 

ds1 = dx'2 + dy1 = [dx \ idy) {dx — idy) . 

Las ecuaciones ( 3 ) dan 

dx + i dy — o, dx — idy — o; 

é integrando x -\~ iy = o, x — iy = o. 

Introduciendo a y resulta ds* — dvuifi. 

Ejemplo 2.0 Sea la esfera de radio = I . 
Las ecuaciones de la misma son 

x = u eos v, y — u sen v, z = y 1 — u*, (8) 

du* 
y el elemento lineal ^ 2 = + u 'dv ' -
J 1 — ti-
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Las ecuaciones (3) dan 

du . du . , 
+ zudv = o, ; —• zudv — o, Í I — u* i 1 

é integrando, resulta (9) 

I ^ - Í \ — ul 1 + ^1 — u l . 7_ 
— I - — \ - iv — la., •— / - —• iv = / 3 . 

u u 

Multiplicando estas ecuaciones, tendremos 

1 i - i ' 1 — u - • r _ = T -T= — I a [ j - —^- = I , 
u 

y efectuando operaciones, después de reducir, será 

2 )/oÍB 
I + 

De igual modo, de las ecuaciones (9) resulta 

(10) 

1 4 - ]/1 — ^ . 1 —j— | /1 

Sustituyendo el valor de u, obtenemos las ecuaciones 

- — = eos ^ + z sen v, JL. = cosv — z sen z;, 

q + P a - ( 3 
y, cosz' = — — , senz' = ~ . ( n ) 

2 ^ 2z7aí3 ^ 

y siendo ^- = - — , Q sera ¿/^ — — íl_ . fJ9-s 

Si sust i tuímos los valores de u, eos v y sen ^ en (8) resultará 

= a + .8 _ ¿ ( f t - a ) _ a,3 - 1 

1 + ^ ' ^ I + a p " 0 " T + ' a p ' :-<I3) 

E n muchos casos es conveniente sustituir el parámet ro ^ por 

— P' siendo P01' tant0 a y — ^ imaginarios conjugados. 
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Las ecuaciones (12) y (13) se reducen á 

4 ¿/a ¿ 3 

(a - $Y 
I - a,8 + a P ) a + S 

a — p a—(3 a — p 

Los sistemas isotermos están caracterizados por una propie
dad geométr ica. Para enunciarla, observaremos que el cuadri látero 
construido entre dos líneas o y <\ y las dos infinitamente p róx imas 
en los sistemas respectivos y + ¿£p y '-p + ¿fy, pueden conside
rarse como un rec tángulo . Pero si el sistema es isotermo, y se hace 
crecer á cp y por incrementos y d-\ constantes, tomando ade
más db = d i , se tiene que: Los sistemas isotermos dividen á la 
superficie en cuadrados infinitesimales, ó en otra forma, siendo 

dsu = \diL, dsv = \ d v , 

construyamos en la superficie las curvas u = const, así como la 
v = const, tomando respectivamente las series de valores 

u, u -\- du, u + 24u, v -^r dv, v ~\- 2dv, 

Y si dsu = dsv, tendremos un sistema de curvas isométrico. Y 
podremos enunciar el 

TEOREMA. L a condición necesaria y suficiente para que el sistema 
de curvas coordenas sea isométrico es que se verifiquen las ecuaciones 

E ^ (u) 
77 = — — , F = o, 
G , «p (vj 

siendo '\ y cp respectivamente funciones de u y de v. 
Ejemplo. Sea la esfera de radio = 1. 
Podemos hacer en (12) y (13) a = u -f- iv, $ = tí — iv, y ob

tendremos 

2 U 2V U - + V1 I 
y 

ds* 

M'2 + z;2 + 1 ' ^ u* + ^ - f 1 ' 2,2 + ^ + j 

4 (M2 - | - dv-) 
{ t f + v ^ + T f -
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Las curvas u = const y v = const son circunferencias que 
pasan por el punto (.r = o, y ^= o, z = l ) y cuyos planos son 
respectivamente paralelos al eje de las X y al eje de las Y. 

Observación i.a Lamé definió las curvas isotermas, con rela
ción á la teoría del calor, en la que tienen su origen. Y en efecto, 
se demuestra en la Teor ía matemát ica del calor que, si los puntos 
de un plano se hallan en equilibrio de temperatura, es decir, si la 
temperatura V en cada punto es simplemente función de las coor
denadas .r é de este punto, y no del tiempo, esta función V { x , y ) 
satisface á la ecuación 

Para cierto estado de equilibrio de temperatura, una familia de 
curvas ^ [x, y) = const se llama isoterma, si la temperatura es la 
misma para todos los puntos de cada una de estas curvas. Esta 
variará de una á otra curva. Para que las curvas cp = G sean iso
termas, es necesario y suficiente que exista una función de cp que 
satisfaga á la ecuación ( i ) , puesto que V [x,y) debe ser una fun
ción de cp. 

Vamos á hallar la condición para que sea así: Supongamos 
V = V (cp). Sustituyendo en ( i ) resulta 

¿7 LU) + \Íy) J + ^ + ^ ) = 0' 
s - v w r / s2^ 2)2cp\ / ^ p \ 2 

Puesto que el primer miembro solo depende de también el 
segundo. Pero cp está dada, por lo que podremos, formar el segundo 
miembro. La condición necesaria para que la familia cp = C . sea 
isoterma, es que dicho segundo miembro se reduzca á una función 
de cp. Esta condición es también suficiente porque, si queda satis
fecha, la relación precedente permite hallar la función V ( c p ) por 
una cuadratura. 
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Si cp satisface á la ecuación Aá¡p == o, ó sea 

Y E G — F'2 / ^ X i ^ G ^ W ] = 0" 
La expresión 

E h . _ F h . G h . _ F } L 

, — du H — _ _ _ _ _ _ _ ^ 
^'EG — n ^ E G — F ^ 

es la diferencial exacta de cierta función y sé tiene 

E ^ - F - ^ G ^ _ F ^ 
^ 1 ^ _ _}v_ ^ ü _ Sm 

3w ^ E G — F'2 ' t>v ~ | /EG — F-— * 

Estas ecuaciones, resueltas respecto á cp, dan 

E ^ i - F ^ - G ^ - F ^ Í ^? 3^ 3« c>-f< a« 

^ " )/EG — F ^ ' ^ E G — í<"¿~ ' 

La función ^ determinada, salvo una constante arbitraria, pol
las ecuaciones ( i ) , es á su vez una solución de A2^ = o, que lla
maremos solución conjugada de cp. 

Observaremos, respecto á las fórmulas ( i ) , que si el sistema pri
mitivo (z¿, v) es ya isotermo, se reducen simplemente á 

3cp 3cp 

Estas ecuaciones expresan que cp + es una función de la 
variable compleja u + iv . Y puesto que cambiando '\ en — «J,, la 
ecuación característ ica ¿¿yá = X (¿/cp2 + ^ J / 2 ) no cambia, tendre
mos que: 

S i está dado en la superficie S un sistema isotmno (cp, -j/), czial-
quier otro sistema isotermo (cp', <]/) se obtiene haciendo 

cp' + = F (cp + z " | ) , 

^m^ó» F ^/ símbolo de una función arbi t rar ia de variable compleja. 
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Supongamos que el elemento lineal ds* — Wdid) se haya es
crito de dos maneras distintas bajo la forma 

ds*- = l*doLd$ = lnda.'d$'. (1) 

Vamos á ver que esta ecuación solo puede verificarse cuando 
a' y (j' dependen de una sola de las variables a y [3. 

E n efecto, si se suponen a' y ¡Ü' expresadas en función de las 
variables a y [i, y sust i tu ímos dy.' y dfi' por sus valores 

la identidad (1) conducirá á las tres ecuaciones 

" ^ V - 0 ' ^ 3,6 0' 3a ^ $ 3a X'á* 

La primera no puede tener lugar más que en el caso de ser a! 
y dependientes de la sola variable a; y considerando la segunda, 
tendremos los dos sistemas de soluciones 

a' = F ( a ) , V = ¥ M ^ = F ^ ' ^ ^ ( a ) . (2) 

Luego: Cuando el elemento lineal tiene la forma d s ^ X M a d ^ , 
solo se podrá conservar esta forma a l elemento lineal, cuando se sus
tituye á las variables cLy^las variables v! y $ determinadas por uno 
de los dos sistemas (2). 

163 . RED ISOMÉTRICA. Liouville demostró que se puede adop
tar, en una superficie, un sistema de coordenadas tales, que se 
tenga E = G, F = o, donde E = o, G = o, razonando de la 
manera siguiente: 

Tenemos ds1 Edu* + 2Fdudv - [ - Gdv'2. 

Descomponiendo el segundo miembro en dos factores de la 
forma ? d u - { - Q d v , estos factores serán imaginarios conjugados, 
que tendrán factores de integrabilidad también conjugados m-i-m, 
M — q u e los t ransformarán en las diferenciales exactas d* + idft, 
da — idft; y podremos escribir 

da + id& d i — id& , , do? + drp 
ds1 — : :—• O ds- == .-, . • • 

m -\- m m — m m" -\- n" 



COORDENADAS CURVILÍNEAS 253 

Se puede pites, tomar de una infinidad de maneras E = G, F = o . 
Las líneas coordenadas forman lo que se llama una red isomctrica. 

§ 3 . ° REPRESENTACIÓN CONFORME 

164. DEFINICIONES. Cuando se ha establecido entre los pun
tos de dos superficies S y S' una correspondencia tal, que á cada 
punto M ' de la superficie S' corresponde un punto M (imagen 
en S); y que moviéndose éste en S con continuidad, el punto M ' 
se mueva con continuidad en S', diremos que la superficie S' 
está representada en S. Esta representación es perfecta cuando sa
tisface á las dos condiciones siguientes: 

i.0 Igualdad de ángulos correspondientes. 2.0 Proporcionalidad 
en las áreas correspondientes. 

Pero si entre S y S' no existen relaciones especiales, tendremos 
que limitarnos á establecer la correspondencia entre las dos super
ficies, de manera que se cumpla una de estas dos condiciones. 

Nos limitaremos á tratar de la primera representación ó repre
sentación conforme s egún expresó Gauss que estableció esta teoría. 

Sean («, v) y (V, v ) los dos sistemas de coordenadas que se con
sideran en las dos superficies, cuyos elementos diferenciales serán 

ds*1 — Edu* - f 2Fdudv - f Gdv-, ( i ) 

ds'- = E'du"2 + 2¥'dudv' - f G'dv'\ (2) 

Si por la representación, á cada punto {u\ v') de la segunda su
perficie debe corresponder un punto («, v) de la primera, esto sig
nifica analí t icamente que (V, v) deberán ser funciones de {u', v') y 
vice-versa. Supongamos 

u' = u {u, v) v == v {u, v), (3) 

y que estas funciones sean finitas y continuas, así como sus deri-
'hu' W cfa' "bu' , 

vadas , -—, -— , - r — en toda la superficie S, sobre la que se 
dU. bv bv r ) n 

hace la representación. 

i 
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Si por medio de las (3) operamos en la (2), tendremos 

ds'- = E , ^ ' 2 + 2Vldudv + G j ^ 2 , 

donde se ha hecho, por brevedad, 

/ C>M'\2 ^U' 'bv' 

F i = E —- —— 4- F ( - — — + — — ) + G - — — , 
bU ÓV \ b u bv bV bU / ÓU 7)V 

1 \ ^ v / ^ 2 bv ^ y ' b v 

La condición impuesta á la representación exige la semejanza 
d s ' 

de las partes infinitesimales, ó sea que la relación de dos ele-
d s 

mentos lineales correspondientes que unen en S y S' los puntos 
( u , v ) , { t i - - \ - d u , v - \ - d v ) , pudiendo depender de la posición del 
punto en S, sea independiente de las direcciones de dichos ele
mentos, es decir, que se tenga 

E p d v ( 
d s ' 1 1 ^ 2 1 d u ^ l \ d u ) 

ds 2 ^ ^ dv g / dv V 
du \ d u ) 

dv 
independientemente del valor del cociente - v - , lo que da las pro-du 
porciones 

E, F , 
E~ F " G ' ^ 

que son dos ecuaciones de derivadas parciales de primer orden, 
cuya integración resuelve el problema propuesto. Pero indepen
dientemente de los teoremas generales acerca de la existencia de 
la integral, se puede resolver de muchas maneras en el caso de 
estar representadas las dos superficies por sistemas isotermos. 

1 6 5 . RESOLUCIÓN DEL PROBLEMA . TEOREMA . E n toda re-
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presentación conforme, á un sistema ortogonal isotermo en la primera 
superficie corresponde un sistema ortogonal isotermo de la segunda. 

En efecto, se tiene en S un sistema ortogonal isotermo (a, (3) 
que puede suponerse reducido á los parámet ros isométricos, de 
modo que se tenga para el elemento lineal ds 

ds1 = X {dv* + d$). 

Debiendo conservarse en S' los ángulos , co r responderá un sis
tema ortogonal, que conservará los pa rámet ros a y {3, y tendremos 

ds'2 = E i d * i - \ -Gidp2 . 

Pero, puesto que la representación es conforme, deberán quedar 
, E G 

satisfechas las ecuaciones ( 4 ) , y por consiguiente será - y - — , 

esto es, E , = G, lo que demuestra que el sistema (a, ¡3) sobre S' 
es también isotermo, y a y (3 son parámet ros isométr icos. 

RECÍPROCAMENTE. S i en una representación de S' sobre S se hace 
corresponder á n n sistema isotermo en S tm sistema isotermo en S', 
podrá determinarse la relación entre los pa rámet ros , de manera que 
la representación sea conforme. 

Se tiene, en efecto, en S el sistema isotermo (a, (3) reducido á 
los parámetros isométricos con ds% = X (¿/a2 4- d^1) y aná loga
mente el sistema isotermo (c/, (í') en S' con ds'2 — X' {dv!'1 + d^''1). 

Si queremos que corresponda al sistema (a, (J) el (a', (3'), será 
necesario tómal

a s cp (a), f i ' = ((3) 

( Í W 3 ) > y se tendrá: ds"1 = X' 

La condición impuesta á la representación exige que se tenga 

v i ^ v x r ^ T 
W a / \ d ' 6 ) . dy d \ 

= o — = + -77- = m, 

X X d i dft ' 

donde m es una constante. Integrando, resulta 

a' = o (a) = /«a + ¡3' = ([3) = + ^¡3 + 
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siendo m, n, n constantes arbitrarias reales; es por tanto nece
sario hacer 

a' + = m (a ± i f ) + c, (5) 

con la constante real m. Esto sentado, sean (a, (3) y (a^ (3,) dos sis
temas isotérmicos (reducidos á parámetros isométricos) en S y S'. 
Si suponemos que existe una representación conforme de S' en S, 
al sistema isotermo (a, 3) en S deberá corresponder un sistema iso-
termo (a', ¡3') en S', que podremos suponer reducido á parámetros 
isométricos. Entonces se verificarán entre a' + i $ y a + las 
relaciones (5). Por otra parte, siendo (a^ p,) otro sistema isotermo 
en S', se deberá tener 

ai + i % = F (a' + 

y por consiguiente será 

a, + 2^ = 7t(a ± zg). (6) 

Así pues: vSz m S S' se conocen dos sistemas isotermas (a, (3) JJ/ 
(aij ?i) reducidos á p a r á m e h o s isométricos, el modo m á s general 
de obtener tma representación conforme de la una superficie sobre 
otra, está dado por la f ó r m u l a (6) en la que ^ es el símbolo de una 
función arbitraria. 

166 . REPRESENTACIÓN CONFORME DE UN PLANO SOBRE OTRO. 
Consideremos dos planos referidos á las coordenadas rectangu
lares y ) y (X, Y), y establezcamos la correspondencia 

X = ? { x , y \ Y = Q 

entre sus puntos. 
Según se ve (pág. 255) la condición necesaria y suficiente para 

que la transformación conserve los ángulos es que 

¿ X - -f- dX* = \ {dx2 + dy% 

siendo X independiente de las diferenciales, es decir, dependiente 
solo de x é y . Esta condición equivale á las dos relaciones 

\7>x) K ^ x ) X l y ) ^ \ ~óy) ' 7>x 3j/ " ^x = o. 
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Estas condiciones que deben verificar las funciones P y Q, se 
pueden simplificar, pues la segunda se reduce á 

el valor común de dichas relaciones, que es igual, en vir tud de la 
primera ecuación, á + i . Se tiene pues 

jiP _ _3P 3Q ' , 3P 3? 3Q 

Y, para pasar del segundo sistema al primero, basta cambiar 
Q en — Q. 

Sea el primer sistema. Si P y Q satisfacen á las relaciones co-. 
rrespondientes, la transformación X = P {x, y ) , Y = Q [x, y ) con
serva los ángulos , y efectúa por tanto la representación conforme 
entre los dos planos. 

Ejemplo 1 ° Plano con plano. Sean { x , y ) y {xx, jj/i) las coor
denadas de dos puntos correspondientes. Las fórmulas m á s ge
nerales de la representación conforme son (F y F, expresan dos 
funciones conjugadas) 

x -f iy = F - f *>,), — z> = F1 — iy,) ( i ) 

ó ,r + zj/ = F — ?>,), — z> = F, 4- «X). (2) 

Sea como ejemplo en (1), F ( ^ ) = ^r , expresando a una cons

tante y el argumento complejo de x ± z y , lo que constituye la 

representación por radios vectores recíprocos. Las fórmulas de repre

sentación son 

a nr 
X + ZJ/ = -——- , x — z> = 

Xx + ^ ^ .r, — z>1 ' 
De estas fórmulas resulta 

„ 1 „ «4 ^ .r, a%x, atv 

17 
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Para esta representación geométrica, consideremos superpuestos 
los planos, de manera que + X y + Y coincidan con + X , y 
- f - Y , . Tendremos así una representación del plano consigo mismo. 

Ejemplo 2.0 Sea la ecuación que representa el sistema de 
elipses é hipérbolas homofocales 

. . • ,. 
x1 ~ r- — c*-

Si A- > ¿:"2, se tiene una elipse y si X2 < c- una hipérbola. Ha
gamos £ = 1, y consideremos las curvas 

— - f • = 1 con ^ > 1 (elipses) 
X2 A2 I 

,r2 r'¿ 
. — + = 1 o < [x2 < 1 (hipérbolas). 

]X¿ — 1 

Supongamos x é y positivos. A todo valor de X2 y ¡J.2 corres
ponde un punto (-r, j ) . Y se tiene resolviendo 

. x . _ x V ) r - ^ - 1) (1 - ¡x2) , . 

de lo que resulta 

dx. + ̂  = 4 (X2 _ ,9) + . 
• , d \ , dy. Q 

Pero, si se hace , = aa, , = «H, 

yx2 — 1 ^ i — P-2 

se tendrá d x l + dy1 = m {dú1 + ^p2); 
luego la correspondencia entre {x\ y) y (a, ¡3) conserva los ángulos . 

Se tiene por otra parte 

a = log (X + j/V2 — 1), ¡3 = are sen ¡x; 

y, por consiguiente, sustituyendo X y ^ por sus valores en función 
de a y ¡3, 

= - (̂ a + a) sen [3, ^ = - ( ^ — ^~ a) eos ¡3. (2) 
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Esta transíbrmacicm entra en el segundo tipo. Cuando el punto 
(a, ¡3) describe en su plano una paralela á uno de los ejes, el punto 
(x, y ) describe una elipse ó una hipérbola. Estas elipses é hipérbo
las son homofocales. 

La transformación (2) que conserva los ángu los , transforma 
estas elipses y estas hipérbolas en dos sistemas de rectas 

a == const., P = const. 

Estos sistemas de rectas for
man sistemas isotermos; y po
dremos enunciar el 

TEOREMA DE LAMÉ. L a s elip
ses y las hipérbolas homofocales 
forman un sistema de curvas or
togonales isotermas. 

Figura 91 Figura 92 

Figura 93 Figura 94 

Observación. La transformación por radios vectores recípro
cos cambia entre sí sistemas ortogonales, un sistema isotermo en 
otro. Así: 

1.° U n sistema isotermo de dos series de rectas se transforma 
en el sistema de todas las circunferencias que pasan por un punto, 
siendo tangentes á una de dos rectas perpendiculares entre sí ( f i 
guras 91 y 93). 

2.0 Un sistema isotermo formado por circunferencias concén
tricas y sus radios se cambia en un sistema de circunferencias de 
las que, una serie está formada por todas las que pasan por dos 
puntos fijos, mientras que la otra se compone de los círculos orto
gonales á los primeros (figuras 92 y 94). 
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3.0 Sistemas isotermos de elipses é hipérbolas confocales en 
sistemas isotermos de dos series de curvas de 4.0 orden (*). 

167 . REPRESENTACIÓN DE LA ESFERA EN EL PLANO. Conside
remos las ecuaciones del ejemplo tratado en la pág. 249. Tomando 
x^yx por coordenadas del plano, será (6) (pág. 256) 

u - j - iv = F {x^ + iy -̂t u — iv — {xx —• zj^), 

expresando F y F1 dos funciones conjugadas. 
Podemos decir, que: L a representación conforme más general de 

una superficie sobre otra se obtiene igualando la variable compleja de 
la una á tina fimción de la variable compleja de la otra. 

Ejemplo i ." Superficies de revolución. 
Las coordenadas son 

x — r eos o), y sen w, 2 — y (r), 

siendo z==̂  (r) la ecuación de la curva meridiana. E l elemento 
lineal es 

dsl = [1 + 'f1 {fj\ dr*- + rV¿oá. 
Cambiando el parámetro r por el arco u del meridiano, contado 

á partir de un punto fijo, tendremos 

u = j ^ 1 y"2 {r) dr y r = <f (u). 

La función estará dada por la naturaleza de la curva, y se tendrá 

ds'2 = dt? - j - r'2d^. 

COROLARIO. E n toda superficie de revolución los meridianos y 
los paralelos forman ttn sistema ortogonal isotermo. 

Observación. Por ser 
/ dir , \ 

f du _ 
se ve que los parámetros isoméricos son w y 1^=1 ——. 

Ejemplo 2 ° Esfera. Sea x2 - f y1 -\- z2 = 1. 

Tenemos x -= sen u eos v, y — sen u sen v, 0 = eos ^, 

(*) Sofus Lie Geomelrie der Beriihrungstransformatiomn. Erst. Band. p. 8 
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siendo v la longitud y la u la distancia angular del punto al polo 
u — o, ó sea el complemento de la latitud. Tendremos 

ds"- = du- - j - sen2 udv1 
du 1 

== log tg - u. 
sen tí 0 » 2 

Podremos hacer la representanción estereográfica polar, tomando 
como variable compleja en la esfera 

^ - M [ -|- ¿17 COt — U . 6 + ™ 
2 

Figura 95 

y por variable compleja ^ en el plano del 
ecuador ^ = p^í0; y haciendo T = £, ó sea 

u 
0 = cot — , 6 = z;, 
1 2 

tendremos la representación conforme de 
la esfera en el plano del ecuador. Desde 
el polo u = o se proyecta el punto M {u , v) de la esfera en el 
plano ecuatorial. Podemos considerar la t ransformación 

u -\- iv = xv + iyK, u — iv = x i — iyx ó xx = u, yx — v. 

Y tendremos entre las coordenadas {x , y , z) de la esfera y las 
del plano {xx , y j , las relaciones 

x f + y ; 1 - ! 2X. 
X x ? + y ? + 1 ' ^ x ? -V y ? + 1 ' + y e + I 

Mediante estas fórmulas se corresponde cada punto {xx, y^\ 
del plano con un punto {x, y , z) de la esfera; y de ellas se deducen 
las siguientes: 

x , ( í — s) = x , y , (1 — z) = y . 

E n la figura 95 se establece la correspondencia, de manera que 
coincidan los ejes de las x y de las 7 del plano y de la esf^a. Rectas 
trazadas por el origen y círculos concéntr icos cuyo centro es el 
origen, representan á los meridianos y á los paralelos, A un círculo 
de la esfera cuyo plano es 

A,r + Bj/ + + D = o, 

2y. 
z — 
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corresponde en el plano la curva 

2A^1 + 2B/ . + C + / , — 1) -h-D (V2, + / , + 1) = o, 

que es una circunferencia. 
j . 0 Proyección de Mercator. Tenemos la representación 

1 • x,4-ii/, • x,—iv. 

u -Y iv = e 1 Jx, tí — iv = e ^ y\ 

que conduce á u = eXi cosj>/i, v = eyi senj/, 

y en virtud del ejemplo de la pág. 249 
CC Oj ^00 

2e 1 c o s ^ 2e 1 senj)/| e 1 — 1 

e1*̂  + 1 . O + 1 ^ * + 1 

Á los paralelos z = const. corresponden en el plano paralelas 
y 

al eje de las Y, = const., á los meridianos — = const. de la es

fera las paralelas al eje X 1 - = const., = const., resultando en el 

plano, dos series de paralelas que se cortan perpendicularmente. 
4..0 Determinar todos los sistemas ortogonales de círculos ó de 

rectas sobre el plano. La condición necesaria y suficiente para que 
dos círculos de la esfera se corten según ángulo recto es que el 
plano del uno pase por el polo del otro. Y debiendo, por consi
guiente, los polos de los planos de Jos círculos de uno de los sis
temas (C), hallarse situados en cada plano de un círculo de ( C ) , 
su lugar es la recta r ' , por la que pasan todos los planos del se
gundo sistema. Y análogamente todos los planos de los círculos 
del sistema (C) pasan por una recta r, que es la polar recíproca de 
r ' respecto á la esfera. 

De esto concluímos que el modo más general de construir un 
doble sistema ortogonal de círculos de la esfera, es cortarla por dos 
haces de planos, cuyos ejes sean rectas polares recíprocas respecto 
á la esfera. 

S u p e r a m o s en primer lugar que la recta r no sea tangente 
á la esfera, ó que su polar recíproca r ' corte á la esfera en dos 
puntos reales distintos, que serán comunes á todos los círculos del 
sistema respectivo. Proyectando estereográficamente sobre el plano, 
tendremos: 
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a) Dos haces ortogonales de circuios, uno con dos puntos de 
base real, y el otro con punios de base imaginarios. 

En particular, si r es el eje polar de la esfera, el. sistema 1.° se 
cambia en las rectas de un haz y en círculos con el centro en el 
centro del haz. 

Si r es tangente á la esfera, r ' será tangente á la esfera en el 
mismo punto, en dirección ortogonal á r, y por proyección este
reográfica se obtiene en el plano: 

b) Dos sistemas de circuios tangentes en el mismo punto á dos 
rectas ortogonales. 

En particular, si el punto de contacto de r, r ' con la esfera es 
el polo de proyección, tenemos en el plano, como caso límite, un 
sistema doble ortogonal de rectas. 

168 . REPRESENTACIÓN DE LA ESFERA EN sí MISMA. De 

I — a { S ¿ ( I ^ a f t a + B 
* = ^ r - ' ^==: ÍÁ 

a — p a — p a — p 

resulta ds-
(a _ 

A cada par de valores a, [3 corresponde un punto de la esfera 

real, cuando a y — -- son imaginarios conjugados. Á otro par a,, 
P 

,8, análogo, corresponde un punto { x i , ^ , de la esfera 

I — a^., _ / ( I + ^ - A ) ^ _ at + 

a, — ^ «i — Pi ai - Pi 

siendo el elemento lineal ds* = 4 ^ , 
(«i — P1)¿ 

Hagamos a1 = F (a),5 ^ = Fi:(§) . 

Á cada punto de la esfera (a, p) corresponde otro (a,, ¡3,). La 
esfera queda representada por sí, y por representación conforme, 
cuando se corresponden las rectas mínimas. 

Si al hacer girar á la esfera alrededor de su centro, expresamos 
por la variable compleja T los puntos de la esfera y por T' el punto 
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á que llega T, después del movimiento; en virtud de ser iguales dos 
figuras descritas por puntos correspondientes T y T ' , será 1' una 
función lineal de t 

(1) 

ya que T ' tiene tan solo un valor para un valor de T é inversamente 
y además , porque en la esfera como en el plano de representación, 
á cada circunferencia descrita por T corresponde una circunferencia 
descrita por T ' . Y las representaciones conformes del plano en el 
mismo, que cambian circunferencias en circunferencias, se dan me
diante sustituciones lineales. 

Igualemos á I el determinante ao — ¡jy de la susti tución lineal, 
que es distinto de cero. Y vamos á obtener las relaciones particu
lares que deben existir entre los coeficientes a, [Ü, y, o para que la 
sustitución represente un movimiento de la esfera. Para ello, ex
presemos el elemento lineal 

ds"- = du*1 + sen2 udv"1 

de la esfera mediante la variable compleja T y su conjugada T0. 

Siendo T = cot — ueix>\ T0 = cot — ü e - w , 
2 t 

Ad^dxü 
resulta que ds — 

Para que la susti tución (1) represente un movimiento, es nece
sario y suficiente que sea 

dxdx'Q did^Q 

( r V 0 + i ) * i ) 2 ' 

y siendo, en virtud de (1), 

ar = — — , Í/T 
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Puesto que la última relación se verifica para cualquier valor 
de s será 

aao + TTo = i ) a^o + T 5 o = O i 

P a o + 5 T o = o j ^ o - h ° 8 o = i i 

que por ser ao — fty = se reducen á las condiciones necesarias 
y suficientes, o = a0, y — — P0, esto es, que o es la conjugada 
de a y y la conjugada de ¡3, cambiada de signo. Resulta pues, el 

TEOREMA. E l movimiento m á s general de la esfera compleja en 
sí misma se representa mediante la susti tución l ineal 

ax + ¡3 

169 . EJEMPLOS DE REPRESENTACIÓN CONFORME. La teoría de 
las funciones de una variable compleja ofrece sistemas de funcio
nes P (V, j^) y Q {x, y ) que permiten efectuar una representación 
conforme. 

Consideremos una fracción racional de z, F (s), cuyos coeficien
tes son cantidades reales ó imaginarias. Hagamos z = x - { - iy\ y 
podremos escribir F(^) bajo la forma P {x, y ) i Q {x, y) siendo P 
y Q funciones racionales de x y de y . Derivando, sucesivamente 
los dos miembros de la identidad 

F { z ) = F { x , y ) + i Q { x , y ) 

con relación k x é y ; siendo P y Q funciones racionales reales, 
tendremos 

. 3Q 3P 3Q 
F ' (^ ) = h 2 — , zF'(^) = — + 2 — , 

/SP . Í Q \ 3P 
de lo que resulta z ( h i — ) = — + i 

^ \ ^ x 7>xJ 7)y ' 

SP . 3 Q \ 3P , . 3Q 

3P 3Q í ? 3Q 
luego 

I x Ty }y I x 

La transformación X = P {x, y ) , Y = Q {x, y ) conse rva rá los 
ángulos. 
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az b , , 
Sea F (^ ) = ^ - p - ¿ (O { a d - b c ^ o ) . 

expresando a, b, c, d cuatro constantes reales ó imaginarias. 

Tenemos la susti tución lineal Z = ^ + ^ que establece la co-
cz -\- d 

rrespondencia entre el punto (X, Y) y el { x , y ) . Esta correspon
dencia resulta de las transformaciones siguientes: 

i.0 Consideremos la susti tución Z = az. 
Haciendo Z = ReiQ, z — re'1*, a == ^ i ' a , 

se tendrá R = kr, Q = w - | - a, 

Esta transformación consiste en tomar el punto homotét ico del 
0, y hacerle girar después en un ángulo a alrededor del origen. 

2.0 Sea Z = z + b. Esta transformación equivale á una tras
lación igual y paralela á la recta que une el origen con el punto 
correspondiente á la cantidad imaginaria b. 

-K.0 Sea Z = - . Se tendrá R = - , ü = — w,. 

E l punto (X, Y) es el simétrico, respecto á Ox del punto trans
formado de (,r, y ) por radios vectores recíprocos. 

• _ az -\- b , L. 
Caso general. La transformación Z = — , se obtiene com-

binando las anteriores. E n efecto, podemos hacer Z = p -\- ^ ^_ ^ , 

y sucesivamente z = cz, z" = z + d, z"' = — , Z = p-\- z'". 

TEOREMA. L a í r ans fo rmadón ( i ) transforma en general, una 
circunferencia en otra circunferencia, pues cada una de las trans
formaciones parciales en general, efectúa dicha transformación. 

1 7 0 . TRANSFORMACIÓN DEL SEMI-PLANO. Supongamos 
ad — b c — i . 

az ~\- b , / az -\- b \ 
La susti tución z' = ¡—-j ó \ z , • — I , 

cz d \ cz - { - d / 
az + b 

expresa que se sustituye z por ^ ^ ^ . 
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Esta sust i tución transforma el semi-plano en sí mismo, es decir, 
que á un punto del semi-plano corresponde un punto del semi-
plano, pues de 

X + zY = —7 - ^ - ' r : resulta Y = , , — . 
^ c {x H- iy) + d {ex + d)2 + c2?1 

Y tiene el mismo signo que y . Á un punto del eje O x corres
ponde un punto del mismo. La sust i tución transforma en sí mismo 
el semi-plano situado en la parte superior de Ox; y transforma una 
circunferencia cuyo centro se halle en Ox, es decir, ortogonal á 
esta recta, en otra circunferencia, que deberá ser ortogonal á la 
transformada de Ox, es decir, á Ox. Por consiguiente, su centro 
estará en el eje Ox. Y toda recta perpendicular á Ox se transfor
mará en una de dichas circunferencias. 

Una serie indefinida de sustituciones de la forma 

siendo a, b, c, d reales, forman un grupo (el grupo modular). Este 
grupo es discontinuo en el semi-plano, cuando para un punto arbi
trario A del mismo, exterior al eje real, no exista en el grupo, n in
guna susti tución que transforme A en un punto diferente de A y 
cuya distancia á éste sea menor que una cantidad tan pequeña 
como se quiera. Estos grupos discontinuos, cuya teoría ha estable
cido M . Poincaré, constituyen los grupos fuschianos. 

Por ser uno de estos grupos G discontinuo, se podrá dividir el 
plano ó una parte de éste en una infinidad de regiones que gocen 
de las siguientes propiedades: 

Cada una de ellas corresponde á una de las sustituciones del 
grupo G. La que corresponda á la sust i tución { z , / ¿ z ) ) , se l lamará 
la R; y la que corresponda á la sust i tución {z, f0 (¿r)) ó {z, z) se 
llamará R0. 

Cuando z esté en el interior deR0, fi(z) deberé ser interior d Ri , 
es decir, que R¿ será transformada de R0 por la sust i tución {z, f { z ) ) . 

Decir que R¿ es la transformada de R0 por una sust i tución real, 
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es decir, que estas regiones son congruentes, y por tanto, que to
das las regiones R son congruentes entre sí. Ó también podemos 
decir, que la división del plano en una infinidad de regiones es re
gular, cuando al deformar éstas de una manera continua, se pueda 
hacer coincidir el nuevo modo de división con el anterior de tal 
manera, que cada región de la nueva división coincida con una re
gión de la antigua, y que una región dada cualquiera del nuevo 
modo de división coincida con una región dada igualmente cual
quiera del antiguo modo. A l aplicarse la susti tución \z, y¿(^)J a las 
diferentes regiones R, cada una de éstas se cambia en otra región 
R y R0 se cambiará en R¿. 

Esto sentado, M . Poincaré, reduce el problema de la obtención 
de los grupos Fuschianos á: Subdividir de una manera regular el 
plano ó una parte de éste en una infinidad de regiones todas con
gruentes entre s í (*). 

Limitándonos al grupo formado por las sustituciones ( i ) , obser
varemos que la relación 

az -\- b y 
da Y = 

cz -\- d {ex + d)2 + c-y'1' 

de manera que si | Y — y \ <^ s, el denominador (ex d y + c-y-
y • y 

es menor que . 
y — s 

Por consiguiente, los enteros c y d solo pueden tener un nú
mero limitado de valores. Además , si 

az - \ - b 
cz - \ - d 1 

siendo [Y,], como £ inferior á un número determinado muy peque
ño, a y b tampoco podrán tener más que un número limitado de 
valores. E l número de las sustituciones será, finito y el grupo dis
continuo. 

E l razonamiento empleado supone á y diferente de cero, es 

(*) Théorie des grotipes Fuchsiens. 
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decir, que z no se halla en el eje Ox. Para los puntos de éste el gru
po es continuo, lo que se ve considerando la susti tución del grupo 

( i -f- ac) z — d1 
Z == 

clz + 1 — ac 

en las que a y c son enteros cualesquiera. Esta sust i tución puede 

escribirse bajo la forma 

cZ — a cz 
+ c. 

Si pues, partiendo de un punto arbitrario 0, se repite esta sus
titución un número infinito de veces, se obtendrá un número in f l -

a 
nito de puntos que tienden hacia el punto Z = — . 

Ahora bien; si z es real, todos los puntos así obtenidos son rea-
a 

les, y se tendrá, por consiguiente en la proximidad de - , un numero 

infinito de puntos correspondientes, lo que es contrario á la h ipó
tesis de ser el grupo discontinuo en el eje Ox. 

E l grupo discontinuo considerado conduce á dividir el semi-
plano en un número infinito de t r iángulos . 

Para llegar á esta subdivisión M . Picard establece la noción de
bida á Lagrange de forma cuadrá t ica reducida, estableciendo que: 
En un sistema de formas definidas positivas equivalentes, no existe 
más que una reducida 

Ax"2 + 2 B x y 4- Cy2, 

excepto cuando A = C ó 2 | B | = A . (*) 

. 1 N ' az + b 
Haciendo enseguida z = x + ly, la parte real de ^ ^ ^ se 

reduce á 

ac {x1 -V y1) + {ad 4- be) x + bd 
c1, (x1 H-y2) + 2cdx-\- d'1 

(*) Traite d'Analyse, t. I , págs. 44-2-46. 
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y el cuadrado de su módulo es igual á 

0a O2 + _r) + 2abx + b'1 
c1 {x2 + y2) + 2 - j - ÚÍ"2 " 

Considerando la forma cuadrát ica 

X2 + 2.rXY -f- ( > + / ) Y"2, ( j > o) 

en la que x, y tienen valores determinados, y efectuando la sus
titución 

(X, Y, d X + ¿Y;:¿X + ¿Y), 
resulta 

[Í2 (.r2 / ) - f 2 ̂ r - f - ¿/2] Xá + 2 [Gr2+y2) ^ + ¿ ^ . r + bd] X Y 

+ [ V + / ' ) + 2 ^ , 1 ; + ¿2] Y2. 

Eligiendo los enteros a, b, c, d {ad — be) = 1) de manera que 
esta forma sea reducida, se tendrá 

c- {x* + y2) + 2cdx + d - ^ a 1 (*2 + y 2 ) + 2abx + b \ 

1 {x- + y - ) ac + {ad -}- ¿c) bd 1 
2 ^ c2 (.r'2 + y 2 ) + 2 ^ + "̂2 2 ' 

Luego, eligiendo convenientemente los enteros a, b, c, d, el mó
dulo de la forma considerada será mayor que la unidad, hallándose 

1 1 T 
comprendida su parte real entre —— y + —• -Luego: 

A todo punto z del semi-plano corresponde, mediante una susti
tución conveniente del grupo, un punto en el t r iángulo formado en el 

semi-plano de las rectas x = ^ ) x = — ^ y la circunferencia 

x- + y - = 1. 
E l tercer vértice de este tr iángulo curvilíneo está en el infinito, 

en la dirección de Oy. Este tr iángulo se llama el polígono fnnda-
mental del grupo. 

A l punto z no corresponde, en general, más que un punto en el 
t r iángulo precedente, pues si el punto {x, y ) está en el interior del 
tr iángulo (y no en el perímetro), la forma cuadrát ica F es una 
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forma reducida y cualquiera otra forma equivalente no es una 
reducida. 

Los puntos del perímetro del t r iángulo se corresponden dos á 
dos, por una sust i tución del grupo. 

Si se hacen representaciones conformes del t r iángulo funda
mental que precede, empleando todas las sustituciones del grupo, 
se obtendrá una infinidad de tr iángulos curvilíneos cuyos lados 
serán arcos de círculo normales á (Xr. Dos cualesquiera de estos 
triángulos solo podrán tener comunes puntos de sus per ímetros . 

Observaremos además que un segundo grupo modular es el 
grupo modular ampliado 

Z = 
az 
cz -\- d 

{ad — he — 1 

o 

que contiene al modular como subgrupo invariante 
de índice 2. 

E l t r iángulo fundamental de l grupo modular 
ampliado se halla comprendido entre las dos rectas 

x = o, x — — — y el círculo de reflexión x1 - j - y* = 1. Sus tres 

vértices son (fig. 96) 

Figura 96 

2Tli 
z = e¿ = z, ¿? 3 = £, Z = <X) . 

La red modular que cubre una sola vez el semi-plano positivo 

P'isrura 97 

(f ig. 97) se puede engendrar 
reflejando el t r iángulo funda
mental sobre sus tres lados, 
es decir, t ransformándolo por 
radios vectores recíprocos res
pecto á dicho círculo. 

Si A, B, C expresan tres re
flexiones sobre los lados 

_ , + / = 1 
2 

del t r iángulo fundamental T , y expresamos con los mismos símbolos 
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los tres tr iángulos adherentes al fundamental 1, veremos que si V 
es una sustitución cualquiera del grupo modular ampliado, aplicán
dola, por ejemplo, á los dos tr iángulos adherentes 1, A, obtendre
mos dos triángulos, también adherentes, V y A V . Así pues, al 
tr iángulo V serán adherentes los tr iángulos A V , BV, CV. Y puesto 
que se puede pasar del tr iángulo fundamental á uno cualquiera de 
la red, mediante una serie de tr iángulos adherentes, deducimos que: 

E l grupo modular ampliado Vü se engendra por tres reflexiones 
elementales A, B, C. 

En cuanto al tr iángulo fundamental del grupo modular, bastará 
decir que asociamos dos tr iángulos adherentes de la red modular, 
por ejemplo, el fundamental 1 y su simétrico A, respecto al eje 

imaginario limitado por las dos paralelas x — — —, x = - \ - 1 al 
2 

exterior del círculo x2 4-y2 = I , cuyos ángulos son —, —, o. La 

susti tución {z, ^ + 1) transforma los dos lados y los dos arcos. 
Ejemplo 1 ° Sea la función 

Z = ^ — 1 = (2 — 1) + 1). 

Puesto que los módulos d e ^ — 1 y ^ - f - i son respectivamente 
las distancias de ^ á los puntos + 1 , — 1; á la circunferencia cuyo 
centro es Z = o y radio 1 corresponderá una lemniscata de Ber-
noulli con los focos en z — \ y 0 = — 1; y más generalmente, á 
toda circunferencia concéntrica en Z una cassinoide con los focos 
en dichos puntos. A l interior de la hoja derecha de la lemniscata 
corresponderá_el interior de dicho círculo y al foco de aquélla el 
centro de éste . 

2 ° La función Z = tg2 da la representación conforme 

de la parte del plano z interior á la parábola cuyo foco es 0 = 0 y 
el vértice z = 1 en el círculo del plano Z cuyo centro es el origen 
y el radio la unidad. E n efecto, la ecuación polar de la parábola es 

eos' — 
2 
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Cuando z recorre el perímetro, se tiene 

273 

1 + 2tg 

^ 4 + ^ ^ ) = 

I + 2 t g ^ í - t g -

Por consiguiente |Z | = 1. Á los puntos interiores á la parábola 
corresponden los puntos internos al círculo (biunívocamente); al 
foco de aquélla corresponde el centro de éste. Aná logamente la 
parte externa de la parábola se halla representada en el círculo pol
la fórmula 

y puesto que el punto = o es exterior al área considerada, la 
función del segundo miembro es en el á rea monódroma . 

171. TRANSFORMACIÓN DE ZV = zm positivo). 
En coordenadas polares tenemos r=— pm, 0 = mu. Á cada arco 

de circulo z descrito desde el origen, cuyo 

áneulo central es — , corresponde una cir-
0 m 

cunferencia. Cuando p varía de una mane
ra continua desde o hasta 00 , sucede lo 
mismo con r. La función propuesta da una 
representación continua, biunívoca y con
forme de un sector del plano z, cuyo á n -

27r 
guio central es — , en el plano w. 

vi Figura 98 

La función w es automorfa, porque es 
uniforme y no altera al sustituir z por a*?; a tiene m — 1 valores. 
La función queda invariable por m — i transformaciones lineales, 
y la representación' es conforme, lo que se verifica obteniendo el 

valor de ^ de los arcos de curva zv y z, que es wpwl-1(p ^ o é 00), 
as \ 

18 
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y depende tan solo de la distancia de ds al origen y no de su 
dirección. 

Para m = 2 la correspondencia se establece haciendo ver que 
la igualdadd zv = z1 da 

a 
/ 

P 

n x • y \ v = 2xy. 

Á paralelas respecto á los ejes en el plano w co
rresponden hipérbolas equiláteras en el plano z. Los 
puntos ¿? = o, ¿r = co son irregulares. Y se ve, por 
último que á dos curvas del plano z que se cortan 

en el origen según cierto ángulo, corresponden en el plano zv dos 
curvas que se cortan según un ángulo m veces mayor. 

1 / c1 

Figura 99 

172. TRANSFORMACIÓN w = — \ z - j -

Haciendo z = p (eos w -f- z sen w ) , zu = u + iv se obtiene 

u = — 

'V 2 

COS OJ, 

sen w . 

Á cada circunferencia descrita por z (p cons
tante) corresponde una elipse descrita por 
w. Los focos de estas elipses son + c. k un Figura 100 
círculo dado z corresponde una sola elip
se IÜ. A una elipse w corresponden dos círculos tales, que el pro
ducto de sus radios es igual á c1. Así, por la transformación de que 
se trata, se representa de una manera biunívoca en el plano w una 

parte del plano z situada, sea en el interior, 
sea en el exterior del círculo de radio c (ex
cepto para los puntos de la circunferencia de 

" este círculo). Á la circunferencia ? = í del 
plano z corresponde el segmento (— c, - f - c) 
del plano m Cuando p aumenta, á partir de c 
indefinidamente, la elipse w recorre todo el 

plano. Cuando ? decrece desde c hasta o, la elipse w, reducida en 

Figura 101 
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el momento de partida al segmento (— c, + c ) recorre de nuevo 
todo el plano y coincide sucesivamente con cada una de las elipses 
obtenidas, haciendo crecer á p hasta el infinito. 

Dividamos el plano z en cuadri láteros por círculos p = const. 
y rectas 0 == const. Á estos círculos y á estas rectas correspon
derán, en el plano w, elipses é hipérbolas homofocales (figuras 
IOO y 101). 

Por ser - ^ i — l a expresión de la derivada de la función 

propuesta, se ve que deja de ser finita y diferente de cero en los 
puntos z — o, z = ± c. En los dos puntos + c, la representación 

deia de ser conforme. Haciendo w = se ve que se conservan 
J ic 

los ángulos en la proximidad del punto z = o. 
173. FUNCIÓN MULTIFORME. zvm = z [m positivo, z no es nula 

ni infinita). Tendremos 

rm (eos w6 - [ - z sen wO) = p (eos tú - \ - i sen w ) . 

Cuando z parte del valor ^ 0 ( p o , w o ) rodeando al origen, se ob
tiene como se sabe, una multiplicidad de determinaciones. 

A l describir z i in contorno cerrado, las sustituciones que re
sultan forman un grupo, pe rmutándose las raíces alrededor del 
punto de ramificación. 

§ 4 . 0 LÍNEAS EN UNA SUPERFICIE 

174. RADIO DE CURVATURA DE UNA SECCIÓN NORMAL. Las 
ecuaciones del eje del círculo osculador son 

(X — x ) d x + (Y — y ) d y + { Z — z) dz = o, ( i ) 

(X — x ) d ' x -|- (Y — y) d'2y 4- (Z — z) d 'z = ds \ (2) 

Cortándolo por la normal á la superficie, se obtiene el centro de 
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curvatura de la sección normal trazada, por la dirección dx, dy, dz. 
Sea p el radio de curvatura de esta sección. Las ecuaciones de la 
normal serán 

P f P" ) /EG — F 2 y ) 

s iendo/ , p' y p" los coeficientes de dirección de la normal á la su
perficie, que satisfacen á las ecuaciones 

— = o . p — 
CU ÓV 

yy 'bz by bz 

„ bz bx 3y „ bz 
3« .x 

y tenemos que 

3^ 'hu + 

[e)v..][©v..] / ix ^ 
\ bu bv 

= E G 

Eliminando X — x, Y — y , Z ~ z entre las ecuaciones (1), 
(2) y ( 3 ) resultará 

o 
(pd-'x + p'd^y - f / ' ¿ / V ) , = ds\ 

1 1 )/EG — F'2 ( 4 ) 

Hagamos 

^•x tfz P — r 4- P' - ^ T + bu bu* 

b̂ x by b*z 
bu2 bu2 

bx by 
bu 

bx 

bu 

by 

P 
b\v 

bubv + P 
b y 

bubv + P" 
Wz 

bubv 

bv bv 
^x b̂ y 

bu* 

bz 
bu 

bz 
bv 

b*Z 
bubv bubv bubv 

bx by bz 
bu 

bx 

bu 

by 
bV bV 

bU 

bz 
bv 

= / = Aü" 

(5) 
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3 l r &y tfz 
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t i* 
bv2 P bv'1 

bV' bv'1 'hV1 

l y 'hz 

i x by 

bu 

bz 
bV bV bV 

(siendo AI = E G —• F-) que conducen á los coeficientes D, D ' , D", 
anteriormente obtenidos (pág. 245). 

Tendremos, en vez de (4), 

edu* - } - 2 fdudv - ] - gdv1 

)/ E G — F-

) /EG 

(EÍ/M2 + 2 ¥ d u d v + Gdv2), 

edu2 + 2fdudv + gdv'2 
Kdti2 + 2Vdudv + Gdv'2 ' (6) 

Para obtener los radios de curvatura principales, será necesario 

expresar que la ecuación (6) en ^ tiene sus dos raíces iguales, lo 

que da 

/ 
^ E G — F-

— F 

| / E G — F2 
g 

) /EG — F2 
G , ( 7 ) 

que es la ecuación de los radios de curvatura principales. 
Si en (6) se hace dv = o, dará el radio de curvatura de la línea 

v = const; y se tendrá 

j / E G — F^ 

E / E G — F2 

e ' | / E G — E 2 
E ' G 

G / E G — F2 

Los umbílicos se obtienen expresando que la ecuación ( 7 ) .tiene 
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raíces iguales, lo que da 

Ge + ( E ^ - 2 ¥ f f - 4 { f 2 — eg) (F2 - EG) = o. 

Pero se obtienen más fácilmente haciendo en ( 7 ) 

P 

/ E G —- F2 

lo que la transforma en 

Xfx — F)2 — {ex — E) (¿vr — G) = o. 

Las raíces de esta ecuación se hallan separadas por 

E F 
— 00 , — , y y - f 00 . 

Para que sean iguales es necesario que 

E. _ G F 

que son las ecuaciones de los umbílicos. 
175. TEOREMA DE GAUSS. E n vir tud de ( 5 ) tenemos 

DD" D'2 = 

3 > tfz 

lu2 'bu1 

bx 

bu 

bx 
bV 

by_ 

bu 

bV 

bz 
bu 

bz 

bV 

b*X 

'brf 

bx 

bu 

bx 

bv 

b^x 

bubv 

bx 

bu 

bx 

bv 

Efectuando los cálculos por la regla de multiplicación de los 
determinantes, se obtiene 

b%x bPx b-x bx ^ b^x bx 

bu2 bu 
2 

0 0 " = v, 

bu¿ bV 

bx b*X 

bU bU2 

bX b^X 

bV bU1 

bx 
bu 

bx bx 
2 -

bu bv 

bu1 bv 

bx bx 

bu bv 

b x } * 
b v ) 
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D'2 = 

v ( 3 3% 3.1; 

c)2,r 3^ 
3^3^ 3^ 

'hU ) 

'bu i v 

v 

4 

'bubV bv 

"bx 1x 
bll bv 

b x \ r 

K b v ) 

Diferenciando las fórmulas ( 4 ) (pág. 276), se obtiene 

b^X b^ 

b'lu bu 

bfx bx 

1 3E 
•_ v 

2 bU 

2 bU bllbV bV 

bu 

3z; 

1 SE 
2 3^ bubv bu 

b'-x bx 1 bG 
= S 

2 bV bV bV 

bu1 bv 

y / 
• \bubV bV 

de donde 
tfx bx 

S — ; = 

^ bvl bu 

tfx bx b^x b x \ 
^ bubV bU/^ 

b^X b x \ 

'¿¿IV2 bU )'' 

1 bE 
2 bv 

i b G 
2 bu 

bF 
bu 

bF 
bV 

Diferenciando las dos úl t imas fórmulas, será 

tfx tfx b3x. bx 3"2F 
bU2 bv'2^ ^ bU'bV bV 

b'X b~X X bX V ^ v 
bti1 bV2 bV^bU 'bU 

bubV 

¿•2F 
bubV 

1 32E 
2 bv1 

1 3-2G 
2 bu2 

y además 
b^x bx 

bu2bv bu 

^ X bx-

bubV) 

í)z;'2^ 3^ \bubv) 

1 S-2G 

2 3̂"2 ' 

1 S2E 
2 3̂"2 

(8) 

(8') 
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De estas cuatro fórmulas resulta: 

ú-X \ 1 S2E 

2 Wl 

I 32G 
(9) 

La diferencia de los determinantes y / 2 puede escribirse así: 

V, 
c)2,r 32.r 1 3E SF 

2 c)Z¿ 
1 SE 
2 3 

E 

3M2 3̂ 2 

1 SE 
2 c)?¿ 

3F 1 SE 
3?/ 2 2)V 

(que es igual á D . D " — D'¿), y en virtud de (9), 

32F 1 S2E 

G 

v 
tfx V 1 3E 1 3G 

1 SE 
2 'hv 

1 SO 
2 ŝ  

2 2 

E F 

F G 

(EG — F2) 

+ 

o 

1 SE 
2 3^ 

SF 1 3E 
3^ 2 

1 3E 3F 1 3 E 

2 3^ 2 'bV 

E F 

F G 

= e g — f \ (*) 

í 1 32G\ 
2 2 / 

o 

1 3E 
2 3^ 

1 SG 
2 3^ 

1 Í)E 1 3G 
2 3^ 2 3« 

G 

(10) 

Esta fórmula demuestra que el producto de los radios de cur-
(EG — F2)2:3 

vatura principal 
/2 depende tan solo de las cantidades 

E, G, F y de sus derivadas. La cantidad inversa es lo que se 
llama, según Gauss, la curvatura total ó curvatura esférica de la 
superficie, así: 

L a curvatura total de una superficie queda determinada en cada 

punto, cuando se conocen las cantidades E, G, F que permiten escri-

(*) Laurent. Traité d'Analyse, t. V I I , p. 102. 
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bir la diferencial de un arco de mi-va bajo la forma 

ds = i ^ d i i 1 - | - 2Fdudv -f- Qdv*. 

Observación. Con auxilio de las fórmulas de la pág. 2 4 1 , la 
ecuación última se reduce á la forma útil 

I ( I p ' -hp \ 

Tic 7ÍC' Tic" 
Pero en virtud de la identidad c — - f c' — + c" — = o, 

3^ 3w 3z¿ 

(1) 

. . . . ^ 2)X ^ 
se puede escribir — = m 1- n — , 

2iu TÍU 
le" Iz Iz 

-—- = m - \~ n — , — — m - \ - n — , 
OU dU OV ÓU dU 

siendo m y n, coeficientes que han de determinar. Y aná loga
mente será 

le , . i x Ttc' , , , 7>y 
—• = m' — - \ - n ' — , — — m — -\- n — , (2) 

Sustituyendo estos valores en 

^ í x D v le l x D" le l x D ' 
^ l u l u A ' ^ Iv Iv ~ A ' ^ l u I v A ' 

se obtendrán las relaciones 

D D ' 
~ + mE, + nF — o, -— + inF + nG = o, 

D ' . , D" 
; -f- n F == o, 

F D ' — GD FD — E D ' 

(3) 

^ + w ' E + n'F — o, + m F + n'G = o, 

m A3 A3 
\ (4) FD" — GD' , F D ' — ED" 

m — , n = — 
- ED" i 
^ I 
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DD" — D"2 
y m 'E + {n' — m ) F — nG = o, mn' — nm' = ^ • 

Para obtener DD" —D'2 en función de las dentadas de E, F, G, 
basta emplear las dos fórmulas de la pág. 279 

ix tfx 3F 1 3E _ }>x 3F I _¿G 

1v Isü1 2)U 

Diferenciando la primera de éstas, con relación á v, y restando 
del resultado la derivada respecto á u de la 3-a ec. (8), se obtiene 

tfx ( Vx V I ^ F 1 ^ 1 

Basta ahora multiplicar los determinantes D y D" y calcular D'-
para obtener la expresión de la pág . 281, con lo que se obtienen 
los resultados á que llegó Gauss. Á estos debemos agregar los si
guientes, debidos á Codazzi. 

Diferenciando la primera ecuación (1) con relación á y la pri
mera (2) con relación k u, é igualando los dos valores de c que se 
obtienen, resultará 

iKr tfx , tfx 
(m — n') r r + ^ —r, — w r ^ i 

l x /"dm m ' \ lx_ /7¡n 3 ^ 
--= o. 

( 5 ) 

Si sust i tuímos x por y y por 0, obtendremos aná logas ecuacio-
l x ító 

nes, que multiplicadas respectivamente, primero por ^ ^ ^ 

ix "hy 1)2 . , j 
después por darán, sumando: , r 'hv l>v 

' 3E /SF 1 3G\ m' í)E 
2 BÍ; ^ \ 3^ 2 'bu ) 2 l>u 

+ 

(6) 
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m — rí ^QJ n 
1 

2 7)V 2 7)V 
m 

i F l - + G — 

1 

2 

= o. 

(6) 

Considerando las ecuaciones (8), determinaremos m, n, m\ ri\ 
y sustituyendo sus valores en función de D, D', D", tendremos 

3D' 
^ ^ + D (— E — + G — 

3 ^ 
— F — 
2 bu 

E 
3E 

= 0, 

^ u ) 

+ D' 

2 3 ^ 

F h 2^ 

'hV 2 

( 7 ) 

E 
SG 

3G 
" ( - G — + E 

2 'bu 'bu 
3F 
3^ 

1 „ 3E\ 
— B — = o, 
2 ^ / 

ecuaciones que sirven pará calcular D , D' , D" cuando se co
nocen E, F, G (*). 

176. FÓRMULA DE LIOUVILLE. Tenemos 

S2,r b-x l^x 'bx 'h'x 'bx 

s s s • 
c)«2 bv1 'bu b u ^ l v 
W Wx /S.r\2 7>x Mr 

— S I — ] S 

(EG — F2) (DD" — D/2) = 

3 ,r 

3 ^ 3 ^ 

OV bVl- bV ^U VbV 

bubv 

iPx 'bx 

^ x bx ^rx 'bx 

bu^v bu bu~bv bv 

s ( - Í 
c)"2.r ^x 'bx 'bx 

S S 

'bx bx 
S — 

(*) Darboux, obr. cit. t. S." p. 248. 
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Y, en virtud de las primeras fórmulas (8) de la pág. 279, 

(EG — F2)2 k = 

1 
2 

1 ?E 3F 
'hir 2 "hu 'bu 

3F £ 3E 
bV 2 bU 

1 3G 
2 bv 

y, sustituyendo, en vir tud de (8'), será 

E 

F 

F 

G 

b\r \2 1 3E 1 SG 
2 3^ 2 í% 

E F 

(EG 

Í)2F 1 S2E 1 ¿E SF 
t)«S^ 2 2 bu bU 

b ¥ 1 bG 
bV 2 bU 

E 

F 
1 3G 
2 3^ 

Desarrollando, se tiene 

- F'2)2 k = 

1 BE 
2 bv 

F 

G 

bubv 
1 SE 
2 Sz; 

1 3G 
2 

1 ^ G 1 bE 1 BG 
2 c)«''í 2 bV 2 bU 

1 3F 
2 bV 

1 3G 

2 B^ 

E 

F 

F 

G 

l3E bG 
4 (EG — F2)2 k = E j — — v n v bv 

bV bG 
2 • H-

bu bV 

'\bE bG 
F — — 

I bU bV 
\ bG bE 

bU bu 

bE bG BE 3F 
Bz; Bz¿ B^ B^ ' bu bu 

BF BF| 
- 4 — - — + 

bu bv 

BF BE 
bV bU 

l B2F B2E B2G/ 
^ ^ ¡- —A • 

bv'1 ^u¿\ 
+ 2 (EG F*) ^ — 

A esta fórmula dió Liouville la siguiente forma: 

2A /c»^ A \ B^ E bv J bv 
BE 

B^ 

BF F BE 
bu E bu ) ] ! • 
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Aplicaciones: 1.a Para ds1 — Erf»2 + G¿fo2, será 

Para ¿/J2 = X (¿/w2 + ^"2), será 

i log X 32 log A~j 

3.a Para ¿Z/2 = dt¿1 + Gcfe2, será 

]/ G 3 ^ 

177. INDICATRIZ. DOS sistemas de líneas de una superficie 
forman una red conjugada, según ya vimos, cuando todas las cur
vas de la primera serie encuentran á las de la segunda, de manera 
que las tangentes en el punto de intersección sean diámetros con
jugados de la indicatriz en este punto, y se reducen á lineas asintó-
ticas cuando dichos diámetros conjugados son asíntotas de la indi 
catriz. Y puesto que el cuadrado R"2 de su radio vector es igual al 
radio de curvatura p, la fórmula (6) de la pág. 277 da 

^ E G — F'2 edu* + 2fdM dv - f gdv* 
R2 — Y.du1 - f 2¥dudv + Gdv1 ' 

Y tomando, en el plano tangente, por ejes de coordenadas las 
tangentes á las líneas v = const., zt = const., se tiene la fórmula 
de transformación de coordenadas 

X f E d u Y f G d v 
R ds ' R ~ d ^ ' (I2) 

siendo la dirección de R la misma que la de ds, y en virtud de ( n ) 

^ du X ^ d v Y 
ds j/'E ' ds ' ~ f Q ' 
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y la ecuación (11) se reduce á 

E y E G G (13) 

ecuación que adquiere una forma más simétrica, por ser 

F , 1 eos 0 
eos 6 : . o . = -

/ E G / E G f 

Se tiene entonces, sustituyendo / E G — F ' por la unidad, lo 
que solo altera la dimensión de la indicatriz, 

1 = : - X á + - ^ Y á + ^ r X Y c o s 6 . 
E G r 

178. DIRECCIONES CONJUGADAS Y LÍNEAS ASINTÓTICAS. Para 
Y Y ' 

que dos direcciones ^ , ^ 7 sean conjugadas, es necesario que 
X. Y 

se tenga 

- X X ' + - ? L ( X Y ' + Y X ' ) 4- ^ Y Y ' = o, 
E / E G G 

y, en virtud de (12), 

e d u ° u + 2 f { d u o v + dv^v) + g d v l v = o, (14) 

siendo y Iv las diferenciales relativas á la dirección conjugada 

de du, dv. Y por ser 

d x = • — du - \ - —- dv, 

Trx ^ X 
odx ^ duou + — — (du%v + d v m ) + r - i 

la fórmula (14) puede escribirse así: 

d^x d^y doz 

2ix c>y 3£r 

IÍU 1u 

c),r ~by 'hz 

'bV ŝU 
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Para que las líneas u — const., v = const. sean coordenadas 
conjugadas, es necesario que esta últ ima ecuación y la (14) que
den satisfechas por du = 0, dv = o ó que / = o. 

Para que las direcciones dx, dy, dz y I x , oy, lz sean conjuga
das, es necesario (adoptando notaciones conocidas) que 

r l x d x -f- 2s (oxdy -f- r/ydx) + toydy = o; 

y por consiguiente, para que las líneas coordenadas sean conjuga
das, es necesario que 

I x clr / I x 7 
r r I 

Pero 
7>z 

— + í H - ¿ — — = 0. ( l O 

r-z 
'hulv p 

1)U ' 

^ x 

7)Z 

"bu 
^X 

'bu'bV 

Tr'x 
+ 

expresando OJ el primer miembro de (15). Eliminando p y g, Y ob
servando que co = o, será 

3j/ 7>x 
bu 

}>x 
bv 

-tfx 

bu 

bu 

2z 
bu 

bu 

b̂ Z 

= o, o. C 

bu by bu by bn bz 

La condición para que las líneas coordenadas X = const., 
v = const. sean líneas de curvatura se reduce á r = o, F = o. 

179. LÍNEAS DE CURVATURA. Si X , Y, Z expresan los cose
nos directores de la normal en un punto cualquiera x , y , z de una 
línea de curvatura L de la superficie S, y r expresa la parte de 
normal comprendida entre el punto (x, y , z) y el en que la normal 
encuentra á otra curva L{ (arista de retroceso), puede verse que la 

(*) Véase H. Laurent, Traité de Mécanique y Traite d'Analyse, t. V I I , p. 105. 
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condición necesaria y suficiente para que L sea una linea de cur
vatura es 

dx dy dz 
¿/XT ~ ~dY = ¿/Z = r ' ( I ) 

pues si el punto de contacto M , de la normal con la arista de re
troceso es , r1 , yx, zv tendremos 

x i = x — r X , y ^ y — rY. zK = z — rZ , (2) 

siendo r = MM1. Si diferenciamos, tendremos 

dxx ~ dx — rdX — Xd?', dŷ  = dy — ?'dY — Zdí% 

dzx = dz — rdZ — Zdr. 

Pero dx^, dyx, dzx son proporcionales á los cosenos directores de 
la tangente en M ! á la curva L , , que son iguales á X , Y, Z; luego 

dx = rdX — X d r = XX, dy — rdY — Y dr = A. Y, 

Sumando estas ecuaciones después de multiplicarlas respectiva
mente por X , Y, Z; y haciendo reducciones, se obtendrá 1 = — dr; 
resultando la relación (1). 

Se ve pues, que esta relación es necesaria para que L sea una 
línea de curvatura. También es suficiente, porque si se verifica la 
(1) se deduce que se verifica la curva L ' tiene por tangentes á las 
normales de la L . 

1 8 0 . ECUACIÓN DE LAS LÍNEAS DE CURVATURA. Adjuntando á 
la ecuación (14) la condición 

dxox - j - dyoy -|- dzoz = o 

2)X ctr \ /Tix 'hx \ 
-— du -\- ^— dv —— o« H—r— w 1 + = 0, 

7>zt / \ dv I 
es decir, Eduott + F {duov + dvm) + Gduw = o, 

y eliminando ou y oy entre esta ecuación y la (14) se obtiene la 
ecuación de las líneas de curvatura 

{¿du + rdv) (Fdu + Gdv) — (Edu -\- Y dv) {rdu- \ - mdv) = 0 (15) 

ó (/F + B>) du1 + (/G — mE) dudv + (VG — ¥m) dv- = o. 
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181. OTRO MÉTODO. LOS cosenos de dirección X , Y, Z de la 
normal satisfacen á las ecuaciones 

Tendremos pues 

X : Y : Z = 

3£r 
o, X 

'bv bv 

bz S-r 
bu bu 

bz bx 
bv bV 

dy bz 
Y - ^ + Z — = o. 

bv bv 

bx by 
bu bu 
bx by 
bv bv 

Y por ser la suma de los cuadrados de estos tres determinantes 
igual á EG — F2, será 

i i by bz by bz 
bv bU, 

X = -
|/EG — F'¿ V 7u bv 

Si derivamos las identidades 

etc. (1) 

clr ^ bx 
y¡X — = o , X X —-• = o 

bU bV 

respecto á u y kv , tendremos 

v Zx 2>X v bx bX 
bu bu bu bv 

„ 7>X bX 
S = — D' 

bv TiU 

bv bv (2) 

expresando D, D ' , D" cantidades conocidas (pág. 245). Calculare
mos con estas fórmulas la expresión diferencial 

dxdX + dydY - f dzdZ = d u + ~ d v \ { ^ - d u + 
\bu bv j \ m bv J 

obteniendo 

dxdX + dydY + dzdZ = — (D du* + 2D'dudv + DV?/-'). 

Siendo la expresión del primer miembro independiente del sis
tema de coordenadas, podremos hacer la transformación 

u F= -¿(a, ft, v =r. •]/(a, (3), 
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y los nuevos valores de las cantidades se obtendrán, operando di
cha transformación en la forma diferencial 

D dtt1 + iD'di idv + D " ^ 2 , 

y calculando los coeficientes de ¿/a2, dadQ, dfi* que se expresarán 
por medio de los primitivos, como los nuevos valores de E, F, G 
por los antiguos. 

Supongamos que {u, v) y {u -f- du, v -\- dv) son dos puntos 
infinitamente próximos en una línea de curvatura. Por lo expuesto 
en la pág. 288, tendremos 

— du - j - —- dv — r \ — du -\- dv 
cu ov \ 'bu ov 

1u 
dtt -\- dv = r ( 4 - du — dv] , > (3) 

OV \ ó U OV I ( 

du + — dv = r du A- ^— dv\ . 
ó V \ 0 U C V I 

Multiplicando estas ecuaciones ordenadamente, primero por 
7>x 7)2 f I x ty . 
——, ~ , ——, después por •—, — , y sumando, se obtendrá 
}>u M 7)2 F r 7)v 7)v 7>v * 

Edu + Fdv = — r (Ddu + D'dv) 

Fdu + Gdv = — r {D'du + D"dv) 

ecuaciones equivalentes á las (3). Eliminando r tendremos 

E ^ + F ^ D du + D'dv 

F du + Gdv D'du + D"dv 

(4) 

(5) 

ó bien 

(FD"— 0 0 ' ) ^ - + (ED" —• GD) du dv + (ED' — FD) dv* = o, (6) 

ecuación diferencial de primer orden á la que debe satisfacer toda 
línea de curvatura, y viceversa. 

La cantidad r se obtendrá por la ecuación 

(DD" — D'2) r2 + (ED" + GD — 2FD,) r + E G — F2 = o, 

que resulta eliminando —- en las (4). 
dv 
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Las dos raíces y n de esta ecuación son los dos radios de 
curvatura principal. Las expresiones de la curvatura total y media 
serán pues 

i DD" — D'á 

k = ^ r E G — F"2 ^ 

h - — — E D ^ — 2 F D / - f GD 

La ecuación de las curvas parabólicas de la superficie es 

DD" — D'f = o. 

La expresión del radio de una sección normal es 

i D ^ 2 + 2Y)'dudv + D W -
r YudiC1 - ¡ - 2V dudv - j - Qtdv1 

Y cuando las curvas paramétr icas son líneas de curvatura, por 
ser F = D ' = o, se tendrá 

i D ^ 2 - f Vdv1 
r E du% + G dv* 

Los radios de curvatura principales se obtendrán haciendo su
cesivamente dv = o y d u = o, y resul tará 

i D i D" 
^ — E ' = "G " 

182. LÍNEAS BISECTRICES. Son las que dividen en dos partes 
iguales los ángulos de las lineas coordenadas. Para obtener sus 
ecuaciones diferenciales, basta escribir que la proyección hecha, 
paralelamente á la coordenada u, del arco ds sobre la coordenada 
v, es igual á la proyección del mismo arco sobre la coordenada ti ó 
igual y de signo contrario. Tendremos pues, 

du ± d u Í G = o. 

Esta ecuación será la de las líneas de curvatura, cuando las lí
neas coordenadas sean las líneas asintót icas. 
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Si en una superficie de revolución se toman por líneas coor
denadas los paralelos y los meridianos, se tendrá en coordenadas 
polares 

ds* = dr* + + r2 sen2 0 ¿ f . 

Pero r = cp (e); luego 

ds* = [-Y2 (0) + f (^)l + f (0) sen^ od^. 

La ecuación de las líneas bisectrices es 

db y cp'2 (6) - f f (6) ± di (6) sen 0 =± o 

ó 1 4 - const. = + ¿6 ' \ ; ^ ' • 
' I - J 'f i^senO 

183. PROPIEDADES DE LAS LÍNEAS DE CURVATURA. TEOREMA. 
JB7 sistema doble de las líneas de curvatura es un sistema ortogonal. 

Este teorema que ya se demostró en el libro primero, resulta in
mediatamente de la ecuación diferencial de las líneas de curvatura. 

'hv t>Z> 

. Las raíces 1 , = — y = —— de (6) son reales, porque el 

discriminante 

( 2F i'2 E G F2 
ED" — GD — — (ED' — FD) + 4 ^ (ED' — FD)2. 

( E ) E" 
es siempre positivo, por serlo E G — F2 que, como se sabe, es una 
suma de tres cuadrados. 

184 . DIRECCIONES CONJUGADAS. Considerando la ecuación del 
plano tangente envolvente de la desarrollable circunscrita y la del 
que resulta de diferenciarlo, llegaremos, como se sabe, á la ecua
ción de las direcciones conjugadas. 

Considerando un punto M {u, v) de la superficie y dos infinita
mente próximos M ' {u + du, v -f- dv), M"(» + v 0^), resul
tará la condición necesaria y suficientemente para que MIVT y MM" 
sean direcciones conjugadas, bajo la forma 

S — du A ^ — ou + - . - oV 
ÓV 

Ddudv -(- D ' {duov - j - dvou) + D"duov = 0 (1^ 
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á la que debe unirse la condición de ortogonalidad 

Eduou - |- F {duhv -{- dvou) - j - Gdvov = o (2) 

las cuales, como se sabe, dan por la eliminación de o« y lv, la 
ecuación diferencial de las líneas de curvatura. 

185. LÍNEAS ASINTOTICAS. Puesto que son las conjugadas á 
sí mismas, tendremos =— dtt, lv — dv y 

D ^ ' 2 + iD'dudv - f D'^z;2 == o. 

Podemos obtener, como sabemos, que: E l plano osctilador de 
tma línea asintótlca es el plano tangente á la superficie, y recípro
camente, y que para las líneas asintoticas solamente la curvatura 
geodésica coincide con la absoluta. 

1 8 6 . LA SUPERFICIE REFERIDA Á SUS LÍNEAS DE CURVATURA. 
Siendo F = o, la forma del elemento lineal será 

Y podemos escribir las expresiones de los cosenos directores 
de la normal: 

^EG 

'hu 'hv 

1u lv 

Y 

Tendremos pues, 

1 3,r 

|/EG 

3^ 

lu lv 

'hit ^V 

etc. (1) 

f G W |/ G ^ / G ^ 

I }>X I 1 2)2 = + I (2) 

X Y Z 

y podremos escribir 

1 lx 3Y 1 ly 1 dz 

~bu r% 1 u ' 3ÍÍ r2 3 « ' ra 3^ 

3X 1 SY 1 Sj/ 3Z 1 ^ 
(3) 
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expresando r l y r2 los radios principales de curvatura. Se pueden 
establecer, para estos cosenos, fórmulas análogas á las de Frenet. 

De las ecuaciones (3) resulta 

F G 
D = — — , D ' = o , D " = — ( 4 ) 

m r i 
Respecto á las fórmulas análogas á la de Frenet, puede consul

tarse la obra del Sr. Bianchi. 
Observación. Empleando la representación esférica de Gauss, 

si aplicamos las fórmulas (3) llegamos á la representación del ele
mento lineal de la esfera 

ds1 == ^X2 - f JY2 - f dZ* = YJdu*- - f 2¥'duv \ - Q'dv1, 

E G 
siendo E ' = — , F ' = o, G ' = — , (5) 

7 2 ' 1 

es decir, que: En la representación esférica de Gauss, el sistema or
togonal de las lineas de curvatura tiene por imagen en la esfera un 
sistema ortogonal. 

187. TORSIÓN ASINTÓTICA. TEOREMA DE ENNEPER. Siendo 
en virtud de las ecuaciones (4), la ecuación diferencial de las 
asintóticas, 

, E G 

— du* -4- — dv~ — o, 

su elemento lineal estará dado por 

ds = Edu1 4- Gafo'2 = E ^ ~ 1' du\ 

Y, puesto que para las asintóticas es eos A. = X , etc. 
^ /3X ^ V 

1 (¿/eos X ) 2 - | - e o s ¡x)2-j-(¿¿ eos v)2 ^ x ^ u 1v ) 
T2 ^ ds* 

r* — r. r% — rx 
E du- E • du 

ra K 
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pero, á lo largo de las asintóticas se tiene 

G • E I I 
— dv- = — — du; luego 7^7 = . 

Y puesto que la ecuación diferencial de las asintóticas es 

E • G 
— ¿zw- -4- — dv2 = o, 
rü 1 r. 

G dv . i / r, r, 
r. / E d ü = = z ± v ~ y ^ .sera w = arc tg 

expresando to el ángulo de inclinación con relación á v. 
En particular, las asintóticas forman un sistema ortogonal, 

cuando se tenga ^ - f r2 = o. E n este caso la indicatriz de Dupin 
es la hipérbola equilátera. 

188. ECUACIONES DE DERIVADAS PARCIALES. Diferenciando las 
ecuaciones (3) de la primera línea (pág. 293) respecto á. v y las de 
la segunda, respecto á u, tendremos 

1 1 
a — . a 1 1 \ S-.r r, 7)X r2 

— o, 

i , 1 
1 1 \ S2̂  r, 'hy 3 r2 3r 

r, r^J 'hulv ^ 1u c)v TÍV 'hu 0' 

I I 

( - - - ) 

Multiplicándolas primero por — , — , — y después por — , — , 
r ^ ^ bu bu b u J F ^ bu bu 

b2 
—, y sumando, resulta 
bu 

í b x \ bx S-r / ^ r \ 2 
v = E, S — — = 0 , S í — = G 

\ b u / bU bV \ b V / 

^ bx tfx 1 SE S2,r 1 3G 
' 2 c)̂  ' az; bttbv 2 bu' 
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I I 
1 i \ M o g | / E 3 ^ = = 0 / j Mog) /G | r, 

Podemos también, sustituyendo á E y G los coeficientes E' , G' 
dados por las fórmulas (5) de la pág. 294, obtener 

. 3 log )/E7 3r2 • 3 log ¡Z G7 , Sr, 
(r, — r.,) f — = 0, (r, — n ) - - H = 0. 

189 . RECAPITULACIÓN. TEOREMA I . L a condición necesaria y 
suficiente para que las curvas parainctricas sean conjugadas en el 
punto P (u, v) es que se verifique idénticamente D ' = o. 

E n efecto, si consideramos los puntos P(,r, y , z), Pj [ x -\- dx \ , ...), 
P 2 ( ^ ' 4 - ^ 2 ) • • • ) ' los incrementos daK, dbi , dcx de los cosenos direc
tores en P,, dt^ y dvx, du^ y dv2 los incrementos de los parámetros 
correspondientes á P̂  y P2, tendremos 

da^dx^ -{- db^dy^ - f dc^dz.¿ = 0 , (1) 

da, = — ¿íw, 4- — dv. , dx^ — — du, - f - — dv», etc. (2) 

Y sustituyendo en (1): 
Ddt^dtL} -\- D ' [du^dv^ -f- ^ + D " ^ ^ ^ = 0 . (3) 

Esta ecuación comprende la condición necesaria y suficiente 
para que sean conjugadas las dos direcciones dtix:dvx y du^-.dv^. 
La ecuación (3) es la ecuación diferencial de los sistemas conjuga
dos. E n este caso deben satisfacer los valores 

duv = du , dv^ — o y du^ = o, dv2 = dv 

á la ecuación (3); luego la condición buscada es D ' = o. 
TEOREMA I I . L a condición necesaria y suficiente para que las 

cui'vas pa ramét r i cas sean asiniót icas es que D = o D" = o queden 
idénticamente satisfechas para todos los pares de valores de u y de v. 

Puesto que las direcciones asintóticas se hallan definidas por la 
condición 

dadx -\- dbdy -|- dcdz — o. 
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de la ecuación 

_ j _ 2D'dudv + V'dv- = — Zdadx 

resulta Bdu* - f zD'dzidv + D W = o, 

ecuación diferencial de las dos series de líneas asintóticas. 
Si las curvas paramétr icas son líneas asintóticas, deberá quedar 

satisfecha así para du = o, como para dv = o. La condición en 
el primer caso deberá ser D7 = o y en el segundo D = o. 

TEOREMA I I I . La condición necesaria y suficiente para que las 
curvas paramétricas sean lineas de curvatura es que se verifiquen 
idénticamente, para todos los pares de valores de w. y v las ectiacio-
nes F = o, D' = o. 

En efecto, las direcciones de las curvaturas principales se de
finen por 

a da dx 

b db dy — i 

c de dz 
Para reducirla á la forma paramétr ica , multiplicaremos por el 

determinante 

la : la : 'hv 

'hb : 1,11 ib : ^v 

le : 'hu le : cV̂  

v.a da ^a dx 

I x 

\X 

y tendremos 

a 

b 

c 

= DD" — D ' -

l>x 

l u 

i x 
1v 

Zda 

Zda 

y^dx 

ütdx 

I x 

I x 
Í)V 

Y puesto que 

tendremos sucesivamente 

^x 

2x -bx 
La- = 1, Za —- = Za 

m dv 

— Y.da — = \}du + D'dv, 
Tiv 

o, 

= D'du + D"dv, 
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Y^dx — = Edu 4 - Fdv, ^dx — = V du -A- bdv, 

de las que obtendremos (pág. 290) la ecuación diferencial de los 
dos sistemas de líneas de curvatura. En el caso de ser estas líneas 
paramétr icas debe quedar satisfecha, tanto para díi = o como para 
dv — o. Por consiguiente las condiciones son 

E D ' — FD = o, FD" — GD' = o; 

y puesto que éstas son ecuaciones homogéneas será 

F = D ' = o ó F : D ' = E : D = G : D" 

En este último caso quedar ía satisfecha la ecuación (a) para 
todos los valores de u y v, lo que no es posible. 

1 9 0 . LÍNEAS GEODÉSICAS. Supongamos que la línea cirya 
ecuación se pide no sea la línea v = const. Para obtener esta 
ecuación, bas tará expresar que su normal principal es normal á la 

dirección — . — , — . Porque, siendo normal á dos direcciones 
7)U 

trazadas en la superficie, lo será á ésta . Tendremos pues, 

3y2 TÍU s.?'2 'hu ^ ús-

o bien l>x" — = 0, — Y.x — --= o, 
3« 3̂  3« Si" ou 

d í i x t x \ l x 
es decir, — S I — u - \ - — v' ] — 

as \ l u 1 ly ) l u 

(2>x TiX • \ / t fx , , tfx \ 
= S ( — « ' + T - ^ — ^ + v' • \ m ÓV / Xhw 1 dU^V / 

Multiplicando por 2 se tiene 

d 3E 3F 3 0 
2 — CEu' 4 - Fv) = — u ' * - ^ 2 — u'v H v ' \ (1) 

dsy ^ ' l u 1 3M Iv v 
forma bajo la que se escribe -la ecuación de las l íneas geodésicas, 
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ó también 

ds K 1 i v -bv 7¡v 

Observación. La condición para que la curva u = const. sea 
geodésica, es que, llamando su al arco de esta curva, se tenga 

V = O. 

Pero 
IrxbSu — b-s„}iX 

bS'u Í>S3u 

luego podremos escribir la ecuación anterior así: 

í ^ x l S y , ^Sy, bxX Tsx 
^ XTÍV1 1v 1v'1 bv ) "bu 0 

w bu bu bv bv 

es decir; , K ( f - 1 íK) - K ^ '^ o 
\ b v 2 bU J bv 

3F i aE F 3E 
bv 2 bU 2E bV 0" 

191. OTRA FORMA. Sea & == & {v) la ecuación de la geodés ica 
que une en la superficie los dos puntos O0, ^0) y { u ^ v ^ y tendremos 

Í = 

Debemos determinar la función desconocida u = y (v) de modo 
que esta integral sea un mínimo, es decir, igualar á cero su varia
ción primera, y tendremos: 

dv du 
dv 

== o 
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7)E íduV1 TiF du | 
1u \ dv) ^ 2 ~hu dv 

^ du 
, E - 1 — h F 

=================== = o. (1) 

A esta ecuación podemos dar otra forma más conveniente, para 
lo cual, dejando indeterminada la variable independiente, escribire
mos desde luego la última ecuación bajo la forma 

3E l ¥ 'bO i du dv\ 
— du* + 2 — dudv + •— dv- •= 2¿/Í . ¿/ I E — + F — I; 
bu l u lu \ as as / 

y en virtud de las expresiones conocidas de sen O y de eos O, 

— du' + 2 — dudv + dv* = 2ds . d ()/E eos 0 ) 
bu 1 bu _'s bu 

= ds -=== eos O — 2 / E sen 6 ds . db, 
l / E 

ó también — du* + 2 dudv ~\- -— dv bu bu l u 

= ^ ( E ^ + Ydv) — 2 / E G — ¥ldvd<> 
E 

= L ( ^ L d u + — dv\ (Edu + Fdv) — 2 ) / E G - F'dvdo 
E \bu bv / 

= ^ du-2 1 ^ dudv 1 ^ ( i l ? ^ + ^ ^ ] _ 2|/EG — F ¿ ^ ^ 6 . 
bu 1 bv * E \bu bv I 

Reduciendo y dividiendo por 2dv, tendremos 

. . 1 F FsE 3E 1 
^ E G — FW6 = - — — - f — ^ 

2 E L 3« 3^ 

1 SE ^ 3F 1 ^Ü r / \ 
-h ¿/^ — — du — dv, (2) 

2 bv bu 2 bu 
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fórmula dada por Gauss de la ecuación diferencial de segundo or
den de las líneas geodésicas . 

Si las líneas coordenadas son ortogonales, será F = o y (2) 
se reduce á 

, 1 3E 1 I G ' 
i /EG — - — dv — - —~ du 

2 2 1>U 
1 3.|/E 

«0 = - r = 7 _ — du 
I ^ / G 

j / G ^ 

192. PROPIEDADES DE LAS GEODÉSICAS. Podemos también lle
gar á la siguiente expresión de las líneas geodésicas 

E du -\- F dv m du- + 2nidudv-\- m"dvl + E d^u + F 

F ^ + G dv n d u ' 4- 2n du dv + - f F ^'2^ + G fi?^ 

que resulta, multiplicando los determinantes 

o (*) 

b : Sz/ : 1v 

c ciz •.'¿u : 'hv 

a d x d'lx 

b dy d^y 

c dz d'z 

para pasar de la ecuación diferencial de las líneas geodésicas en 
coordenadas cartesianas á la escrita en coordenadas u y v, siendo 

i x l^x 
m = -L 'bu bu* 

„ bx tfx 

1 3E 
2 bu ' 

m = bu bubv 

bx b'X 

bu bvl 

1 SE 
2 Sz; 

1 SG 
2 bu 

bX b'X 

bv bu* 

bx b'X 

1 SE 3F 
2 bv bu ' 

bF 
bv ' 

bv bubv 

bx b'-x 
bv bv'1 

1 bG 
2 bU ' 

1 3G 
2 bv ' 

En el caso de que hayan de ser v = const. líneas geodésicas 
y u = const. sus trayectorias ortogonales, puesto que la ecuación 
de las líneas ^geodésicas queda satisfecha por dv — o y por la or-

(*) Kommerell. Allyem. Theor. der Rmmicurven und Flüchet 
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togonalidad es F = o, resulta como condición necesaria y sutl 

ciente En = o ó — = o. 

Será por tanto E función de ti sola, y u el arco de la geodésica 
v = const. medido á contar desde una trayectoria ortogonal dada. 
Así pues, dsu = du, debiendo ser E == I , y tomando el elemento 
lineal la forma 

ds* = du* + Gdv2. (1) 

Enunciaremos, por consiguiente, el 
TEOREMA I . La condición necesaria y suficiente para que las 

curvas (v = const) de una serie sean geodésicas y las de la otra 
(u = const) sean sus trayectorias ortogonales se redticen á 

W 
— = o, F = o. 

•• vo • 
Y si, en particular, u es a?co de tma geodésica, será E = 1, F = o. 
En este caso la expresión de la curvatura 

k = 1 3 

1 c 
se reduce á k = —• - J {2) 

f Q tu* K 1 
Si trazamos dos trayectorias ortogonales u0y u , y calculamos 

el segmento su de una geodés ica v = v0 comprendida entre aquéllas, 
puesto que dus = du, será 

Su = \ du — u — u0, luego: 

TEOREMA I I . Los arcos de todas las geodé
sicas v = const., comprendidas entre dos de sus 
trayectorias ortogonales, son de igual longitud. 

Sea una curva V (fig. 102) y tracemos por 
los puntos A0, A, , A g , . . . geodésicas , según un 

ángulo recto, y los segmentos iguales u = A Ü B 0 = A 1 B 1 ==A2B2... 

Figura 102 
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Los extremos B,, . . . forman una trayectoria ortogonal á las 
líneas geodás icas . 

Si la curva u = u ü se reduce á un punto, ó cuando las geodési
cas ^ = c o n s t . pasan por un punto P del plano (fig. 103) y 27 es el án
gulo que forma una geodésica cualquiera con una 
geodésica fija V = Q> (PA), las curvas ^ = const. 
son las trayectorias ortogonales. E l teorema I I se 
aplica á este caso, y tenemos el 

TEOREMA I I I . I.os arcos de geodésicas que 
pasan por un punto P hasta una trayectoria or- Figuré 103 

togonal cualquiera son iguales. 
En un sistema polar, para el arco elemental dsv de un círculo 

geodésico « = const. se obtiene dsv = y/Gdv. Por otra parte, 
siendo dsv, en la proximidad del punto P, el arco de un sector 
circular infinitamente pequeño cuyo radio es t i y el ángulo central 
dv, cuando u es muy pequeño , se tiene dsv = udv. 

Así pues, para un valor infinitamente pequeño de u es V G = « , 
ó, el primer término del desarrollo de V G según las potencias de 
u es u: luego 

lim V G = o, lim ( ^ ± ] = i , 

lo que se ve más detalladamente, considerando los desarrollos de 
,r, y , z, funciones de t i , y v, 

u'1 
,r = ^ eos + Sj, y — u s m v + sá, ^ = _f_ c3j 

habiéndose tomado la normal á la superficie por eje de las z y por 
eje de las ,r la tangente en O á la geodésica inicial, pues se tendrá 
G = fc24- TJ, expresando 7¡ una cantidad infinitesimal de tercer or
den. De la fórmula 

1 S2VG m 

/S-2VG\ / 33GV 
se deduce = 0 I — I = k 

siendo la curvatura de la superficie en O. 
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PROBLEMA. Sea ds — dh- -|- a'2dO .̂ (1) 

Dado el elemento lineal de una superficie 

ds'1 = Edu* - f 2 Fdzidv + Gdv'2, (2) 

determinar las tres funciones O, c, ^ de w y d e v tales, que se tenga 
idénticamente (*) 

E ^ 2 + 2 Fdudv + Gdv* = dV -f- a'2 ¿O,"2. 

Esta ecuación se descompone en las tres 

E = — -f-c2 — , F = 4- a2 — —1 
\ ^ ¿ / 1 \ ^ U ] 1)U I V c)tl óV 

• G = ( ^ ) ü 
36. 30. 

Eliminando a —— y c — , resulta 
o u ov 

30 V2 30 30 / 30 x 

(3) 

G U r - 2 F ^ ^ + E l w = E G - F - (4) 

Si se hace, por brevedad, 

G i S0 Y 2F ^ S0 E Y 
\ 3^ / 2 3^ 3Í; \ 3z; / . . 

I " •= E G - F ' " — • (5) 

la ecuación (3) se reduce á AO = 1 (6) 

es decir, que según veremos, el parámetro diferencial A0 de primer 
orden, es igual á 1. 

Fácilmente se demuestra que recíprocamente: A toda solución de 
la ecuación (6) coi'responde una familia de curvas pai'alelas, pues 
la expresión (6) expresa que < í / — db~ es un cuadrado perfecto 
( m d u n d v f , y llegaremos por un cambio de variables á la ecua
ción (1). 

M . Darboux demuestra en su obra citada, que si se ha obtenido 

(*) G. Darboux Leqons sur la ihéorie générale des surfaces, t. I I , p. 424. 
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una solución de la ecuación de derivadas parciales (5) que contenga 
una constante distinta de la que puede reunirse á 0 por adición, 
constante que debe figurar por consiguiente, en una a l menos de las 

dos derivadas — , —, se podra obtener ^ y 6, mediante derivacio-
oU (¡V 1 

nes, y por consiguiente las ecuaciones finitas de las líneas g e o d é 
sicas, trayectorias ortogonales de las curvas 9 = const. Para ello 
considera la ecuación 

ds1- = db'2 + a2 dV2, 

entre las cinco variables u, v, du, du y la constante arbitraria a 
que entra en 0. 

Derivando con respecto á a la. diferencial 

,Q <tf , 36 ^ • ?'29 S2e -36 
do = — du + — dv, resulta —— du H dv = d ~ -

ov la^u l a l v l a 

obteniéndose un resultado análogo respecto á 6,, y puesto que ds 
es independiente de a: 

ÍÍO,, función lineal de dü , dv debe dividir k dh ó k d Í^-V Y no pu-

diendo dividir á tfO, porque entonces sería función de 6, tendrá 

que dividir á 0, es función de ^ , y se podrá escribir 0, = — . 

Así pues, la ecuación de las líneas geodésicas que cortan según 
ángulos rectos á las curvas 6 = const., es 

- = const. = ^ . (7) 

193. PROPIEDADES DE LA DISTANCIA GEODÉSICA. Sea un seg
mento de línea geodésica comprendido entre los puntos M0 y M j , 
la longitud 6 del mismo estará dada por la fórmula 

/-M 
9 = i ^u !2 + 2 F ^ V + Gv"2dt, 

J u0 

20 
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.expresando u ' y v' las derivadas de « y ^ con respecto á otra va
riable independiente t. 

Si M0 y M ! se mueven describiendo curvas cualesquiera, el 
cálculo de las variaciones da 

La función 0 es la distancia geodésica de los dos puntos M y M0. 
La fórmula (1) puede escribirse 

50 = (E^ ' + FzQ + (F?/ + G v ) ov 

y w M ^ F w ^ r w 1 -

expresando con el subíndice o los elementos correspondiente al 
punto M0. 

Esta ecuación da las cuatro siguientes: 

ciQ _ EZÍ + Fv' — E d U d V 

^ ~ ) / E ¿ / 2 - f 2 F ? ¿ V - j - Gz/* — "^y + ^ ' 

= Yu' + Gv _ F du _ dv 

^ ~~ ^E^'52 ^ - 2Vu'v' - | - G^"2 — ^ — ^ ' 

36 E0?/ - j - G^' 1V¿ -f- GT; _ / \ F / \ 

30 _ F y 0 + Go^'o Q / ^ 
^ 0 ) / E y % + 0 v ^ ;o 

A l teorema I I es equivalente el 
TEOREMA I V . Si por los puntos de una linea L se trazan las 

geodésicas g ortogonales, y en cada una de éstas, á partir de L se 
toman arcos de igual longitud, el lugar de sus extremos es otra tra
yectoria ortogonal de las geodésicas g. 

Para demostrarlo, consideraremos el elemento lineal 

dsl = EríV2 + 2¥dudv -f- Gdv1, 
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en el que debe ser E = i . La ecuación (2) pág . 300 diferencial de 
las geodésicas se reduce á 

W 1 3G 
— F'dO = — — du — - — dv, 

m 2 m 

á la que deben satisfacer las líneas v = const. para las cuales 

dv=o) ^ 6 = o. Por consiguiente, se tiene ——=0 á lo largo de las 
oU 

líneas v, en toda la superficie; luego será F = cp (z/) ó F — const., 
á lo largo de cualquier geodésica. Pero en el punto de partida 
eos OJ f = eos — = o; luego será siempre F = o, y las líneas u son 

ortogonales á todas las geodésicas v. 
Esta demostración es válida cuando la línea L se reduce á un 

punto, y tenemos el teorema I I I . 
1 9 4 . VARIACIÓN DE UN SEGMENTO DE GEODÉSICA. Sea MP 

extremos M y P describen dos curvas dadas (C) y (D). 
Empleemos el sistema de coordenadas cur

vilíneas formado por las posiciones sucesivas 
MP, M'P', del segmento y por sus trayec
torias ortogonales. E l elemento lineal es de 
la forma 

d s - = dV - h Gdv*. F igura 104 

Si u y tiy son los valores de ZÍ en M y ? y u -\- du, ti0 + du0 
en M ' y P', se tendrá 

are MP — u — are M'P' == » + dzt — tí0 — du0 

dará MP = du — du0. 

Y en vir tud de los t r iángulos infinitesimales M M ' H , PP'K, 

M'H = dM = ~ M M ' eos M'MP, KP ' = — d u ü = ~ PP' eos P'PM 

y d are MP = — M M ' eos M'MP — PP' eos P'PM, (1) 

como en el caso del segmento rectilíneo. 
PROBLEMA. Hallar el lugar de los puntos tales, que sea cons-
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tante la suma ó la diferencia de sus distancias geodésicas d dos 
curvas dadas [C] y ( C ) . 

Si por un punto M del lugar se bajan las normales geodésicas 
MP y MQ á las dos curvas, se deberá tener 

M MP + MQ = const.; 

luego, cuando se pase de M al punto infinita
mente próximo M ' resul tará 

^ M P ± ^ M Q = o. 
FiguralOS ^ f ó r m u l a p á g > ^ d a 

^ M P = — M M ' eos M'MP, ^ M Q = — M M ' eos M 'MQ. 

Sustituyendo en la ecuación precedente, será 

eos M'MP + eos M'MQ = o. 

E n el caso del signo -|- 1 ó de la suma constante, la ecuación 
expresa que la tangente es la bisectriz del ángulo formado por una 
línea geodésica y la prolongación de la otra, etc. Diremos, pues: 

S i se construyen en una superficie cualquiera todas las curvas 
lugares de los puntos para los que permanece constante la suma ó la 
diferencia de las distancias geodésicas á dos curvas dadas, se obtie
nen dos fami l ias de curvas que se cortan según ángulos rectos. (*) 

Para obtener la forma del elemento lineal en 
el sistema de coordenadas curvil íneas de que se 
trata, consideremos una primera familia de cur
vas paralelas, que definiremos por sus distancias 
u = AP á una de ellas (C), contadas en geodé 
sicas normales. Y consideremos otra familia de 
curvas paralelas definidas por sus distancias 
^ = BQ á una de ellas ( C ) . 

Construyamos las cuatro curvas u , u ~ \ - d u , v , v - \ - d v que 
forman un paralelógramo M N M'N ' . 

Tendremos M N ' = M t t , M N = Cdv, 

Fisura 106 

(*) Darboux, obra c i t , t. I I , pág. 418. 
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siendo A y C las cantidades que figuran en 

ds- = A-du2 - f C'dv'1 + 2 AC eos adudv 

de elemento lineal y a el ángulo M . 
Si se trazan por M las geodésicas M N , y M N ' j normales á los 

lados opuestos del parale lógramo, las longitudes geodésicas son 

M N , = dv, M N ' , = dtt. 

Y, considerando los tr iángulos M N I ^ , M N ' N ' , como rectilíneos, 

M N , = M N sen a, M N ' , = M N ' sen a, • 

ó du = Adu sen a, dv = Cdv sen a; 

1 
luego A = C = 

sen a 

T „ dtf + dv'2 + 2 dudv eos á 
y ds- = !— . 

sen2 a 
Si se toma u~\-v — 2 u', u — v — 2 v\ 

las curvas cuyos parámet ros son u' y v\ serán elipses ó hipérbolas 
geodésicas. 

PROBLEMA. Dado el elemento lineal 

ds* = EÍ^'2 - f 2 Y dudv + Qtdv-, 

hallar la condición para que las curvas u = const. sean geodésicas 
paralelas, siendo u el arco de geodésica. 

La ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales á las 
curvas dtt = o es 

Ydu + Gdv = o, 

F 
para las que dv = ~ - ~ d u . Y el elemento lineal dsg será G 

E G — F2 
ds-g = du-. 

Y puesto que debe ser dSg = du, resulta la condición 

EG — Fá 
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PROBLEMA. S i se trazan en ^ma superficie dos curvas y (¿^ 
que no sean geodésicas paralelas, siendo las curvas pa ramét r i cas las 
paralelas geodésicas de estas dos curvas y u, v las distancias geodé

sicas de las curvas u = const. v = const. de 
UsContt. 

C, y C2. H a l l a r la forma del elemento lineal. 
Rn virtud del problema anterior tenemos 

EG — F3 EG — F2 
G = ^ E = 1 

ó fe = G, F — Í ¥ J - E 

y en virtud de las fórmulas (6) pág. 241 

1 eos w 
E = G = — ; F = 

iMgura 107 

sen- w sen"2 w 

E l elemento lineal será 

du2 - j - 2 eos (Ü dudv - } - d'2v 
ds* — 

sen" w 

Y sustituyendo los nuevos parámet ros vx que satisfagan á 
las relaciones 

u - \ - v = 2U ,̂ t i — v = 2vx, 

duclx dv1^ 
resultará finalmente ds* — • • + . (1) 

sen-— eos2 — 
2 2 

195 . TEOREMA DE WEINGARTEN. E n una superficie las cur
vas, hegares de los puntos para los cuales la suma ó diferencia de 
las distancias geodésicas á una curva fija es constante, forman un 
sistema ortogonal. 

Observación. Si se reducen cada una de las curvas C1 y C2 á 
un punto, resultan en las superficies curvas, que corresponden 
á las elipses é hipórbolas homofocales del plano. Y las curvas 
ui — const. ví == const. se llaman elipses é hipérbolas geodésicas. 
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196 , SUPERFICIES DE LIOUVILLE. Sea el elemento lineal 

ds2 = ( U - f V ) {du* + dv-) ( i ) 

en el que U es función de ^ y V función de v. 
En virtud de un teorema (pág. 249) las curvas paramétriCas son 

isométricas. Además son elipses é hipérbolas geodésicas . E l ele
mento lineal toma la forma 

{ ] I U : U - j - V ) 2 ( ) / / V : U + V ) 2 

TEOREMA. En las superficies de Liouville, las ecuaciones dife
renciales de las líneas geodésicas son integrables. 

En efecto, por ser el elemento lineal de la forma (1) será 
E = G = U - j ~ V , F = o, la ecuación de las líneas geodésicas se 
reduce á 

(U + V ) {dud^v - dvdhi) - f - {dt? - f dv"-) $3'dv - W'du) = o 

que sucesivamente se reduce á • , 

U'dudv*- {du'1 - j - dv1) -\- 2 Vdt idv {diid'2v — dv4-u) 
[du? -f- dv1)'1 

_ V d v d t i - {du? - f dv1) - j - 2 Vdudv {dvd'Hi — dud'-v) 
~ '. [dii1 \ d v l f 

ó d d YdU* - ( 
dií--\-dv2 du'¿-\-dv'2 

Por consiguiente la integral primera será 

Udv1 Ydu1 
du'1 -\- dv'1 du- + dv-

De esta últ ima ecuación resulta v 

du1 dv* 
U - « V + a =: 05 

y la integral de (1) será 

r du r dv 

= « • (2) 



3 l ¿ LIBRO 3.° CAPÍTULO í 

Por úl t imo, el arco elemental dsg de las líneas geodésicas 
quedará determinado por 

dsg •= Í U — d ü + Í Y + a d v 

También si hacemos X = U -f- V," la ecuación diferencial de 
Gauss de las líneas geodésicas (pág. 300) se reduce á 

\db = dv — dv . 

2 2 t u 

Multiplicándola por 2 sen 0 eos 0 y en vir tud de (10) pág . 243 

eos 9¿¿y = y] \du , sen bds = y/xdv, eos hdv = sen 0 ^ , (1) 
, * , U 

y 2 X sen 0 eos 6«0 = •— eos'2 0 ^ sen'2 O^z/, 

X^sen-Q = — eos"2 6¿fe •—• — sen2 bdu, 

fórmula aplicable á cualquier superficie. Pero si establecemos la 
condición 

a [u) d sen2 6 + sen2 0 a' [ti) du = [3 (v) d eos2 8 + eos- 0,3' {v) dv, 

ó d (a sen2 9) = (§ eos2 6), 

la ecuación se hace integrable, siendo su integral primera 

a W sen^ h — $ {v) eos2 0 = a ó tg 0 = + ] / ^ + ^ ( 2 ) 
f a (u) — a 

du dv / ^v 

| /a (^) — ^ ^ / ^ ( z ; ) + ^ ' V g ^ 

obteniéndose la ecuación de las geodésicas en términos finitos, 
como anteriormente. 

Para obtener la expresión del arco de geodésica, multiplica
remos la primera ecuación (1) por eos 6, la segunda por sen 0, 
sumaremos y resultará 

ds = y X eos 6dti + y j \ sen 6dv (o < 0 < TT). 
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De la (2) resulta 

sen 6 = W ' ^ , eos 6 = \ / — ^ 4 

y tendremos 

Í = ^|/ (3 (V) + adv ± j í * (ñ) — adu + C. 

197. CASO DE LAS SUPERFICIES DE ROTACIÓN. Siendo el ele
mento lineal de la forma 

ds1 = du* + r^dv'2, 

/

du 
— == du^ para reducir á parámet ros isométr icos , 

tendremos ds'2 = r - {dirx + dv*'), 

y r será función de . Aplicando las fórmulas del párrafo ante
rior, será 

a (z/J = r*, (3 (z;) = o. 

La integral primera (2) se reducirá á sen- o = ¿z, y si la geo
désica es real, podremos hacer a = k-, siendo k real y 

r sen = k\ luego: (1) 

TEOREMA DE CLAIRAUT. Por todo punto de una geodésica, t ra 
zada en una superficie de rotación, el seno del ángulo que forma con 
el meridiano es inversamente proporcional a l radio del paralelo. 

Las integrales en términos finitos serán, en el caso actual, 

v = ± k í - r ^ — p + b, s = z k v ± i r * — fcdu, + C; 

du f du 
y por ser du. = — , será v = + k , , + ¿ , 

r ^ / y-r2— k* ' 

Observación, Todas las geodés icas correspondientes á un va
lor fijo de y á valores distintos de b se obtienen de una de ellas, 
haciéndola girar alrededor del eje de la superficie. 
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198 . UNA CLASE PARTICULAR DE GEODÉSICAS. E n toda super
ficie, existe una clase de geodésicas que se obtienen cuando la ex
presión de ds% es la forma 

ds1 = A idifi + tífo2). 

Para obtener estas geodésicas, basta hallar una solución com
pleta de la ecuación de derivadas parciales 

= 2h. 

Si se hace h = o, esta ecuación se integra haciendo © = au 

\ bv-\-Q,, siempre que sea a- -\- b%=Q) ó b = + a) /— 1. 

Así haciendo © = # - f ) / — 1), las ecuaciones de las líneas 
geodésicas son 

36 , , 
— = const. o -u -\- v \ — 1 = const. 

Su ecuación diferencial es 

du + d v ^ l — 1 = 0 , ó bien diP + dv1 = o. 

Para estas líneas se tiene 

A{du'2 + dv-) = o ó ds2 — o, 

son lineas de longitud nula. 

§ 6.° VALUACIÓN DE LA CURVATURA TOTAL 

199 . COORDENADAS DE GAUSS. Las líneas « = const. son 
geodésicas que parten de un punto O y las líneas v = const. 
círculos geodésicos, cuyos centros se hallan en O. Tenemos así 
un sistema ortogonal en el que una de las líneas coordenadas 
es geodésica. 

Sea 6 el ángulo que una de las coordenadas geodésicas forma 
con una geodésica fija que pasa por O y f la longitud de la misma, 
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contada desde el punto O hasta la punto M , cuyas coordenadas se 
expresarán por r y G. La expresión ds* es de la forma 

ds = dr- + G ' W , 

porque para 6 = const. se debe tener dr = ds y en ds* no debe 
entrar el término d r d § . E l arco de círculo geodésico elemental, que 
es el valor de ds, s egún la línea r = const. es G^O. E n este caso 
la expresión general de la curvatura total k dada por la fórmula 
(6) pág . 291, se reduce á 

1 0-2G 
''• 'a' 

y la ecuación 

^ 3E ,0 ¿E . 30 
2 — (E?/ + F^') = — u - + 2 — v u \ - \ - — v -

7)S c>U ciV 

de una geodésica á 

eos z SH , . rf/ ^ 
2 = 2H — f ó sen z — = — G — O'2. {6) 

ds I r ds 3r 
2 0 0 . VALORACIÓN DE LA CURVATURA. Vamos á valuar el 

área del tr iángulo geodésico, es decir, el formado por tres líneas 
geodésicas CA, CB y A B . 

Coloquemos el origen en C, y tomemos por línea coordenada 
inicial el lado CA. La curvatura total hallada, se de terminará pol
la fórmula 

K = / 1 K d & = l j K H d d d r , 

expresando Ü el á rea elemental; y sustituyendo el valor de K, se 
transforma en 

r r ^ G • 
K = — / / — ¿O dr. 

Integremos con relación á r ; y observando que, para r infinita

mente pequeño , es = 1, porque para r = o se tiene rdb = Gd() 
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ó r = G, d r = dG, tendremos: 

" - / ( • - f ) * 
y, puesto que la ecuación (ó) da 

oG . d i 1 
— = — sen z 
Tir as í 36 

^ ^6 d i 1 rf¿ d i 
~ds~ds ( d b \ ~ ~d ¡~ (ñ~ rfO ' 

G 

será K = / I i + 

\ d s ) 

Esta expresión debe integrarse desde o hasta C. 
Pero la integral de d i da la diferencia de los valores de d i en A 

y en B, el uno es A y el otro TT — B; luego 

K = C -f- A "-h B, — 7t; luego: 

TEOREMA. L a curvatura total de un t r iángulo geodésico es igual 
a l exceso de la suma de stts ángulos sobre dos rectos. 

O bien: L a s ima de los ángulos de un t r iángulo geodésico es 
igual á su curvatura aumentada en dos rectos. 

Luego: L a suma de los ángulos de un polígono geodésico es 
igua l á su cwvatura m á s tantas veces dos rectos, como lados tiene 
menos dos. 

E n un triángulo infinitesimal la curvatura es un infinitamente 
pequeño de segundo orden; luego: L a suma de los ángulos de un 
t r iángulo geodésico infinitesimal es igua l á dos ángulos rectos. 

§ 7-° CURVATURAS TANGENCIA Y GEODÉSICAS 

2 0 1 . COMPONENTES DE LA CURVATURA. Sea — la curvatura de 
p 

una superficie en un punto M de ésta, y considerémosla represen-
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tada por una recta dirigida según la normal principal, y hacia el 
centro de curvatura. Esta curvatura se podrá descomponer en otras 
dirigidas según rectas dadas. Sus proyecciones sobre los ejes son: 

d'2x d y d'z 
ds-' ds1' ds'1 

Sea una curva trazada en una superficie. Si se descompone 
su curvatura según la normal y según una tangente, la primera 
será la curvatura normal y la segunda la curvatura tangencial ó 
geodésica. 

Sea 0 el ángulo que forma el plano osculador de la curva con 
eos 9 

el plano tangente á la superficie. Su curvatura se rá y la cur-
o 

vatura normal . La primera es nula en las curvas geodésicas 
p 

y la segunda en las líneas asintót icas . 
2 0 2 . CURVATURA TANGENCIAL Ó GEODÉSICA. LEMA. Sean 

Rjj/ R' los radios de curvatura de dos curvas A B y A B ' , tangentes 
en A . Si se toman en estas dos curvas longitiides A B j?/ A B ' iguales 
á ds, las tangentes en B y en B ' d estas curvas formarán un ángulo 
dw dado por la fórmula 

ds*1 ds* ds ds 
^ = RT + RTT + 2 eos (R, RO {c) 

En efecto, si por un punto O del espacio, se trazan Oa paralela 
á la tangente c o m ú n en A, Ob y Ob' paralelas á las tangentes en 
B y B' , tomando en estas rectas 0^ = 0 ^ = 0 ^ = i , se tendrá 
en el tr iángulo abb\ 

ds ds 
ab = — , ab' = bb' = du, {d) 

y la fórmula 

bb 1 = ab' + ab'~ — 2ab . ab' eos {ab, ab') 

dará la relación (<:), si se sustituyen ab, ab\ bb' por sus valores 
{d) y por ser ab y ab' paralelas á los radios de curvatura R y R'. 
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Consideremos ahora una curva cualquiera A B trazada, en una 
superficie, y tracemos por los puntos A y B, infinitamente próxi
mos, arcos geodésicos tangentes A K C y BK. 

E l ángulo CKB será el ángulo de contingen-
^ — — c cia géodésica. Llamémosle s, y hagamos AB = ^ i - ; 

J//Z^:¿£*^ la relación -7- será la curvatura geodésica en el 
/ / ^ as 

punto A. 
Figura 108 ^ efecto, tomemos AC = A B . E l ángulo de 

las tangentes en B y en C á A B y AC estará dado por la fórmula 

r 1 1 2 , 1 2 

tó = n^ + ^~1^cos(R,R)J " 
Pero, en virtud del teorema de Meusnier, por tener la geodésica 

su plano osculador normal á la superficie, si se llama el ángulo 
que forma el plano osculador de A B con el plano tangente, se 

R . . . 
tendrá R — r , y por consiguiente 

sen 0 
ds eos 0 

i r • [e) 

En general, las tangentes en B y C no se encuentran. Pero si 
se supone que la fig. 108 sea una proyección sobre el plano tan
gente, los ángulos no diferirán de sus proyecciones más que por 
términos de segundo orden, y salvo estos términos, se tendrá 

(o + <oBC + BC <« = TU. ( / ) 

En el tr iángulo geodésico KCB se tendrá también, salvo los 
términos de segundo orden 

K + KBC + BCK = ^ ó £ + coBC + BC(o = TT. 

De esta fórmula y de ( / ) , resulta OJ = £; luego, en vir tud de 0), 

ds eos 6 , e eos í» 

£ = R 0 ds = I T ' 

lo que demuestra el teorema, justificando la denominación de cur
vatura geodésica, dada por Liouville, á la curvatura tangencial. 
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También se ha dado á la curvatura tangencial el nombre de 
curvatura de desarrollo, denominación justificada por el siguiente 

TEOREMA. L a curvaUira tangencial de una curva es igua l á la 
curvatura de la transformada de ésta, cuando se la supone trazada en 
una desarrolladle cuya curva de contacto es con la supeificie propuesta, 
cuando se desarrolla esta superficie desarrollable sobre un plano. 

E n efecto, la curvatura geodésica de una curva trazada, en una 
desarrollable es igual á la curvatura propia de su transformada 
plana, lo que probaremos, haciendo ver que las geodés icas de una 
desarrollable tienen por transformadas líneas rectas. E l ángulo de 
contingencia geodésica se transforma pues, en el ángu lo de contin
gencia de la transformada plana; y puesto que el arco no cambia 
de longitud, después de la transformación, esto demuestra lo enun
ciado. Pero la curvatura geodésica de una curva es la misma con 
relación á todas las superficies circunscritas, de las cuales es la 
curva, de contacto, y el teorema queda demostrado. 

COROLARIO. L a curva C trazada en una superficie S, cuya cur
vatura geodésica es constante, puede obtenerse como sigue. S i se 
circunscribe, según esta curva, una desarrollable á la superficie y se 
desarrolla esta desarrollable en tm plano, la transfoimada de la curva 
será una curva de curvatura constante, es decir, una circunferencia. 

Podemos demostrar como sigue el 
TEOREMA. Z,¿Z curvatura geodésica es tan solo una función de 

las cantidades E, F, G, de sus derivadas y de u-, v', u", v". 
E n efecto, puesto que los cosenos directores de la normal prin

cipal y la normal á la curva situada en el plano tangente son 

d ' x 
H I 1 

d y 

' d ? y ^ E G 

se tiene, llamando A á / E G — F'¿, 

eos _ = — íir 
A — 

2>s 

P 

l^y 

SÍ 

dz 
ds 

Vz 
s? 

P 

P dz 
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pero 
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3,r yy 
'bU c)7í bu 

t x by ^2 

<>v ív bv 

p p ' p" 

^ 324r bx ^ Wx bx 
bS* bU ' Ŝ1 bv 

^ bx bX bX bX 

bS bit bS bV 

luego multiplicando, 

3^ 

3,r 
- — P 

bs r 

bu bv 

Y, por ser nulos los dos primeros elementos de la última línea 
del determinante, será 

. eos 6 b'\v bx v, bx bx „ b'Kr bx bx bx A = S —r — v ; _ _ v v m 
p bS* bu bs bv bS1 bv ÚS bu 

d' lx d x 
Desarrollemos y — según las potencias y los productos 

, du , dv ' 
de = u y —— = , y resultara 

ds ds 

v iP-x bx 1 SE v b^x bx 
^ c)z¿'2 3íí 2 c)W ' bu1 'bV 

3F 1 3E 
2 c)z; 

y, por último 

, cos^ , T 1 3E , , / 1 3E 3 F \ 1 

i ; 
- j - u v 

3E , , SG , 1 

— (ZÍ F + ^ G) ^ E + ^'F) 
^v bu J 

r 1 , / i 

L 2 3^ \ 2 3^ 

+ {tt v — v u ) (EG — F2 

1 3G SF\ 1 
_ ) ( . ' E + * ' F ) J 
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De la fórmula precedente se pueden deducir las curvaturas 
geodésicas de las líneas coordenadas ó paramétr icas u = const., 

eos G« eos G» : . 
v = const. que expresaremos por y 1 endremos 

PM ' p« 

P« 2E | /E ^ 2 1/E ^ j / E ^ 

/EC _ F , cose. _ F _ [ i _ _ 2>G ^ ^ 

pf 2G|/G ^ 2 f G ^ / G ^ * 

TEOREMA. ÍVÍ? se pueden trazar, en general, sobre una superficie 
dos sistemas de lineas geodésicas ortogonales, s i la superficie es des
arrolladle, pues s i 

eos 9« eos 0̂  cvE SG 
F = o, = o, = o, resulta — — o, — — o. 

Las funciones E y G solo contendrán u y v respectivamente. Así 

ds* — f { u ) dur + fK {v) dv'2, 

ó por un cambio de coordenadas, 

ds* = du? + dv2. 

Si se calcula la curvatura total k, se obtendrá k = o; relación 
que solo se verifica para una superficie desarrollable. 

§ 8.° CURVATURAS NORMAL Y PROPIA, TORSIÓN GEODÉSICA 

2 0 3 , CURVATURA NORMAL Y CURVATURA PROPIA. La curva
tura se introduce m á s naturalmente en la teoría de las superficies 
que la curvatura ordinaria ó propia de las curvas trazadas en estas 
superficies. Sin embargo, si se trata de calcular la curvatura propia 
de una curva, es necesario calcular su curvatura tangencial ó geo-

sen 9 sen O 
désica y su curvatura normal . La raíz cuadrada de 

o p 
la suma de los cuadrados de estas curvaturas dará la curvatura 

i 
propia — . 

P 
21 
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La curvatura normal es la que se presenta desde luego cuando 
se quiere calcular la curvatura de una curva trazada en una super
ficie; y, en efecto, si se dan los cosenos directores a, b, c de la tan
gente á esta curva en el punto (,r, y , z), los cosenos directores d , 
b', c' de su normal principal, siendo o el radio de curvatura, 0 el 
ángulo que forma el plano osculador de la curva con el plano 
tangente á la superficie, y empleando las notaciones conocidas, 
tendremos 

a'p + b'q + c 
sen 0 = — . ; 

± r / 2 + q1-^-1 
y observando que 

d'Kr d 'y d'2z 
' 1 ds'1 ' 1 ds1 ' 1 dsl 

d'2x . d y d2^ 
sen 0 ^ cti* i ^ ds2 

? ± ] / f + ^ + i 

y que 

d'\v d-y d-z \ ld:v\ '2 d x dy I dy 

se tendrá 

sen 0 / ^ r \ - d x dy /dy\2 ' ] 

Esta es pues, la curvatura que se encuentra cuando se busca — 
P 

La curvatura normal estará dada por la fórmula 

sen 0 eu'* + 2fu 'v ' + gv '-
P j/"EG — F2 (E^'2 + 2F%V + G^"2) 

La curvatura de una asintótica es igual á su curvatura geodé
sica y la de una geodésica á su curvatura normal. 

2 0 4 . TORSIÓN GEODÉSICA. Sean — la torsión geodésica de 

ds 
una curva, d r = su ángulo de torsión, d^ el ángulo de la ñor-
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mal á la superficie con el plano tangente á la curva normal á la 
superficie, trazada por el punto infinitamente próximo, y 0 el ángulo 
que forma el plano osculador á la curva con el plano tangente á la 
superficie. Hemos visto que d'\ = dx - f rfO; y si dividimos los dos 
miembros de esta fórmula por el elemento de arco ds, observando 

• j , d'\ 
además que - es igual, por definición, á la relación , tendremos 

o 

1 ¿¿x dü 
g ds ^ ds ' 

Expresando por a, [3, y los ángulos que forma la normal á la 
superficie con los ejes, hemos hallado que 

dsdl 

pero 
P 

dx dy dz 

a. ¡3 y 

dv. dft dy 

P 

dy. = 
dp 

/ E G — F* ' 
luesro 

|/ 'EG — F'2 ' ^ | / E G — F'¿ 

Si se resta de la tercera línea el producto de la segunda por 

/ E G — Y - d 

T 
dsd^ == se obtiene 

j / E G — F2 

Pero S/2 = E G — F2 = 

j / E G — F-

^.r dy dz 

P P' P" 
dp dp' dp" 

P P' P" 
1X Sj/ 1)Z 

"bU 7)11 
bx by 'bz 
bv bv bv 
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y multiplicando miembro á miembro, se tendrá 

o Qdu ¥dv Gdu -\- Gdv 
S/2 o o 

(EG — F2)2 dsdh • (I) 

Y, puesto que S^2 = E G — F'2, será 

(EG — F2) dsdl 

= — (Edti + Fdv) S — ^ + (Fdu + Gdv) S — dp. (2) 

Además se tiene y¡—-dp = d^p — — — 

ó S — dp — — dtí — ^p —-7 dv = — {fdu + ^¿/z;), 

S — dp — —• {ebu -\ fd i i ) , 
y la fórmula (2) da 

(EG — F-) dsd'h = (Edu + F¿fo) ( / ^ -h gdv) 

— (Fdu + G ^ ) (edu + / ^ ) -

Llamando — á la torsión geodésica, se tendrá 

1 — 1 

g E G — F 
_ [u '* (^p — E / ) + u'v' { e G - gE) + v"2lfG — ̂ F)J; 

igualando — á cero, se vuelven á obtener las ecuaciones de las lí-
o 

neas de curvatura. 
Tomando las líneas de curvatura por líneas coordenas, se tiene 

ti v G 

y llamando — y =|- los radios de curvatura principal, se tiene 

zi v 
1 1 \ , ds1 ( 1 1 \ 

— ) )/EG o — = dsu dsv \ ^ — j 



OOORDEÑADÁS CURVILÍNEAS 32 5 

1 • • / 1 1 \ ^ 1 
ó, en fin, — = sen i eos z U r - — í^r ) 0 — = & sen 2/, (1) 

g . \ R i Ra/ g 
1 ( l l \ 

haeiendo a = — \ - — I . 
2 \R1 R2/ 

La torsión geodésica depende pues, tan solo de la orientación 
de esta curva con relación á las líneas de curvatura, y varía como 
el cuadrado del%idio vector de una lemniscata de Bernoulli. 

Si se observa que — = - h en virtud del teorema de Lan-
g T as 

cret, se ve que, siendo ¿¿0 = 0 para una línea geodésica, se tiene 

1 
— — a sen 21; 

luego: La torsión geodésica depende tan solo de su orientación, y 
varia como el cuadrado del radio vector de una lemniscata de Ber
noulli. 

La torsión de una geodésica tangente á una linea de curvatura 
es pues nula. 

Y puesto que una línea de curvatura no puede ser geodésica 
más que en el caso de ser nula su torsión, tendremos el siguiente 
enunciado: 

Para que una linea de curvatura sea geodésica, es necesario que 
sea plana y que su plano sea siempre normal á la stiperficie. 

Por último: La suma de las torsiones geodésicas en dos direc
ciones rectangulares es nula. 

2 0 5 . EXPRESIÓN DE LA TORSIÓN DE UNA ASINTÓTICA. La fór
mula (1) conduce á la expres ión notable 

1 

T = ± V R1R1 

de la torsión de una línea asintótica. 
E n efecto, siendo tangente á la superficie el plano osculador de 

una asintótica, se tiene 
1 1 

0 = o, d{] = o y — = — ; 
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de manera que, para una asintótica, como para una geodésica 

se tiene 
1 . 1 . / i 1 
T 

pero resulta que 

— = ^ sen 21 = '— sen 21 . 
T 2 VR, R2 

tg 1 = L_ j sen 22 = 2 |/LCTZ/ Í; ; 

| /?:^ • 
luego T = ^ ( ^ " ¿ ) W V ; (2) 

pero la ecuación de las asintóticas es 

eu"1 A- g-v"1 = o E«"2 - [ - GÍ;"2 = I . 

Sustituyendo en (2) los valores de u ' y v ' , se obtiene 

1 j / E G ] / — eg / J J_ 
T ± E¿ — VR! R2 

Y oor ser — = — , — = — resulta la fórmula del enunciado. 
' pu E R ' G R., 

§ 9.0 SUPERFICIES EVOLUTAS 

2 0 6 . GENERACIÓN. Ya hemos visto que sobre la normal de 
cada punto M de una superficie S existen dos puntos especiales 
M , y M.2 que son los centros de curvatura de la superficie, ó bien 
los centros de curvatura de las dos secciones normales principales 
que parten de M . Cuando el punto M se mueve en la superficie, 
los centros de curvatura M , y M , describen una superficie, la cvo-
luta de S, mientras que esta es la evolvente. 

La evolula consta de dos hojas, la una descrita por el centro 
M , , la otra por el centro M.2. 

Podemos engendrar las dos hojas de la evoluta, considerando 
una línea de curvatura C de la superficie S; las normales á lo largo 
de C envuelven una curva T, evoluta de C, que es el lugar de los 
centros de curvatura de las secciones normales principales, tangen-
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tes á C en cada uno de sus puntos. A l moverse la curva C en su 
sistema, su evoluta V se moverá , deformándose, y engendrará una 
hoja de la evoluta. Aná logamente se engendrará la otra. 

TEOREMA. L a arista de retroceso de las desarrollables, lugar de 
las normales á la superficie á lo largo de cada una de sus lineas de 
curvatura, son geodésicas de la superficie evoluta. 

E n efecto, toda normal á la evolvente es tangente en dos pun
tos á la evoluta, respectivamente en cada uno de los centros de 
curvatura, en cada hoja. 

Consideremos un elemento M M ' de una línea de curvatura del 
segundo sistema. Las normales en M M ' se encuentran en el se
gundo centro de curvatura M2 (en menos de cantidades de se
gundo orden, si M M ' es de primero) y son tangentes á la primera 
hoja en los respectivos centros primeros de curvatura M , y M ^ , en 
estas normales. E l plano MM2M' contiene pues dos direcciones 
distintas M ^ , y M ^ ' , que parten de M , y son tangentes á la p r i 
mera hoja de la evoluta, que es por lo tanto el plano tangente en 
M ! á la primera hoja. Así pues: 

L a normal e n M ^ l a primera hoja es paralela á la tangente en M 
á la primera línea de curvatura, y análogamente stícede para la otra. 

Esto sentado, si consideramos una línea de curvatura C del 
primer sistema, y la arista de retroceso F de la desarrollable en
gendrada por la normal á S á lo largo de C, la normal principal 
de r en M , será paralela á la tangente de C en M , y coincidirá con 
la normal á la primera hoja; luego F es geodésica de esta hoja. 

2 0 7 . TRAYECTORIAS ORTOGONALES. Consideremos la hoja 
primera. Vamos á obtener las trayectorias ortogonales de las geo
désicas F, F ' , F", 

Supongamos una trayectoria ortogonal M ^ M ' t M " , , . . . . que en
cuentre á la hoja en los puntos M [ , M ' , , M " , , . . . . . Y sean M , M ' , 
M", . . . . los puntos donde las tangentes á F, F' , F", . . . . en M , , M ' , , 
M " i , , encuentran normalmente á la evolvente S. Las dos cur
vas M M' . M " ! y M M ' M " se hallan descritas en la superficie 
reglada, lugar de las rectas (generatrices) M M , , M ' M ' , , W W ^ . . . . 
y son perpendiculares á todas estas generatrices, las cuales son 
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evidentemente geodésicas de la superficie, lugar de las mismas. 
Pero en virtud de que: 

S¿ en tm sistema doble ortogonal, las lineas de uno de los siste
mas son geodésicas, las del otro son geodésicas pa i alelas, los seg
mentos M M , , M ' M ' , , M ^ M ' ^ , . . . . son iguales entre sí, y puesto que 
coinciden con los radios de primera curvatura de la evolvente en 
los puntos M , M ' , M", se concluye que: 

Las trayectorias ortogonales de las geodésicas envtieltas en una 
de las hojas de la evoluta por las no júnales d la evolvente, correspon
den á aquellas cttrvas de la stLperjicie á lo largo de las que es cons
tante el radio correspondiente de curvaHiia. 

2 0 8 . FÓRMULAS RELATIVAS Á LA EVOLUTA. Expresando por 
x , y , z las coordenadas del primer centro de curvatura, tendremos 
las fórmulas 

— x — rxX, y l = y — ^ Y , zl = z —• rxZ. (1) 

Al variar u y v, estas fórmulas darán las coordenadas generales 
de un punto de la primera hoja de la evoluta. 

Expresando ahora con 

E ^ F ^ G . ; X , , Y ^ Z , ; D . ^ D " , y E, F, G; X , Y, Z; 0 , 0 ' , D" 

las cantidades correspondientes en S, y en S, derivando las (1), y 
en vir tud de 

c)X 1 3Y l SX 1 ^x 
1u r l 1u ' ^ 3« ' ' ' ' ^v rx i v * ' ' 

se obtiene 

= f i _ ) — — - ^ i }< 

'hu \ r t j 1u l u = ( ' - ! ) 

'hU \ n / hU hU ' híl \ r.2 / hU hu ( 

hv hv ' hV hV ' hV hV 
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y sucesivamente; 

por lo tanto 

7>u 'bv 

H i r . 

J ] 
+ 2 —^ dudv + I ̂  ) dv%\ 

óll Iv \bV 

y tomando por líneas coordenadas en S las u = const. r l = const. 

ds'i = ^ r 1 - | - E ( i — ^ - j du1. ( 3 ) 

Esta fórmula demuestra que en S! las u = const. son geodé
sicas y las r = const. sus trayectorias ortogonales. 

Las fórmulas de los cosenos directores son: 

Xj : Y. : Z, == 

y, por las (2), 

x = 1 ^ 
1 / G ^ 

bu bv 

bu bv 

Y. = 

bu bv 

bxx i x i 

bu bv 

bxA bxA 
bu bv 

bu bv 

1 by 

)/G ^ ' 
Z , = J L Ü 

/ G ^ 

Calculando ahora 

D, = ^ b x i 3X1 _ 3 / i ^ \ 
3^ 3« 3« 32/ \ y G ^ / 

D". 

bv bu bv bu bv 

v ax , _ y ^ 1 j / 1 3 £ 
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sera 

D, .== j = ( 1 — — ) — ) 0^ = 0, 0, = — — - — ^ , 4 

pues siendo X , Y, Z los cosenos directores de la normal, será 

d^r í'V S2̂  
X 1- Y —— -\- Z —— = o; 

combinando esta ecuación con las identidades 

1 y2x 1 1 ?>2 t-z _ E 

1 i x tfx 1 ^ a9̂  ^_ 1 3^ 3"̂  _ S / G _ 

, V x 
v resolviendo estas tres ecuaciones lineales respecto a , etc., 

resultará 

t - x __ a f g + _ L ^ (a) 

con las análogas para y , z. Esta puede escribirse bajo una de las 
formas 

~ ^ ü \ f Q — |/'"G ^ ^ ' / 

/ I 3 ^ \ _ _ l _ 3 )/G I 2)X \ 

2)V \ y E ^u 

con las análogas paraje, z\ y en virtud de (4) pág. 294, será 

Y, puesto que S - ¿ r — \ = 1, derivando se tendrá 

[/ E í?/ / G ^ 
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Considerando la identidad 

i i d,r 
|/"E ^ u ' y ' c ^v 

y derivando respecto á tendremos 

l }>x 'h / i l x \ „ I 3^ l / I 

]/ G ^ c)« V E W ^ / É ^ 3^ V|/'G s^ 

y en virtud de (^') 

^ )/G t>v i u V y ' ^ 3 « / j/'G ^ 

Resolviendo las ecuaciones (Í^), {C) y (c/) respecto á 

3 A — ^ ^ í A / J L ^ \ etc será 
'hu \ y E ^u ' ^u V y E Û / 

3 / I \ i S |^E i l x )/1? 

y aná logamente para, y , z. Combinaremos ésta con 

S / i _ i ^ l / G i ; y G x 

^ \ l / G ^ / i H M VJ/ 'E 3« 

y permutando, z¿, 27; E, G; ^ , r2 tendremos 

a / i i x \ 1 l i ' E 1 i x / E V 
A , ^ \|/E ^ / f G ^ ^ ^ r.2 

3 / 1 ^x . _ _ i _ 3']/G _ I _ 3^ / G x 

S / 1 ^ x \ 1 3 ] / ^ 1 /1 *x\. 
^ u \ ¡ Q ) )/G ^ / E ' 
3 / 1 l x \ I Sj/'G 1 3^ / I 3 ^ \ 

vy E W = 3Í; \ ] / E j / E s^ y'G ^ 

De estas fórmulas y las (3) de la pág . 293, resulta la (4) pág . 320. 
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Podemos sustituir en D j , por — su valor, y tendremos 

1 ~ r \ 3 ^ ' 1 J l ~ 0 ' U ^ ' (:,) 

Indicando con kK la curvatura total de S,, resultará 

y análogamente 

E.G, - F'2, 

1 r22 : 3z¿ 

1 = ~ (r. - ^ A 3 ^ 7 ^ ' (6) 

1 z-'2. Sr, : 3^ 

y por último = 1 . (7) 

2 0 9 . CORRESPONDENCIA ENTRE LOS PUNTOS DE LAS DQS HOJAS. 
Entre los puntos de la primera hoja de la evoluta y los de la 
segunda Sá, existe una relación geométr ica , cuando se consideran 
como correspondientes entre sí los centros de curvatura IV^ y 
y con el punto M de la evolvente. 

Por la ecuación (7), las curvaturas de las dos hojas en M , y en 
Ma tienen el mismo signo, y las asintóticas de las dos hojas son 
reales ó imaginarias á la vez. Busquemos ahora las condiciones 
para que á las asintóticas de la primera hoja correspondan las asin
tóticas de la segunda. 

La ecuación diferencial de las asintóticas de la primera hoja será 

D idü i + 2V>\dudv -f- D " , ^ 2 = o, 

ó sea, por las ecuaciones (5) 

E?"5! — du1 — Gr", —• dv1 — o, 

la de la segunda hoja se obtendrá permutando u, E , , r. respectiva-
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mente con v, r2, y será 

333 

Er2, — du1 — Gr2 

Para que estas asintóticas se correspondan, es necesario que 
coincidan estas ecuaciones; por consiguiente que sea 

'hri 

c)r2 

= O, 

resultando el 
TEOREMA DE RIBAUCOUR. L a condición necesaria y suficiente, 

para que se correspondan las asintót icas en las dos hojas de la evo-
hita, es que los radios principales de curvatura de la evolvente se 
hallen fijados entre s i por una relación ? (r , , r2) = o. 

Observación. Se ha visto que en las líneas tí = const. son 
geodésicas cuyas trayectorias ortogonales son las líneas r1 = const., 
y además , las líneas v — const. en S! son las líneas tangentes con
jugadas de las ^ = const., lo que resulta de que D'1 = o, ó del hecho 
geométrico de que las tangentes á las líneas u = const., á lo largo 
de una línea v == const., son normales á la evolvente á lo largo de 
una línea de curvatura v, por lo que engendran una desarrollable, 
cuya arista de retroceso es la curva correspondiente en la segunda 
hoja S2. 

TEOREMA. E l centro de curvattira geodésica de una linea 
r, = const. en tm ptmto S, es el punto correspondiente Ma en 
la hoja Sá. 

Para demostrarlo, vamos á emplear el procedimiento que Bel-
trami sigue para obtener el radio de curvatura geodésica. Sea g, g \ 
g", un sistema co1 de geodés icas situadas en una superficie 
cualquiera, y L una línea, cuyas tangentes son conjugadas con 
aquéllas, que las cortan en M , M ' , M" , 

Las tangentes á lo largo de L á ^ g \ g \ engendran una 
desarrollable. 
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Si suponemos que la tangente en M á la ^ sea tangente en m á 
la aristra de retroceso F, tendremos que: 

E l punto ni es el centro de curvatura geodésica en M de la tra
yectoria ortogonal de g, g', g", . . . . que parte de M . 

Tomemos por líneas coordenadas u, v en la superficie, las geo
désicas g, g', g ' \ y sus trayectorias ortogonales y por pará
metro u el arco de las geodésicas, contado desde una trayectoria 
ortogonal fija. Tendremos 

ds1 = du'1 + Gdv*, 

y para el radio de curvatura geodésica pw, en magnitud y signo, 

1 1 2iG 
pM 2G c ) Z ¿ * 

Si z son las coordenadas de M , c, '/), í las de m, y hacemos 
Mw. = r, con signo positivo ó negativo, según que la dirección 
y í m sea la del arco creciente ó decreciente, tendremos 

Si llevamos el punto M á lo largo de la línea L á M ' , é indica
mos con o los incrementos correspondientes, resultará: 

ó c = — 0^ 4- — oz; - | - — + r I — j 0^ - 1 - —— 0^ I , 

%y l y ( ^ y iPy \ 
o7¡ = - — OÍÍ 4 - - r — oz; - f o?- V r X—^^u -\- — — OÍ; I , 

1)U ^U XbU1 ) 

Pero oc, or , , oŜ  son proporcionales á los cosenos de dirección de 
, 1x l y iz 

la tangente á la arista de retroceso i , esto es, a , — , ——• 
13 })U oU óU 

}iX 7y M 
Multiplicando ordenadamente por — , — , — , sumando y con-
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siderando las fórmulas 

obtendremos 

> í)G i i 
G ^ + oz; = o, y por tanto — -— — — — . 

Demostrado el teorema de Beltrami, si consideramos nueva
mente la hoja S1 de la evoluta de una superficie S, en S, las tra
yectorias ortogonales de las t i = const. serán las r l = const, 
mientras que las líneas con tangentes conjugadas de las u son las 
v, concluyéndose que: B¿ centro de curvatura geodésica de una l i 
nea r, = const. en un punto M , S1 es el punto correspondiente 
en la segimda hoja S2. 

Por último observaremos que obtenido el radio de curvatura, 
resulta demostrado el teorema, del cual se deduce que: 

E l radio de curvatura geodésica de las \\ = const. en S, ó de las 
rs = const. en S;2 queda detenninado por la diferencia r, — r2 de los 
radios de curvatií i a de la evolvente (+). 

*) Bianchi , Lczioni di Geometría differenziale, p. 229 
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G A P Í T U I f O I I 

Superficies 

§ I.0 PROPIEDADES ABSOLUTAS 

Las superficies pueden considerarse bajo dos aspectos, según 
que se consideren como límites de sólidos ó como sólidos flexibles 
é inextensibles, desvaneciéndose una de sus dimensiones. 

Cuando se adopta este segundo punto de vista, las propiedades 
de las superficies se dividen en dos clases. La una comprende las 
propiedades anejas á la forma especial atribuida á la superficie y 
que se modifican juntamente con ésta. Las otras pertenecen á al
guna propiedad que subsiste independientemente de la determina
ción de la forma. Estas pueden llamarse absolutas y las primeras 
relativas. Así el célebre teorema de Gauss relativo á la conservación 
de la curvatura, expresa una propiedad absoluta. Respecto al se
gundo aspecto de las superficies, éstas tienen su expresión me
diante el elemento lineal y las coordenadas curvil íneas. 

Todas las superficies cuyo elemento lineal viene representado 
por la misma expresión, se consideran como idénticas entre sí, sin 
que subsista la propiedad recíproca, pues las tres funciones E, F, 
G gueden hallarse formadas de infinidad de maneras con dos va
riables independientes, sin que las superficies definidas por las co
rrespondientes expresiones 

E tUC2 - f 2¥dudv -\- G dv1 (1) 

sean por esto diferentes entre sí, pues pueden sustituirse k u y v 
dos nuevas variables u' y v de modo que la expresión 

Kdu''2 + 2¥du'v -\- Gdv'\ (2) 

pueda definir la superficie primitiva. 
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Para poder pues concluir si dos expresiones ( i ) y (2) pertene
cen á una misma superficie, es decir, á dos superficies superpuestas 
es necesario ver si es posible establecer entre u, v y u , v dos re
laciones tales, que en vir tud de ellas, una de las dos expresiones se 
transforma en la otra. Y es evidente que las condiciones de esta 
posibilidad deben equivaler geomét r icamente á la igualdad de cier
tas propiedades absolutas de las dos superficies, en número sufi
cientes para determinar la identidad. 

En la expresión analítica de esta propiedad absoluta deben tan 
solo entrar u, v, E, F, G y las derivadas de E, F, G respecto á las 
u y v. Y si dicha expresión es la más general posible, es decir, si 
u = const. y v = • const. son totalmente indeterminadas, debiendo 
ser aquellas fórmulas independientes de la elección de las coorde
nadas, deberán conservar la misma forma, cualquiera que sea el 
significado geométr ico atribuido á las variables. Luego toda fór
mula que expresa una propiedad absoluta debe ser tal, que sustitu
yendo á las variables u y v dos funciones arbitrarias de dos nue
vas variable t i y v \ se transforme en otra fórmula que contenga á 
las 11!, v \ E' , F', G' y á las derivadas de estas últ imas respecto á 
las u y v \ del mismo modo que en la primera entraban u, v, E, F, 
G y las derivadas de éstas respecto á u y á Es fácil a d e m á s pro
bar que tales funciones no pueden contener explíci tamente k u y 

( ^E SE \ 
u, v, E , F, G, -—, — ) fuese una de dichas 

funciones, haciendo u — ti! -\- a, v —. v' -\- b, y observando que 

^ = — , se obtendría la función transformada 

, , , , ¿E ' 3E' 
/ O ' - h a;, v - \ - b , E , F , G , — , — , , ) 

cuya composición no es idéntica con la de la función primitiva, 
por tener las constantes arbitrarias ^, b que no pueden desaparecer 
mientras no se suponga que faltan las u y v. De esto resulta que 
toda función representativa de una propiedad absoluta debe hallarse 
formada tan solo con E, F, G y sus derivadas parciales. 

Puede extenderse el concepto de estas funciones absolutas con-
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siderándose además de E, F, G otras funciones cp, ty, de u y v; 
de manera que se formarán nuevas funciones absolutas; y siempre 
que, considerando una superficie referida á dos sistemas diferentes 
de coordenadas curvil íneas («, v) y (u', v') se llegue á una igualdad 
entre dos expresiones, en una de las que entren solamente E, F, 
G, cp, 'h, . . . . . y sus derivadas respecto á u y v y en la otra sola
mente E' , F ' , G', cp', y , y sus derivadas respecto k u ' y v \ i n 
dependientemente de las relaciones existentes entre los dos sistemas de 
variables, estaremos ciertos de que cada una de estas expresiones 
es invariable. Si las coordenadas u y v, así como las u ' y v son ar
bitrarias, los dos miembros de la igualdad anterior deben ser idén
ticos en la forma. De la igualdad de las dos expresiones podremos 
siempre inferir que son funciones invariables equivalentes. 

Si además faltan las funciones cp, , quedando tan solo E, 
F, y sus derivadas, se deberá concluir que los dos miembros 
son funciones absolutas, que expresan en el sistema de coordena
das respectivo, una misma propiedad geométrica, que subsiste en 
todo punto de la superficie, independientemente de cualquier flexión 
efectuada en ésta (*). 

§ 2.0 PARÁMETROS DIFERENCIALES 

210. DEFINICIONES. Podemos considerar como hace Lamé 
en sus Legons sur les coordonnées curvilignes (pág. 4 ) , las 11 relacio
nes existentes entre los nueve cosenos de los ángulos que los ejes 
de un sistema de coordenadas x \ y \ z forman con los del antiguo 
sistema {x , y , z). Así 

x = mx ' - f inxy' - f - w ^ ' , x1 = v i x - f - ny - f - pz, 

y = n x - f 11 ̂ y - f - n^z\ y — m { x - f ^ 1 J + A ^ 

z = p x + p \ y ' + A - 3 ' ' z ' ^ m - i ' i ; H- n 2 f + AÍ̂ » 

x¿ + y - f z~ = x"1 -\-y"1 

(*) Beltrami. Riclierche di analisi applicata alia geometría. Giornale d i Mat., v. I I , 1864. 
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rti1 -\- n1 - ¡ - ^ - = i , niii - \ - n \ -\-p'^ = i , vi1., - j - - j - ^ ' 2 = l>' 

np + w , ^ , + ^IAÍ = 0) Pm + / ' i ^ i + pJn-i = 0) + + • • • 

(;«-, + n \ - \ -p\) - } - n\x — - f 11,11. -\-pl p^f 

7« == — ̂ ^o, « = miP-2 — Pi inv P ~ n\ mi — m\n^ 

111 x = p i n —• 11.¿p \ = pnx —• np^ 

11K = m.2p —p.^in \ n% = mpi — pml 

P\ = nim — min ) Pt — nm\ — wwh' I 
Si una función F se expresa sucesivamente por medio de los 

dos sistemas rectilíneos de coordenadas, las reglas ordinarias del 
cálculo diferencial establecen que las primeras derivadas parciales 
de F en (V , y \ z) se hallan ligadas á las en (,r, y, z) como las coor
denadas {x \ y \ z) lo están á las (-r, j / , z). Se tiene, por ejemplo. 

Más generalmente, si tenemos una expresión formada con los 
coeficientes de la forma diferencial cuadrá t ica 

/ = S ars dxr dxs {ars = asl) 
r, s 

y suponemos una expresión formada con los coeficientes de / y 
con sus derivadas primera, segunda, 

de tal naturaleza que cuando se efectúe un cambio cualquiera de 
las n variables ,r, se cambie en la expresión formada de igual modo 
con los coeficientes a!rs de la forma transformada / ' y con sus de
rivadas, diremos que 'f es un invariante diferencial de la forma f. 
Si en una expresión ^ de la naturaleza indicada, entran además de 
los coeficientes de la forma fundamental / y sus derivadas, cierto 
número de funciones arbitrarias U , V , juntamente con sus 
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derivadas, de manera que para un cambio cualquiera de las varia
bles se tenga todavía 

siendo U ' , V , las U , V , en las que se ha cambiado las x pol
las y , diremos que tp es un parámet ro diferencial. 

Si U es una función arbitraria de , r j , .r2, , xn, siendo 

SU c)U , 
(JU)"2 = S 7 dxrdxs, 

r, s S-t's 
tendremos una forma diferencial cuadrát ica covariante de la forma 
dada. Expresando con k una constante arbitraria, será también 

? = S Ú!}.S + ^ — — dxrdxs, 

una forma covariante de / . Los coeficientes de las diversas poten
cias de ^ en el cociente del discriminante de & por el discriminante 
de / serán otros tantos parámetros diferenciales, con la función ar
bitraria U . E n particular, el parámetro diferencial, coeficiente de la 
primera potencia de k, que indicaremos con tiene el valor 

SU 3V 
= S A r s — — , 

r, s a X r o-t-s 
que, según Beltrami, se llama parámet ro diferencial primero de la 
función U . 

Si V es otra función arbitraria, el producto de las dos dife
renciales 

d\J d Y = y -— -— d x r d x s 

es una nueva forma covariante de / ; y sustituyendo á la forma & la 

3U W \ 
* = r S Urs + ^ r — - — d x r dxs 

r, s V M r 7)XS ) 
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SU ¿V 
la expresión v¡ Ars es un parámet ro diferencial con dos fun-

clones arbitrarias U y V , expresado por Béltrami con el símbolo 
y (U, V) que se llama parámeiro diferencial mixto de U y V 

V ( U , V) = v A j 

Cuando U = V se tiene el pa rámet ro diferencial primero A j U . 
Se dice que son equivalentes dos formas diferenciales 

/ = ^argdxrd.vs, f ' = Yia'^dx'rdx8, 
r, s r, s 

si es posible dar á -r,, x2, xn valores tales, en función de x \ , 
x'z , -r '^que la primera forma se cambie en la segunda. Si las 
dos f o r m a s / y f están dadas, ó sea si es tán dadas las ars en fun
ción de las x y las a'rs en función de las x \ en la hipótesis de su 
equivalencia, deberán las funciones desconocidas x de las xf satis
facer á ciertas ecuaciones de derivadas parciales. 

Los parámetros diferenciales 1.° y 2 . 0 de una función arbitraria, 
cp y el parámetro mixto de dos funciones arbitrarias a> y '\> se expre
sarán como sigue: 

SF „ Í ^ Y 
^ — 2 F — — + G — 

A, 
E G — F'2 

k2y = 
f E G — F2 ( * u 

F G — — F —1 V E — F —H 

L j / E G ^ F ^ J ^ L F ' E G " 1 1 ^ .. 

E ^ ^ - F C ^ ^ + ^ ^ W G ^ ^ 

E G — F -

211. PARÁMETRO DIFERENCIAL DE PRIMER ORDEN. Una función 
invariante relativa á una sola función ? (z¿, v) se obtiene del modo 
siguiente: 
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Imaginemos el sistema de curvas que resulta igualando la fun
ción co (z¿, v) á un parámetro o 

Tracemos desde un punto (z¿, ^) de la curva cp, normalmente un 

arco infinitesimal di. Por un extremo (z¿ -f- ^ -|- Iv) pasará una 

curva del sistema cp correspondiente al valor ¡p S'f del parámetro, 

siendo — el parámetro diferencial de primer orden ¿V-p. De la defi-

nición resulta que A^p es una función invariante. 
Para obtener ¿V-p, expresado por los coeficientes del elemento 

lineal 

ds- = E difi - ) - 2 Ydudv -f- G¿&/2, 

consideremos tres puntos A , B, C infinitamente próximos, cuyas 
coordenadas son («, v), (tt -\- du, v - j - dv) y {tí - f o«, ̂  -f- w ) en la 
superficie. La condición para que sean perpendiculares entre sí los 
elementos A B y A C es 

Y.duou + F {duov + ¿/^oz/) -f- Gdvov = o; 

y supongamos que arco A B pertenezca á una de las curvas com
prendidas en la ecuación cp {ti , v) — const., donde ¡p es una función 
cualquiera de u y de v. Tendremos 

^— d u -\-^— d u — o. 

Y la dirección del elemento A C perpendicular á la curva cp = const. 
d i i 

se obtendrá eliminando - H entre las dos ecuaciones precedentes, 

de modo que resultará 
3 ? _ Í a > \ . / 3cp 

E —1 — F —̂  nu-\- F — — G — oí; = o. 

Por el punto C pasa una curva del sistema cp = const. en cuyos 
puntos el valor de la función recibe el incremento o-p, y se tiene 

ü Cp ^ b<S) 
— ow - j oí; = oc&, 
bu bv 
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que combinada con ia anterior dará 

G — — F — ocp 

oV = 

E — L — F — L I o cp 

E l ^ y - 2 F ^ ^ + G / 

y por consiguiente 

. 9 ^ , , . - ( E G — F 2 ) (8cp)á 
Bu2 = Eo«-2 4" 2^ o«oz; 4- G w 2 = — . -. — — — , 

E U _ 2 F - + G (—M 

y tendremos finalmente 

| / e ( ^ Y ^ 2 F ^ ^ + G ( Í 
^.9 = ^ = - , , ( * ) (O 

OT | / E G — F * 

fórmula en la que puede verificarse que es una función inva
riante. 

Podemos observar que si las curvas ? = const. son geodésica
mente paralelas, ocr será constante á lo largo de la línea cp, por lo 
que se tendrá 

V f = / ( ? ) , 

siendo / función de ©. 
Recíprocamente, supongamos que se verifique esta relación. 

Puesto que se halla satisfecha para cualquier cambio de coordena
das, si tomamos las líneas, tp == const. por lineas u y las trayecto
rias ortogonales por líneas v, puesto que se tiene 

(*) Giornale di Matematiche V. I I , 1864, p. 176. liicherche di analisi applicata alia geo-
metria. 
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deberá ser A.M = , = func. de u. Y si cambiamos el parámetro z¿, 
y E ' 

haciendo u i = ¡ f l í du, tendremos 

ds1 = dtí'1 - } - Gdv2; 

y queda demostrado que las u[ = const ó o = const. son geodé
sicamente paralelas, luego: 

La condición necesaria y suficiente para que las lineas o = const. 
sean geodésicamente paralelas está expresada por la relación 

V - ? = / ( ? ) • 

212 . INVARIACIÓN DE LA CURVATURA GEODÉSICA. Siendo la 
curvatura geodésica de una línea una cantidad que no se altera de
formando la superficie, podemos establecer una fórmula de Bonnet, 

por la cual se expresa la curvatura geodésica -1 - de una línea cual-

quiera ;&(«, v) = o mediante una función invariable formada con --p. 
Consideremos, con este objeto, el sistema de curvas © (M, V) = 1 , 

siendo cp un parámetro variable y el sistema de las trayectorias or
togonales ty(.u, v) = t | / . Con este sistema de líneas coordenadas, el 
elemento lineal será 

ds* = E^cp2 - f G.dV1 

y prescindiendo del signo, tendremos 

_ £ = = _ l j jj/Grl • 

y calculando los parámetros diferenciales A ^ , A, en coordenadas 
ce, tendremos 

1 . i 
A1T = 7 ^ , ^ = 

y por consiguiente — == . A^f — — ' 
- - Pcp ;' 
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Si representamos con el símbolo d^S la diferencial de Q {u3 v), 
cuando se consideran como funciones' de ¡f y ' I , y permaneciendo 
fija 'i/ se hace variar es en d-j , se tendrá 

Introduzcamos la condición de ortogonalidad de las curvas ? y 
d/ expresadáTpor 

E — — — F H ^ — -4—L — 4 - G — —1 = o 

E — — F — b r CJ — 
3M S'U 3^ 

^ 3¿ 

Llamando k al valor cdhiún de las dos relaciones, tendremos 

y también 

E ^ _ F ^ _ _ E G - J F ; ^ p F ^ j j c ^ _ E G — F - ^ 
TiV bu k bu ' bv bti k bv 

Multiplicando la primera por ~ y la segunda por — y restando, 
bU btl 

se obtiene 

y de las (3) resulta 

2 p 3 • 3^ i G P'̂ V - E G — F - ( ^ ± _ ^ ± 

btí bll XbUj k \bV bU bit bV 

3'J> b'h b'S) b'h \bvj 2 bV bU \bUj 
bV bU bU bV k 

con lo que la anterior se reduce á 

'4) 

; M ) ' = B - = i B ( 4 , ^ (s) 

23 
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Resolvamos ahora las ecuaciones 

— du A — - dv = d-jj, — du + dv = d'h, 

respecto á du y dv, y considerando la ecuación ( 4 ) , será 

( E G — F-) OV-p)2 , . , ^ . 
dv = —̂- 7>'h — —̂- ^ - f 

^ ^ DÍ; , 
( E G — F"2) (A1?)2 , 3? H 
v u ' y dv = — - ^ d ^ + - ^ d ' ¿ , 

, _ k 3¿ 

, j ^ , 

f ^ ~ ( E G - F á ) ( A . 1 ? ) 2 3 « r t ' 

ó en virtud de las ( 3 ) 

F ^ - G - E - - F -

u ~ { E G _ F8)(AlT)« 'f"f' rfT ^ = ( E G - F ' ) ( A , ^ ) 

Sustituyendo en la (2) ¿2^/ , por sus valores, y por ¿V]/ su 

valor A.co que resulta de la ( 5 ) , tendremos: 
k 

2u c>u 2 / k \ 

P c p - / E G — F 2 I k ^ [ f E G — F * ^ / 

/fe c¡V f E G - F,:! A. 

Para eliminar &, emplearemos las ( 3 ) ; y resul tará 

^ 2o Scp 
G — F — 

du 7>u 
k = o, 
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escribiéndose la anterior así: 

[ 3w 2iv 

k j /EG — F -
I 

+ [ k \ 
cp j /EG—F2 [ 

Sí» Síi 

^ Sü 2 P1 

Si; SZ/ 

] 
E 2F 3-̂  3 ] (6) 

que es la fórmula de Bonnet. 
No solo sirve esta fórmula para calcular la curvatura geodésica 

de un sistema de curvas cp {u, v) = ¡p dado en términos finitos, sino 
cuando se da por medio de una ecuación diferencial de primer or
den Mdu + Ndv = o, pues si ? es la integral, se tendrá 

S'-S 7)'-0 
^ : = M : N 
Tilt bv 

T i y_̂ / G M — F N 

y 

Pcp j / E G F- / ^ \ j /ÉN-4— 2FMN + G M 

2 / E N — F M 
+ ^ Vj/'EN-— 2 F M N - [ - G M 

E n particular, será 

l _ i ( 3 j / G ^ ^ 
7^ ~ j /FG — F" ( t u ~ ov j / G 

S j / E ^ ^ _ J L 
3^ j / ^ j / E G — F - ( bv 
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213, PARÁMETRO DIFERENCIAL DE SEGUNDO ORDEN. Las fun
ciones invariantes arriba consideradas se refieren á una sola fun
ción » v), ó sea á un solo sistema de curvas trazadas en una 
superficie. Para dos sistemas de curvas 

o O, V) = cp, {U, V) = 'h ( i ) 

se tiene inmediatamente una función invariable en la expresión del 
ángulo Ü) formado en cada punto {u, v) de la superficie por las 
curvas », •]/ que pasan por él. Si expresamos por d el incremento 
á lo largo de la curva ct = const. y por 8 el correspondiente á la 
di = const., tendremos 

eos w 

— diL H d v —— o u -\- —— 0^ 

^Edu2 + 2?dudv + G ^ " 2 y ' E o ^ + 2 F B ^ o ^ 4 - F 8 z ^ 

Eduou + F ( ^ o ' y + + Gdvw 
^Edu2 + 2Fdudv + Gafe"2 l / ' E o ^ - + 2FO2ÍOZ; + Gov2 

npvn — dtí -\- dv = O, 02/ - f oV = O, ( 2 ) 
Pei0 l U 2>V 7)U ?>V 

' 2)9 ,"3». ^ c)d cid • 

í f / / : rfi; = : — — 1 , : o í ; = — : — — , ( 3 ) 

y por consiguiente 

E ——! F — — H l - — + G " • eos co = E G - F2 A1? . ^ ' l 

La expresión . A']/ eos co, que es una función invariable, es el 
parámetro diferencial mixto de cp y d, y tendremos 

E——1 F — — ^—Í- - | -G—L — 

V (?, W = E F ^ F ^ ' 

1 
Esto sentado, la fórmula (6) que da la curvatura geodésica — 
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conduce á considerar una nueva función. Escribiendo la fórmula 
(6) bajo la forma 

?? Ai? ) /EG—F'2 l' E G - Fá 

Siendo invariables — , A.CD, y (D, , lo será también la función 
9m ' V ^1?/ 

2IU 

E G - F- f \ / E G — F-

que es el pa rámet ro diferencial de segundo orden. 
214. APLICACIÓN Á LOS SISTEMAS ISOTERMOS. Supongamos que 

las líneas cp = const. y sus trayectorias ortogonales t]y = o forman 
un sistema isotermo, y sea 

la forma correspondiente del elemento lineal. Para que el sistema 
G 

ortogonal cp, d/ sea isotermo, es necesario y suficiente que -=rL sea 

el cociente de dos funciones, la una de a y la otra de ^ solamente, ó 

S M o g ' ^ 3 l o g ^ 
que se tenga • = o, es decir, que sea función de cp 
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solamente. Pero calculando V-p y A9<p en coordenadas & tenemos 

G, 

1 ^ = ; AjS 
, — 3 log ^r1 

3 i / G , 1 E , 

de donde 

} % ' f%G> 3? K E , 2E, 3. 

A2cp I Ej 

Por tanto: L a condición necesaria y suficiente pa?-a que las líneas 
cp = const. pertenezcan á un sistema isotermo es que se tenga 

—ko-P 
^ A ^ F f e ) . ( . ) 

Si suponemos además que ? sea parámetro isométrico, será 

a G, 
- - lOg — = O, O A2Í = o. 
crf 

TEOREMA. ^ halla determinado en una superficie un siste
ma de líneas que forman parte de un sistema isotermo, las trayecto
rias ortogonales se determinan con cuadraturas. 

En el caso en que se ha^^a concluido mediante la ecuación [a) 
que un sistema de líneas ? const. es isotermo, podemos demostrar 
que las trayectorias ortogonales J; = const. se determinan con cua
draturas, pues en vir tud de las fórmulas (2) y (3) de la pág. 348, la 
ecuación diferencial de estas trayectorias ortogonales se expresa por 

ico Seo 3'.o 3co 
E - F F - ^ — G - ^ 

1)11 , 2>U , 
— — du + — — dv = o. 

1/EG — F" f E G — F¿ 

Para hallar un factor de integrabilidad de esta ecuación, deter
minaremos A de modo que se tenga 

I ^ 3w ^ I I ' '^ I > ^ ^u I 

L I ^ E G — F7 J ^ L ^ F ' E C T — " F 2 J " 
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ó bien 

'bu bv 2) log l bv ' bu 7) log X 
du E G — F'2 dv 

lo que podrá verificarse tomando para X una función de cp cuando se 
suponga satisfecha la ecuación (a). Haciendo, en efecto, log X = / ( © ) , 
la precedente se reduce á 

(Ai?) ' r (?) + = o 

A2? 
de donde X 

§ 3.0 SUPERFICIES APLICABLES 

215. SUPERFICIES FLEXIBLES. De igual modo que, en la geo
metría plana ó esférica, se estudian las propiedades de las figuras 
trazadas en una ú otra superficie, prescindiendo sus propiedades 
absolutas en el espacio, así se procede para cualquiera otra super
ficie. Y las propiedades que conciernen tan solo á las relaciones de 
magnitud y posición de las figuras trazadas en la superficie por 
cuanto existen en la misma, constituyen la geometría de la super

ficie. 
Desde este punto de vista, dos superficies diferentes en la 

forma, pueden tener la misma geometr ía . Los teoremas de la geo
metría plana no cesan de ser ciertos, si el plano se arrolla en un 
cilindro ó en cualquiera otra superficie desarrollable. Por ejemplo: 
En un tr iángulo formado por tres arcos geodés icos situados en una 
superficie desarrollable, la suma de los tres ángu los es igual á dos 
rectos. Los tres arcos geodésicos trazados normalmente desde los 
vértices á los lados opuestos, se encuentran en un punto, etc. 

Para concebir la naturaleza de las propiedades que constituyen 
la geometr ía de una superficie, conviene imaginar que la superficie 
en la que se hallan descritas las figuras, se compongan de una capa 
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infinitamente sutil, perfectamente flexible é inextensible. Las propie
dades que no alteran deformando la superficie, pertenecen á su 
geometría. (*) 

Dos superficies S y S', entre cuyos puntos P y P' se puede es
tablecer una correspondencia tal, que sus elementos lineales corres
pondientes sean iguales, tienen la misma geometría, porque en este 
caso, también los arcos finitos, los ángulos y las á reas de-las figuras 
en S son iguales á los correspondientes de las figuras en S'. Las 
superficies S y S' se llaman en este caso, aplicables, queriendo 
significar con esto, que si se suponen flexibles é inextensibles, se 
puede distender la una sobre la otra (ó una parte de ella) sin ruptura 
ni duplicatura. Cuando las dos superficies S y S' se dan por las 
expresiones de sus elementos lineales, 

ds1 = Kd i r + 2'Edzídv + Gdv\ 

ds'- = tL'du"2 + 2¥'dtidv + Gdv"\ 

para reconocer que son aplicables, convendrá examinar si se puede 
establecer dicha correspondencia entre los puntos {u, v) de la una 
y los O', v') de la otra, de modo que resulte ds = ds . 

Para la aplicabilidad es, por tanto, necesario y suficiente que 
las formas diferenciales 

E¿&r + 2¥dudv + ¥ dv1 y E'du"2 + 2?'diidv + Qt'dv"2 

sean transformables la una en la otra. 
De las consideraciones precedentes resulta que la geometr ía de 

la superficie está definida por la expresión de su elemento lineal, ó 
de su primera forma fundamental 

ds2 = Edu'2 - i - 2Vdudv + Q*dv2. 

Así pues, las infinitas configuraciones que puede tener una su
perficie, por flexión, tienen común la primera forma fundamentaL 

Cuando se estudia la geometría de una superficie como defi
nida por su elemento lineal, conviene prescindir de la forma espe
cial de la superficie 

(*) Bianchi , Lezioni di Geometría diff'erenziah, p. 173 
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La distancia ds entre dos puntos infinitamente próximos («, v), 
(u + du), {v + dv) se medirá por medio de la fórmula fundamental 
( i ) y el ángulo 0 de los dos elementos lineales ds y os que unen el 
punto («, í̂ ) á los dos puntos O + du\ v + ^ ) y {u + m , v -\- Iv) 
mediante la expresión 

Eduoti + F (¿/^oz; + dvou) - f Gdvlv 
eos 6 = 1 j — • 

a s í s 
Tendremos una correspondencia biunívoca entre la variedad 

de dos dimensiones que constituye la superficie y los pares vu) 
de los valores de las variables. 

En el campo de variabilidad las funciones E, F, G son unifor
mes, finitas y continuas, juntamente con sus derivadas primera y 
segunda, siendo además E , F, G, E G — F'2 positivas. E l ángulo w 
de las líneas coordenadas, definido por las fórmulas 

F / E G — F 2 
eos w — . , sen ai = —— , 

/ E G / E G 

en el campo que consideramos, var iará continuamente desde o 
hasta 27r, sin tomar los valores extremos. 

La curvatura total de una superficie es un invariante de la 
forma ( i ) . Su valor, en cualquier punto, depende ún icamente de los 
coeficientes de dicha forma, y permanece el mismo cuando se de
forma la superficie. De estas consideraciones resulta el 

TEOREMA FUNDAMENTAL DE GAUSS. La curvatura total de tma 
superficie no cambia por cualquier flexión de ésta ó bien: Si dos su
perficies son aplicables, tienen igual curvatura en dos puntos co
rrespondientes. 

216. TEOREMA. La curvatura geodésica de una linea trazada 

en una superficie no cambia, cuando ésta se deforma, pues la expre

sión de la curvatura — de las curvas o- = const. se expresa de la 
Pcp . 

manera siguiente 
i _ A2cp 

24 
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217. PROBLEMA DE LA APLICABILIDAD. Dadas dos superficies ^ 
y S', averiguar si son ó no aplicables y en el caso afirmativo, obtener 
la fórmula de la aplicabilidad. 

E l problema equivale al de la transformabilidad de las dos for
mas diferenciales 

E^w2 + 2Fdudv + Gdv\ E W 2 + 2Y'du'dv' + Gdv'\ 

Supongamos dos relaciones independientes entre u, v, u', v 

cp 0¿, V) — cp' («', O , 4 (», i') = ^ ) ( I ) 

que establezcan la ley de correspondencia entre los puntos de 
ambas superficies, en la aplicabilidad supuesta. Por la propiedad de 
los parámetros diferenciales, se tendrá 

¿ i ? = ¿ W , v (?, W = v ' (?', ' f ) , M = (2) 

habiéndose acentuado los parámetros diferenciales construidos para 
la segunda forma. Para la aplicabilidad, es necesario que las rela
ciones (2) sean consecuencias de las (1), y además es suficiente, 
porque de las relaciones obtenidas (pág. 3 4 6 ) se tendrá: 

A^dcp2 — 2v 'f) d'bd^ -f- A ĉpflty2 
E ^ 2 - { - 2¥ditdv ^- Gdv*~ = 

'E'du'2 -f- 2F'du'dv'-j- . . . = 
K^'d ' -u '* — 2V, (cp', f ) d v ' d y - f ^..cp^^'2 

^ ' A ^ ' - V'2 (?' ,>') 

y, en virtud de (1) y (2), los segundos miembros resul tarán iguales. 
Esto sentado, excluyendo el caso en que la curvatura sea cons

tante, si k {TÍ, V) y k' (V, v') expresan, respectivamente, las curva
turas, el teorema de Gauss, en la hipótesis de la aplicabilidad, da 
una relación (1) con la fórmula 

k {u, v) = k' [ u , v ) . ( 3 ) 

Además , cualquier parámet ro diferencial de la función k deberá 
ser igual al parámetro correspondiente calculado para k'. 

Tomemos en primer lugar la relación 

M = b \ k \ ( 4 ) 

que asociada á la ( 3 ) , da lugar á los tres casos de ser dichas reía-
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ciones contradictorias, compatibles y distintas é incluidas la una 
en la otra. E n el primer caso las superficies no son aplicables; en 
el segundo, para que éstas sean aplicables es necesario y suficiente 
que la ( 3 ) y ( 4 ) lleven consigo las relaciones 

lo que podrá decidirse por cálculos algebráicos. 
E l tercer caso tendrá lugar cuando sea una función de k y 

A ' ^ ' la misma función de k'. 
En este caso 

M ==; / ( ¿ ) , ^ \ k ' ^ f { k ' \ m (a) 

sustituiremos á la ( 4 ) la relación A2/£ = ^2/e', y reduciremos nue
vamente el problema á eliminaciones algebráicas, cuando no se 
presente el caso ulterior, expresado por las fórmulas 

Aá k = <D {£), k \ k ' = 0 (k1) (ó) 

Falta pues considerar el caso en que se presenten s imul tánea
mente las relaciones (a) y {b). 

Siendo ahora 
A., k 

las líneas k — const. (de igual curvatura), juntamente con las tra
yectorias ortogonales $ = const. forman un sistema isotermo. 

Obtendremos la función ^ v) por cuadraturas de las fórmulas 

otl 

E 

r ? (¿) 
YJFS O — — F — / / • i f J . 2>u bv 

f E G — F -

de donde A . ^ = ^ A ^ , 
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y por consiguiente 

í. & {k) 

^ , i—̂  7 7 ^ , h dkr e d V iLdu2 + 2¥dudv -\- ( }dv = • • 4-

e d'Y 
= T T ¿ + 

Permaneciendo las mismas las funciones para la segunda su
perficie, conviene á ésta la misma forma del elemento lineal, que 
pertenece también á las superficies de revolución. Luego: 

Si siibsisten las relaciones {&) y (b), las dos superficies son apli
cables sobre la misma superficie de revolución, y por tanto la una so
bre la otra, de una infinidad simple de modos. 

Para obtener las fórmulas efectivas de la aplicabilidad, intervie
nen dos cuadraturas. 

E n la resolución del primer problema de la aplicabilidad se 
excluyó el caso en que una de las superficies fuese de curvatura 
constante. En este caso, para que las dos superficies sean aplica
bles, es necesario que la otra superficie tenga la misma curvatura 
constante. E n este caso el criterio dado por el teorema de Gauss 
es además suficiente para la aplicabilidad, es decir, que: 

Dos superficies con la misma curvatura constante son aplicables 
la una á la otra. 

Para el caso de la curvatura nula, sabemos que tal superficie es 
desarrollable. Podemos dar una demostración que se extiende á 
superficies de curvatura constante no nula. 

218. FORMA DEL ELEMENTO LINEAL. Tracemos en una super
ficie de curvatura constante K una geodésica L , y tomemos por 
líneas coordenadas las geodésicas ortogonales á la L y sus trayec
torias ortogonales, tomando como parámet ro u, el arco de las geo
désicas v, contado á partir de la L, que será actualmente la. u — o 
y el parámetro v el arco de la L , contado desde un punto fijo de la 
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misma. E l elemento lineal tomará la forma 

¿¿y2 = du- + G ^ - ; 

y por ser nula la curvatura geodésica de la u = o, será 

I rr == O. (a) 

Además , por ser dv el arco elemental de u = o, será 

( ) / G ) M = o = i , (P) 

y tendremos K = —• — . (-A 
y j / G S«2 H ; 

Por ser K constante, distinguiremos los tres casos 

K = o, K > o, K < o. 

Primer caso. Si K = o, resulta 

)/G = cp (^) ^ + . | (z;), 

siendo c& {y), <\{v) funciones de v. Pero de (a) y ((3) resulta 

cp (zO = o, ^ ip) = i ; 

de donde ds* = du? + ¿Z^2. 

Segundo caso. Si K > o, hagamos R = ^ (R real) y, en vi r 

tud de (y), tendremos: 

,— u u 
y G = CD (^) eos ^ + {v) sen — ; 

1 K ' R 

y por las (a) y (¡3), será <h (v) = o, ¡p (v) = i ; luego 

¿/y2 =z du1 + eos2 Q^) dv-. (5) 

Este elemento pertenece á la esfera de radio R, luego: Todas 

las superficies de curvatura constante positiva — son aplicables á la 
R2 

esfera de radio R, y por consiguiente, las unas á las otras. 
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Tercer caso. Si K o, haremos K = — ¿ y resultará de (y), 

,— u u 
y G = a> (Í') eos h — -\- '\) {v) sen k — , 

y por las (a) y (¡3) será t¡(iv)= 1, ty{v) = 0 ' , luego: E l elemento 
lineal de toda supei'jicie psendoesférica de radio R es reducible á 
la forma 

( u \ 
ds- = du- + eos Ji1 1 — 1 dv*. 

Por consiguiente, todas estas superficies son aplicables, las 
unas á las otras. 

Los resultados obtenidos pueden aplicarse á dos superficies 
distintas de igual curvatura y á dos porciones de una misma su
perficie de curvatura constante, lo que se enuncia en el siguiente 

TEOREMA. Toda porción de una superficie de curvatura cons
tante es aplicable sobre cualqiáera otra porción de la misma, de 
7nodo que dos puntos cualesquiera A de la primera pueden super
ponerse á dos puntos cualesquiera A ' y B ' de la segunda, siempie que 
¡a distancia geodésica de A' y B ' sea igual d la de A y B. 

Este teorema es evidente para las superficies de curvatura 
constante nula ó positiva, porque el plano y la esfera, sobre los que 
son aplicables, respectivamente, gozan de esta propiedad. 

Para demostrarlo en el caso de la superficie pseudoesférica, 
tomemos por la geodésica L anteriormente considerada, la A B , y 
tendremos 

u 
ds1 = dur + eos h dv*, (6) 

contándose el arco v de A B á partir de A, lo que dará A = (o, o). 
Operando de igual modo sobre la otra geodésica A ' B ' , obtendremos 

u ' 
ds"1 = dti!'1 + eos ^2 — dv'*. 

R 

Haciendo uf = u, v' = v, resultará ds1 = ds'2, y al punto 
A = ( o , o ) corresponderá el punto A ' = ( o , o ) , al B = (o,/) el 6 ' = (o,/) . 
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siendo / la longitud común de los arcos A B y A ' B ' . Por lo cual la 
superficie es aplicable sobre sí, de modo que A se superpone con A ' 
y B con B ' , conforme el enunciado. 

Este teorema expresa que toda figura, trazada en una superficie 
de curvatura constante, puede transportarse por simple flexión, 
sobre otra porción de la superficie, sin que sufran alteración los 
ángulos, ni las magnitudes lineales y superficiales. 

Para la geometr ía de las superficies de curvatura constante es 
válido, como para el plano y la esfera el principio de superposición 
de las figuras, lo que constituye el fundamento de las analo
gías existentes entre la geometr ía de las tres especies de super
ficies. 

De lo expuesto resulta que dos superficies S y S' de igual cur
vatura constante, son aplicables entre sí según una triple infinidad 
de modos. Dadas las dos superficies, para obtener uno de estos 
modos de aplicabilidad, basta integrar la ecuación de las geodésicas. 

Si la curvatura es nula, la cuest ión se resuelve por medio de 
cuadraturas. E n los demás casos el problema se reduce á la inte
gración de una ecuación diferencial de primer orden del tipo de 
Riccati. 

219. TIPOS DE LA SUPERFICIE PSEUDOESFÉRICA. Volvamos á la 
forma (6) del elemento lineal, que conviene á cualquier superficie 
pseudoesférica de radio R. Juntamente con esta forma del elemento 
lineal, que se llama tipo hiperbólico, se deben considerar otras dos 
que se llaman tipo elíptico y parabólico. 

Consideremos un punto (ordinario) P de una superficie pseudo
esférica; y tomemos por líneas coordenadas las geodésicas v que 
parten de P y sus trayectorias ortogonales z¿, suponiendo como 
parámetro v el ángulo que forma una geodésica variable del haz 
con una geodésica fija y el parámet ro u el arco de las geodésicas , 
contado á partir de P. E l elemento lineal t omará la forma 

ds% — dii1, - [ - Qtdv1 

y será (|/G)tó = o = o, ( ~ ^ ) = i -
\ ú U / u = Q 
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Pero, en virtud de lo ya expuesto, 

, u u 
F G = ? (Í') eos ^ - 4 - d; {y) sen h - , 

K K 

y las condiciones precedentes dan cp ÍTJ) = o, ^{v) == R, de donde 

u 
ds- = dtf- + R2 sen h11 - dv*. 

K 
Esta es una forma del elemento lineal que conviene á toda su

perficie pseudoesférica de radio R y se dice que es del tipo elíptico. 
Tomemos finalmente por línea L, en vez de una geodésica, una 

línea de curvatura geodésica constante —. Cualquiera de estas líneas, 
R 

en una superficie pseudoesférica de radio R se llama un oriciclo. 
Tendremos todavía 

,— u u 
ds1 = dul + Gtífo2, / G = iv) eos h — -\- ¿ O) sen ^ - ; 

' R R 

] 
y debiendo ser 

^ G ) = „ = I Í í ^ _ i h ( g ) s e n 4 + ^ c o s ; * l 

U ' O te/,í=o R p i f i ó o s * " |-.Kc),sen/^' 

= 1, resultará cp (2;) = ¡p. (z;) = = ' 1 , 

de donde (ij-2 = du1 + ^ R ^ . 

Esta tercera forma es del tipo parabólico. 
Resumiendo: E l Sr. Bianchi obtiene, para la pseudoesfera, las 

tres formas típicas del elemento lineal, 

2M 
A) Tipo parabólico ds*- = du2 + ¿? R dv* 

B) Tipo elíptico ds* = du% + R2 sen dv-

( u \ 
C) Tipo hiperbólico ds- = du1 -f- eos k* í — l^"2. 
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2 2 0 . SUPERFICIES PSEUDOESFÉRICAS DE REVOLUCIÓN. E l ele
mento lineal, referido á los meridianos y á los paralelos, tendrá 
la forma: 

/ u 

d$ == du* + R + C é? R) dv*. 

Distinguiremos tres casos, s egún que una de las dos constan
tes C y C sea nula ó con signo igual ó contrario. Cambiando el 
parámetro v en cvx [c constante), obtendremos las tres formas de 
los tipos respectivos A) B) C): 

I ds- = dtir -|- R dv'-̂  

u 
I I ds* = dul--\- l - sen k~ — dv1^ 

K 

u 
I I I ds*1 = du* -\- X2 eos - dv1,, 

siendo \ constante, que realizaremos con tres superficies de revo
lución en las cuales sea u el arco de meridiano y la longitud. 

Si expresamos por r el radio del paralelo y por z = ^ (r) la 
ecuación de la curva meridiana, tendremos respectivamente, en los 
tres casos: 

I) 7 " = <?R, z — \ \ j 1 — — e^du 1 

I I I ) r = l eos k —, z = 1 — ^ sen ^- ¿fe, 

Discutamos las formas de las tres curvas meridianas. 
Caso I . Podemos efectuar la integración, siendo cp el ángulo 

de la tangente á la curva meridiana. Hagamos 

Í?R = R sen cp, 
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y las fórmulas 

r = R sen es, 
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2 = R 
eos2 Z> 

Ja> = R 
sen v 1 

log tg eos , (a) 

darán las coordenadas de un punto de la curva en función del 
parámetro ¡p. 

Á la curva de las tangentes iguales, representada por estas 
ecuaciones, que tiene el eje de las z por asíntota y que tiene la 
propiedad de que la parte de su tangente comprendida entre el 
punto de contacto y la asíntota, es constantemente igual á R, se la 
conoce con el nombre de tractriz. 

Dicha propiedad puede deducirse directamente de la ecuación 
de la curva, así como por verificarse que la curvatura 
geodésica de los paralelos en la superficie corres-

i 
pondiente de revolución es constantemente igual á 

R' 

Figura 109 

superficie que se llama pseudoesfera, y es la más sen
cilla de las superficies pseudoesféricas. 

Podemos llegar á la fórmula {a), partiendo de la 
propiedad evidente RR' = — a'1. Pues siendo F la 
curva meridiana, PM = p uno de los radios prin

cipales de curvatura de la superficie de revolución de curvatura 

constante negativa — Y el otro PQ> tendremos P Q . P M = —R-

(fig. n o ) ; y expresando por x el ángulo de la tangente al meridiano 
con el eje de las ,r, y por tanto d i el ángulo 
de contingencia en P, tendremos ds = p^x, 
y en el tr iángulo PSQ, donde PS = x , será 

sen x 
PQ = y, en virtud de las expresiones 

xds 
x 

anteriores. 
sen xJx 

= —R"2. Por ser además 

ds 
d x 

COS x 
, tendremos Figura 110 

x d x 
R 

sen 2X^T. ( i ) 
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Integrando, resul tará 

2x'1 + C = R- eos 22T 

1 — eos 2T R'2 — 2X1 — C 
g T ~~ 7 + eos 2T = R2 + 2 ^ + C ' ^ 

Haeiendo R2 — C = 2¿2, donde b es una constante arbitraria 
dz 

tal que sea tg T = — , resulta, en vir tud de (2), 
d x 

x 
z == 

que es la eeuaeión de la curva meridiana r . Por ser fr2 arbitraria, se 

puede obtener una infinidad de curvas meridianas, y por consi

guiente de superficies de curvatura constante igual á — ¿ . La 

integración de (3) conduce á las integrales elípticas. Pero en el 
caso de ser ó'2 — R2, haeiendo x = r sen cp, de (3) se deduce la 
fórmula (a) de la pág ina 362 (véase a d e m á s el resultado en la p á 
gina 210). 

Caso I I . Tipo elíptico. Para obtener una superficie real, es nece-
\ 

sano suponer - < 1, y haciendo X = R sen a, el valor m á x i m o para 

u t 1 
eos h - , será , y por tanto, el radio r del paralelo oscila entre 

K sen a J-
f = o y r = R eos a. 

d r 
Cuando r = o, es — = sen a, y por consiguiente todos los 

meridianos encuentran en ^ = o al eje de rotación, según el á n 
gulo a. Este es un punto cónico de la superficie. 

Las coordenadas de un punto de la curva meridiana se expresan 
por funciones elípticas de un parámet ro x con el módulo k — eos a. 
Hagamos, en efecto, 

u k 
. sen k - = — en k), 
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y tendremos 

r = R/̂  en T, z = R/é2 / srí1 xdx = R 
o 

6 ' (T) 
siendo Z (T) = 

la función de Jacobi y H , K las conocidas constantes de la teoría 
de las funciones elípticas. E l trayecto de la curva entre 
T = o y T = 2 K está representado en la fig. 111. Cuando 
T aumenta en 4K, la curva se reproduce periódicamen
te. La superficie de revolución correspondiente consta 
de infinidad de partes, que pueden superponerse (con-
gruentes) por traslación alrededor del eje. Los paralelos 

Figura 111 máx imos de radio r = R eos a son de retroceso para la 
superficie, porque los puntos T = 2 ;«K {jn entero) son 

cúspides del meridiano. 
Caso I I I . Tipo hiperbólico. E n este caso tenemos 

u dr \ u 
?' = X C 0 S ¿ R ' ^ = RSel l /2R-

E l valor máximo que toma u en el trayecto real de la curva 
u R 

corresponde a sen ^ — = y- y el radio del paralelo oscila entre el 

mínimo X y el máximo )/R2 - |- . Haciendo 

R u dn (T, k) 

expresaremos las coordenadas de un punto móvil 
en la curva, por funciones elípticas del parámetro T 
con las fórmulas 

R ^ R f H I 
r = j d n x , ^ = J T ^ (T) • Figura 112 

La forma de la curva entre T = o y T = 2 K está representada 
por la fig. 112. Cuando T aumenta en 2K, la curva se reproduce 
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periódicaiiiente. Los paralelos máx imos correspondientes á T — 2mK 
(m entero) son de retroceso para la superficie y los mínimos co
rrespondientes á T 1= (2 ra -f- 1) K son geodésicas . 

221 . DEFORMACIÓN DE TODA SUPERFICIE PSEUDOESFÉRICA EN UNA 

DE REVOLUCIÓN. Las tres formas de superficies pseudoesféricas de 

revolución son distintas entre sí, no pudiéndose aplicar una sobre 

otra de especie distinta, pues basta observar que en el tipo para

bólico, los paralelos son de curvatura constante 4, en el tipo elíp-
R 

, , 1 1 
tico, la curvatura geodésica de los paralelos es — y <^ — en el h i -

R R 
perbólico. Pero en vir tud del teorema (pág. 357) toda superficie 
pseudoesféricas de radio R es aplicable sobre cada una de las su
perficies I) , I I ) , I I I ) . Así 

i.0 Por lo expuesto en la pág . 357, si trazamos en una su
perficie pseudoesférica S un sistema de geodésicas que partan de 
un punto en el infinito de la superficie (geodésicas paralelas), 
podremos distender por simple flexión la S sobre la psudoesfera, de 
modo que dichas geodésicas se conviertan en meridianos. 

2.0 E n el caso de las superficies I I del tipo elíptico, podremos 
aplicar la superficie S sobre la I I , de modo que las geodés icas que 
parten de un punto P se distiendan sobre los meridianos. 

Si referimos la S á las geodésicas que parten de P, y á las tra
yectorias ortogonales, tendremos 

, , . [ u «T2 : 
ds- = du^ -|- cp (V) eos ^ — - ( - ^ (v) sen k - d v \ 

E l arco u se medirá, á partir de P, y el pa rámet ro v será el á n 
gulo que una geodésica variable, trazada, desde P, forma con una 
geodésica fija; y tendremos 

© (v) eos // - + 'j/ O) sen ^ - J = 0 , 

¿ (cp:(*0 c o s ¿ | + * (v) s e n / ^ ) ] ^ 1, 
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de donde p {v) = o, <h {v) = R, y por consiguiente 

u 
ds* — dv? + s e n - d v \ 

Pero tenemos, para la superficie pseudoesférica de revolución II) , 

u 
ds- = d i f + X.2 sen - dv^^ 

siendo v{ el ángulo que forma el plano de un meridiano móvil con 
el plano de un meridiano fijo. Para hacer coincidir los dos elemen
tos lineales, deberemos hacer 

A 
v • = — v ^ ^ sen a . . 

Cuando = 2-K, será v = Z-K sen a 2^. Basta pues una parte 
de S próxima á P, para cubrir enteramente una hoja de la super
ficie I I ) . Y la parte de S, más allá del círculo geodésico de radio 

R 
ti = K sector eos h — = sector eos h ^ \sen a 

no tiene correspondiente en la superficie I I ) . La porción de S alre
dedor de P, á la que puede darse la forma de una hoja de la su
perficie II) queda pues limitada por un sector geodésico. 

3 . 0 En el caso, de las superficies I I I ) del tipo hiperbólico, el 
paralelo mínimo, las geodésicas v = const. son ortogonales á una 
geodésica, y podremos aplicar una superficie pseudoesférica cual
quiera S sobre III) de modo que una geodésica arbitraria ^ de S se 
distienda sobre el paralelo mínimo. La parte de S que se aplica efec
tivamente sobre una hoja de I I I ) se reduce á una faja limitada peí
dos geodésicas paralelas á la ^ y equidistantes de la misma, las cua
les, después de la deformación se reducen á los paralelos máximos 
(de retroceso) de la zona. E n el sentido de la geodésica g, la zona 
queda limitada por dos geodésicas ortogonales á g, las cuales se 
reúnen, después de la deformación en un solo meridiano de la zona. 
La longitud y anchura de la zona dependen solamente del radio que 
se quiera dar al paralelo mínimo. 
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E n el caso del tipo hiperbólico, puede considerarse que las 
geodésicas v = const. parten de un punto común imaginario de la 

superficie, porque para — = 2-—, tenemos 
K 2 

u • ^ r = K eos z — = o. 
2 

Los paralelos de esta superficie vienen á ser ahora círculos geo
désicos de centro ideal. E n resumen; Toda superficie pseudoesférica 
puede cambiarse, por simple flexión, en una superficie de revolución, 
de modo que las geodésicas trazadas desde un punto se reduzcan á 
meridianos. La superficie de revohtción obtenida pertenecerá a l tipo 
parabólico, elíptico ó hiperbólico, según que el punto común de las 
geodésicas es real en el infinito, real distancia finita ó imaginario (*). 

2 2 2 . SUPERFICIES APLICABLES Á SÍ MISMAS. TEOREMA. E l 
elemento lineal de toda superficie de curvatura constante admite oo3 
transformaciones en si misma. Este es un nuevo enunciado de la 
propiedad fundamental. 

A d e m á s conviene establecer que subsiste el 
TEOREMA RECÍPROCO. Toda superficie S, que admite una flexión 

continua en si misma, es aplicable sobre una superficie de revolución. 
Si la superficie S es de curvatura constante, el teorema queda 

demostrado por lo expuesto anteriormente. E n caso contrario, du
rante la ñexión continua supuesta, las l íneas L de igual curvatura 
k = const. deberán, por el teorema de Gauss, resbalar sobre sí mis
ma. Y puesto que esta flexión depende de un parámet ro variable, 
con continuidad, lodo punto de una línea, L puede transportarse 
á cualquiera otro de la misma línea, resultando que las líneas L 
son de curvatura geodésica constante. A d e m á s , las líneas g e o d é 
sicamente paralelas á una línea L , durante la flexión considerada, 
resbalan también evidentemente sobre sí mismas. De estas consi
deraciones resulta el teorema enunciado, y subsiste la siguiente 
propiedad: 

Si una stiperficie S tiene tm sistema de lineas L geodésicamente 

(*) Bianchi, Lezioni di Geometría differenziale. 
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paralelas, siendo de curvatura geodésica constante, es aplicable sobre 
una superficie de revolución cuyos paralelos son las deformadas de la 
línea L , pues si se toma el sistema coordenado formado por las lí
neas L = const.) y las geodésicas ortogonales ^ = const.) el 
elemento lineal tomará la forma 

ds* = du- + Qjdv1. 

pero en virtud de la hipótesis, 

— — = M Q g ^ G = a- { u \ de donde == U V , 
pM l u ' ' y 

siendo U función de w y V de v. Si hacemos ¡ N d v — v ^ tendre
mos el elemento lineal 

^ = d t r + U - ^ 2 , . 

de una superficie de revolución. 
Consideremos ahora unos ejemplos de superficies aplicables.' 
Del teorema de Gauss resulta desde luego que los paralelos de 

S se distienden sobre los parálelos de y, por consiguiente, tam
bién los meridianos sobre los meridianos. Naturalmente son exepción 
las superficies de curvatura constante; pero las consideraciones si
guientes son válidas para estas superficies, cuando se agrega la 
condición de que los paralelos de la una se distiendan sobre los 
paralelos de la otra, pues si los elementos lineales de S y de Sj son 
respectivamente 4 

ds* = du* + r*dv, ds \ = du^x + r^^dv^x, 

podremos hacer ^ = u, contando los arcos meridianos desde dos 
paralelos correspondientes. Para transformar uno en otro los dos 
elementos lineales, convendrá hacer Vi = v l (v), determinando esta 
función por la condición 

dvl 

r i ^ ^ 7 == r 

v 
resultando r l = kr, v1 = — [k const. arbit.). 
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Si pues r = v (u) es la ecuación del meridiano de S, las coor
denadas del meridiano de S, es tarán dadas por 

r = k ^ {u), z = \ ] / i — K1 ¿'L {ZÍ) du. 

Por consiguiente: Toda superficie de revolución puede deformar
se de oo1 modos, conservándose superficie de revolución. 

Consideremos más detalladamente el modo de aplicarse de S! 
sobre S. Supongamos 1, y entonces la fórmula v = hvx de
muestra que, cuando la longitud vx efectúa un. giro sobre Sp ha
ciéndose igual á 27:, la longitud v se convierte en 

27 <^ 2/̂ 71 <^ 2 71. 

Luego, aplicando la S i sobre la S, ésta no queda enteramente 
cubierta, faltando una parte (huso), comprendido entre dos meridia
nos, cuyos planos forman un ángulo 271 ( 1 — Para distender S, 
sobre S conviene pues, cortar á la superficie S, á lo largo de un 
meridiano y abrirla, deformándola, de modo que los bordes del corte 
sean sobre S dos meridianos diferentes. Si se observa que la curva
tura geodésica de los paralelos y la curvatura total de la superficie 
no var ían en la deformación, se verá inmediatamente que la curva
tura del meridiano de S excede, en dos puntos correspondientes, 
á la del meridiano de S,. 

A l caso de ser^ ] > 1 corresponde evidentemente la deformación 
inversa de S en S, por la cual, conviene quitar un huso de S, res
tableciendo después la continuidad de la superficie, al reunir por 
deformación en uno solo, dos meridianos del huso suprimido, y 
observando que á un punto del meridiano de S corresponde un 

dr ^ 
punto real del meridiano de S,, hasta que sea k — < . 1, lo que su

cede siempre, ú .k^> 1. Pero cuando k 1, los paralelos á que co-

1 dr 
rresponde el valor — de — , limitan sobre S una zona, que es la por-

k du 
ción de S aplicable efectivamente sobre S,. Después de la deforma
ción, los paralelos extremos de esta zona se reducen á los paralelos 
de retroceso en S^ 

25 
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Ejemplo. Consideremos la deformación de las superficies de 
revolución de curvatura constante. 

a) Para la esfera de radio 1 se puede suponer r = eos u, y las 
coordenadas de los meridianos deformados se hallan dadas por las 
fórmulas 

r = k eos u, sen- u 

Podemos expresarlas por funciones elípticas de un parámet ro T. 
Por esto, si <C 1, haremos eos u = en (T, y tendremos 

r = k c m , z = [ 1 

si ^ ^ > I , cambiaremos /é en —, y haciendo eos u = du (T, k ) , ten

dremos 

r = k 

K>í 

E n el caso de ser < 1, se obtendrá una superficie en forma 
de huso, cuyos meridianos encuentran al eje en un punto (cónico 

para la superficie) según un 
ángulo a = arc sen k. En el 
caso de ser ^ ^> 1, se tiene 
una zona limitada por dos 
paralelos mínimos de re
troceso, según indican las 
figuras. 

La pseudoesfera goza de 
la propiedad singular de que todas sus deformadas coinciden con 
la misma pseudoesfera, como resulta, observando que la curvatura 

geodésica de los paralelos es constantemente igual á ^ E n el caso 
R 

de estrechamiento de los paralelos < 1), el paralelo máx imo (de 
retroceso) se reduce á un paralelo menor, y queda así descubierta 
la zona comprendida entre este paralelo y el máximo. E n la defor-

Figura 113 
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mación inversa, un paralelo menor se convierte en paralelo de re
troceso. Pero, cuando se efectúa esta deformación, debe cortarse 
primero, en la pseudoesfera, la zona comprendida entre este paralelo 
y el paralelo actual de retroceso. 

La deformación de las otras dos clases de superficies pseudoes-
féricas de revolución conduce á una superficie del mismo tipo, va
riando en el cáso de la superficie del tipo elíptico el ángulo del 
vértice (punto cónico), y para el tipo hiperbólico el radio del para
lelo mínimo. 

2 2 3 . HELICOIDES. TEOREMA DE BOUR. Todo helicoide es apli
cable sobre una supei'ficie de revolución. Las hélices se distienden sobre 
los paralelos. 

Es evidente que la superficie de revolución queda cubierta in f i 
nidad de veces por el helicoide, recorriendo cada hélice infinidad de 
veces el paralelo correspondiente. 

Para demostrar el teorema, observaremos que, trazando un plano 
por el eje, se obtiene una sección en el helicoide (perfil meridiano) 
y si se da á esta sección el movimiento helicoidal alrededor del eje, 
que engendra la superficie, la misma sección describirá el helicoide. 
Un helicoide queda determinado por su perfil meridiano y el pa rá 
metro del movimiento helicoidal. 

Tomemos el eje de las z por eje del helicoide, é indiquemos con p 
la distancia de un punto del perfil meridiano al eje. Sea 5 = o- (p) la 
ecuación del perfil meridiano, v el ángulo que ha girado, después 
de un tiempo cualquiera, el plano del perfil meridiano y w la rela
ción de la velocidad de traslación á la de rotación. Las coordenadas 
x,y, z de un punto móvil del helicoide estarán dadas en función 
de p y ^ por las fórmulas 

; f = p eos v, = p sen v, ^ = (P) + 

de las que resulta 

dsl [ i + cp'á (p)] do1 + 2711 cp' (p) do dv + (p2 + m1) dv\ 
Cambiemos las l íneas coordenadas v, haciendo 

/ V ( P ) ¿ P 
V = kv , — m - — — r , (1) 

/ p¿ + v 7 
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siendo k una constante arbitraria, y resultará 

ds* = 1 + do' + k* (p2 - f m2) dv\ . (2) 
L + m A 

Comparando este elemento lineal con 

ds^ = [1 + ir)] dr1 + r1 dv\ ( 3 ) 

de una superficie de revolución cuya curva meridiana es = (>), 
podemos identificar haciendo 

r2 = k* (f2 + m2) 1 

. (dr\* P2f2(=) ( 4 ) 

Según que se dé un helicoide ó una superficie de revolución, se 
eliminará en estas fórmulas de transformación p ó r, y se obtendrá 
con una cuadratura ' f (r) ó ^ (p). 

2 2 4 . APLICACIONES, I.0 Helicoide reglado de área mínima. 
Si el perfil meridiano es una recta perpendicular al eje, el helicoide 
se dice reglado de área mínima. Tendremos en ( 4 ) cp'(p) = 0; y será 

1 + r i r ) = y k'2 {r'2 — nfk'2) 

y tomando k = I , 

/

dr r 
- = m sector eos k — 

y r'2 — ni1 m 

z 
ó sea r = m eos k — . 

m 
La curva meridiana és por tanto una catenaria común, cuya di

rectriz es el eje de revolución. La superficie correspondiente de 
revolución es la catenoide. Las hélices del helicoide de área mínima 
se distienden sobre los paralelos de la catenoide' y las generatrices 
rectilíneas sobre los meridianos. E l eje del helicoide p = o se dis
tiende sobre el círculo de garganta r = m de la catenoide. 

2.0 Supongamos que el perfil meridiano sea una recta i n d i -
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nada respecto al eje un ángulo a. Su ecuación será z — o coi a, y 
haciendo en ( 4 ) -/ (c) = cot a, resul tará 

1 + V'1 i r ) = [* + 

y haciendo k = cot a, tendremos 

V {r) 

(r2 — Pm*) cot 

tg a.r 
fr'¿ — m2 cot" a 

La ecuación del meridiano de la superficie es pues, 

= tg ce |/V2 — m'2 cof2 a, 

o sea 
r2 z' 

m? cot" a 

La superficie de revolución es por tanto un hiperboloide de revo
lución de una hoja. Se ve a d e m á s que el eje p = o del helicoide se 
distiende sobre el círculo de garganta del hiperboloide, y las gene
ratrices del helicoide sobre las generatrices del helicoide sobre las 
generatrices de un sistema del hiperboloide. 

2 2 5 . HELICOIDE PSEUDOESFÉRICO DE DINI. LOS helicoides que 
tienen por perfil meridiano una tractriz y por eje la asíntota, gozan 
de la notable propiedad de ser de curvatura constante negativa. E n 
efecto, si expresamos por R la longitud constante de la tangente á 
la tractriz, tendremos 

i , 

y, por la fórmula (2) de la pág . 272 

R2 + ^2 „ , 
ds*2 = „ — 2 d f - f k2 { f + O dv\ 

P2 + ni1 

Haciendo ahora Figura 114 

de 
|/ R'2 - j - m? sect. sen k _ i _ 

m 
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7 U 
o sea, p == m sen n — , 

resultará ds* — du- + k^vt1 eos ^ r ¿/^i . 
)/R2 -Y ml 

Esta forma del elemento lineal pertenece á la superficie pseu-
doesférica de revolución del tipo hiperbólico, cuyo radio es igual 
á VR'2 + mi. Sobre esta superficie son pues"aplicables los heli-
coides de Dini, de manera que las hélices se distienden sobre los 
paralelos. E n el límite, para m == o, el helicoide se reduce á la 
pseudoesfera. 

Observación. Las líneas de curvatura de un sistema, en estos 
helicoides, son los perfiles meridianos (tractrices), pues los planos 
'de los perfiles meridianos cortan al helicoide según el ángulo cons-

tante a = are eos , . Las líneas de curvatura del segundo 
|/Rá - f m2 

sistema se hallan trazadas sobre esferas, que cortan ortogonal-
mente al helicoide, y tienen sus centros en el eje. 

§ 4 . 0 FÓRMULAS DE MAINARD-CODAZZI 

2 2 6 . TRIEDRO MÓVIL. Sea un punto M de una superficie, y 
construyamos un triedro tr i rectángulo T, cuyo vértice se halle en M 
y tal, que el eje de las z sea la normal en M , de manera que los 
ejes de las x é y se hallarán en el plano tangente á la superficie. 
Estos ejes quedarán determinados si se conoce, para cada posición 
del punto M , el ángulo del eje de las x con una de las líneas coor
denadas, por ejemplo, con la tangente á la curva v = const. Y el 
estudio de las propiedades de la superficie y de las curvas trazadas 
en ella, se deducen del estudio del movimiento del triedro T , como 
puede verse en la obra citada de M . Darboux. 

Los movimientos dependientes de un parámet ro se aplican al 
estudio de las curvas alabeadas, exigiendo la teoría de las superfi
cies sistemas móviles cuyas diferentes posiciones dependen de dos 
parámet ros distintos. 
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Los nueve cosenos que determinan la posición de los ejes 
móviles son funciones áe u y v. Adoptaremos, con M . Darboux, la 
notación (t. I , pág . 47). Sean 

cía 33 
_ = ^ _ T ? , ~ = v / . S ¡ = a ? - p ? ( I ) 

3a 3^ 3Y 
_ = | 3 , i _ t ? i , j j - y A - w . . ^ = á ? , - p A (2) 

dos sistemas de rotaciones, s egún que u 6 v varíen solas, expre
sando p , q, r y p u qu rx las componentes de rotación, a, b, c, a , b', c\ 
a", b", c", los valores iniciales de los nueve cosenos, a, (3, y, a,, , 
y , , sistemas de soluciones de las ecuaciones fundamentales, defi
niendo el eje instantáneo de rotación aná logamente á como se defi
nió el centro ins tantáneo de rotación en el plano. 

Si pues, consideramos una mutac ión del sistema en el que u y v 
son funciones dadas de ^ se tendrá 

da. n dft dy 
~ - l = r P - a R , 1¿- = a Q - ^ 

siendo 

du dv du dv du dv 

de manera que P, Q, R serán las rotaciones relativas al movimiento 
considerado. Las ecuaciones de las proyecciones sobre los ejes 
móviles del camino ó arco infinitamente pequeño descrito, en este 
movimiento, por un punto cuyas coordenadas relativas á estos ejes 
son x , y , z, serán (t. I , pág . 48) 

d x - |- [qdu -f- qx dv) z —• {rdu + rx dv) y , \ 

dy -f- [ rdu -\-1 Kdv) x — {pdu - j - p i dv) z, (3) 
dz + {pdu + p i d v ) y — {qdtt -\- qx dv) y . ) 

Nos limitaremos á enunciar el siguiente resultado (t. I I , p. 348); 
A todo sistema de valores de las cantidades p, . que satis-



376 LIBRO 3.° CAPÍTULO It 

facen á las ecuaciones 

qrx 

— = rp, — pr>, 
bv l u r { t 1 

3; 
bv 

M 
2V bu 

r.r, 

I r • 

I r 
bv 

(A) 

( A ^ r son los cosenos relativos á la variación de z¿ sola y / , , ^ r, 
los relativos á la variación de v, E, r,, ^ ^ ^ componentes de 
las. velocidades) corresponde un movimiento perfectamente determi-
do, y por consiguiente, tma sola superficie. 

Esto supuesto, si la superficie se deforma, arrastrando al trie
dro T , las traslaciones \, TJ, \X, T), permanecen invariables y las rota
ciones t, r0 en virtud de las ecuaciones cuarta y quinta de las 
fórmulas (A) . 

Cuando u varia sola, el origen del triedro describe, en el plano 
tangente, el arco Adu, que forma el ángulo m con el eje de las x. 
Se tendrá pues (t. I I , pág . 362) 

^ — A eos m, >] = A sen m\ ^ = C eos n, = C sen n, 

y el sistema (A) se reduce á 

bv 

r, = 

bu 

br 
bu 

bn 
bm 

bm 
'.Hv 

= gri — rq. 
bq 
bv 

bq{ 
— = rp, 
bu ry 

/ bA 
C sen a \ b v 

bC 

bC 
bu 

bA 
bv 

eos a 

eos a 

(A') 

A sen oL\bu 

A {px sen m — qx eos m) = C {p sen n — q eos n) \ 

E n el caso de ser rectangulares las coordenadas curvilíneas, las 
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fórmulas generales se simplifican. Entonces se puede hacer coinci
dir el eje de las x del triedro T con la tangente al arco Kdu, es 
decir, con la tangente á la curva v = const, lo que dará 

TT TU 
n — —, m = o, a = — . 

2 2 

Las fórmulas (A' ) se simplifican tomando la forma 

A ^ + C / = o, = 

r = _ — — — — — = r / . — / r , , / ( A ) 
C w i v i u r i v .1' ' 

i 2)C 3r 3^ 

expresiones que coinciden, prescindiendo de la notación, con las 
dadas por Codazzi. (*) 

Sin entrar en detalles ex t raños á esta obra, que pueden verse en 
la obra de M . Darboux, ni presentar la serie de fórmulas expuestas 
en el tomo V I I I del Traité d'Analyse de M . Laurent, daremos las 
siguientes: 

2 2 7 . NOCIONES GENERALES. Sabemos que si se dan las seis 
funciones E, F, G, D, D', D", la superficie queda determinada por 
sus coordenadas paramétr icas . Las ecuaciones de las líneas de cur
vatura y de los radios principales de curvatura quedan determina
dos en función áe u y v\ y si referimos la superficie á sus líneas 
de curvatura, el elemento lineal esférico de Gauss queda rá deter
minado y, por consiguiente, la imagen esférica de las l íneas de 
curvatura. Las fórmulas 

x 

du - f - r. — dv ) , 
1 1 2w / ' 

3Z 
s = í \ n 

(*) Darboux. Leqons sur la théorie general des szirfaces, t I I , p. 369. 
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determinan la superficie, prescindiendo de los movimientos en 
el espacio. 

Pero las seis funciones E, F, G, D, D', D" no son indepen
dientes entre sí, hal lándose ligadas por tres ecuaciones de condi
ción obtenidas por Mainard en 1856 y también por Codazzi (1859). 
Una de ellas, que contiene á D, D ' y D" en términos finitos, está 
dada por la fórmula de Gauss 

D D " — D'"2 
k = 

E G 

Para obtener las otras dos, que contienen las derivadas prime
ras de D, D ' D", diferenciaremos las expresiones de D, D', D" y 
obtendremos 

= y,a -[_ i ; ) 

= — r - + ? 
2iU ÚU-'bV ~bubV ' 

SD' l a 
- i - S — 

ÍD" _ l a I H 
l u a lulv'1 ^ l u Iv1 

Restemos enseguida la segunda de la primera y la tercera de la 
cuarta, y resul tará 

— - - = ? ' D ' + ( / - ? " ) D ' - / ' D , (2) 

siendo p, q, etc., las cantidades definidas en la pág . 240. Estas son 
las dos fórmulas de Mainard. 

La ecuación de Gauss se reduce, en vir tud de {a) pág. 281, á 
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DD" — D'- 1 / 3 / ^ 

( 3 ) 

E G — F \ 

- ( — — + ¿'V — / ' V 

+ <í 'p '-q 'Ptt + PnP-P '*) 
i / ? / ^ 
G \ 3^ ^ 

2 2 8 . TEOREMA DE BONNET. ¿TW superficie está completa
mente determinada por su posición en el espacio y SIL I epresentación 
en tm plano, cuando sus seis elementos fundamentales se hallan de
terminados de modo que satisfacen á las ecuaciones ( i ) , (2) y ( 3 ) . 

Sean F y F, dos superficies con los mismos elementos funda
mentales E, F, G, desarrollables la una en la otra, y representadas 
por consiguiente mediante la representación conforme, ya en el 
mismo sentido ó en sentido inverso. E n el últ imo caso, tenemos la 
imagen F ^ en un plano (X, Y) de F.,. Los seis elementos funda
mentales serán los mismos para F ^ que para F, y será aplicable á 
ésta, de manera que la representación conforme se efectúe en el 
mismo sentido, F y F ' , se pueden superponer, pues si P y son 
puntos correspondientes, las secciones normales en dichos puntos 
tienen igual curvatura, ó coinciden sus paraboloides osculadores. Si 
trazamos, en las dos superficies, redes de Curvas paramétr icas , en 
cada punto concurr i rán cuatro para le lógramos infinitamente peque
ños. Coloquemos uno de los correspondientes á P en P',, entonces 
los otros tres pares coincidirán respectivamente, por la coincidencia 
de los dos paraboloides, sin deformarse las superficies. Por consi
guiente, uno de los para le lógramos coincide con su correspondien
te, sin deformarse la superficie. Las dos superficies F y F ' , coinci
den por consiguiente. 

Aplicación. 1.a Sean las curvas lineas mín imas . Tendremos 

E = G = o, ds*- = 2Fdudv 



380 LIBRO 3.° CAPÍTULO t i 

2D' DD" — D"2 1 32 log F 

1 3 / D ' \ 1 3D" 3 / D ' \ 

D ^ ^ - ^ ^ V F / ' ^ ^ r = ^ l o g l F j - ^ 

2.0 . Sean las curvas líneas de curvatura. Tendremos 

F = D' = o, ds% = Edu* + Gdv'2 

I D I D" M I â r 3^ I S.*" 

y aná logamente para d y c, y y 2. 
Las ecuaciones de Mainard conducen á 

SD 1 / D D " \ 3E aD" 1 / D D " ^ sG 

La ecuación de Gauss conduce á 

3.a Consideremos el caso de las superficies de curvatura cons

tante — — \ - — — h = = const. Tendremos 

aD 3E 3D" _ ^ 3G 
3^ 2 3 ^ ' 3^ 2 ' 

D ^ U D" £ V 
é integrando, E" ̂  2 + ^ ' "Q" = 2 + "G' ^ 

ecuaciones en las que U y V son funciones solo de ^ y de ^ res-
U , V 

pectivamente. Sumando, tendremos — -f- — = o. 
E G 

Si X es el factor de proporcionalidad, será 

( 4 ) E = XU, G = — X V y ¿ y 2 = . X ( U ^ 2 — V ^ 2 ) ; 

y tomando / V V du, /V~D dv, como nuevos parámetros , el elemen-
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to lineal tendrá la forma 

ds* = X {du1' - f dv*). 

2 2 9 . TEOREMA. E n las superficies de curvatura media cons
tante las lineas de curvatura son isotermas. 

Por la elección del parámetro es E = G = y en vir tud de (4) 
U == I , V = — i ; y aplicando ( 3 ) , será 

E = A, F = o, G = X, 

D = T + i , D ' ^ o , D - = — - 1 . (5) 

Sustituyendo en (¿z), pág. 3 8 0 , tendremos 

c)'2 log \ 32 log X 2 Ji2 X 
-hu1 + -hv1 = X V ^ 

Consideremos ahora el caso de las superficies de curvatura 
constante negativa, tomando las líneas asintóticas por curvas para-
métricas y haciendo por sencillez k — — 1. Tendremos D — D" = o, 
D' = A. Y de las ecuaciones (1) y (2) resulta 

M o g A • 1 log A „ 
= P — q > —P-

De ello, así como de las fórmulas (pág. 240) 

, 3 log A 3 log A 

resulta p ' = q' = o, y de éstas y de las anteriores (pág. 240) 
m' ~ n ' = o y 

3E 3G 
Jv = = 0 y ^ ; 

y E y G son funciones, de u la primera, de v la segunda. 
Elijamos convenientemente el parámet ro para que seaE = G = i ; 

expresemos por 2 OJ el ángulo que forman entre sí las líneas asin
tóticas, y tendremos F eos w, A = sen 2w; y por consiguiente 

E = i , F = cos2(o, G = 1, A = sen2co, D = o, D ' = sen 2w, D"==o. 
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La ecuación de Gauss da 

sen 200. 

§ 5-° SISTEMAS^ TRIPLEMENTE ORTOGONALES 

2 3 0 . CONDICIONES DE ORTOGONALIDAD. Podemos expresar 
analít icamente las coordenadas x , y , z de un punto del espacio 
como funciones de tres parámetros u, v, w mediante las ecuaciones 

X == f { i i , v, w), 7 = cp ^ , v, w), z = < \ {11, v, w). (1) 

Si w es constante y zt, v variables, las ecuaciones (1) represen
tan una superficie, y análogamente diremos respecto k u y k v . Las 
ecuaciones (1) representan, por tanto, tres sistemas de superficies. 
Si por ejemplo damos á ^ y ^ los valores u0 y ^ las ecuaciones (1) 
representarán la línea, intersección de las superficies 74 = u0, w = w ( ¡ . 

U n punto quedará determinado por las tres superficies ̂ =cons t . , 
v = const., w = const., y tendremos tres líneas que pasan por dicho 
punto, intersecciones de las superficies, tomadas dos á dos. Y para 
que estas sean ortogonales es necesario y suficiente que las tres 
tangentes cuyos coeficientes directores son respectivamente 

c),r ^ 2s c),r 7)z ctr Tyy 'hz 
'bu 2»%' l u ' bv' civ' ' bw' Sw' bw ' 

satisfagan á las relaciones 

clr \ v bx clr cix 
^ bv 0' bv Stü' ^ 'bu 0* ^ 

231 . C ANTIDADES FUNDAMENTALES. Designemos COU el índice 
u, v ó iv las cantidades correspondientes á cada una de las super
ficies. Vamos á establecer que las cantidades fundamentales E, F, G, 
D, D ' D' ' se pueden expresar por medio de las tres siguientes y sus 
derivadas; 

2 ', A-jva 
H2, = S 

/ b x V / •bx\ i í bv Y 
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La expresión del elemento lineal para los dos puntos («, v, zv), 
{u + du, v'-\- dv, w -f- dw) es 

ds* = 2 : du + — dv + ~— dw ) . 
dz; / 

Y ppr las ecuaciones (2) y (3) resulta: 

ds2 = H2! du* + H'̂ dv'2 + H'-3^w-. . (4) 

Haciendo AM = j / ' E w G a — F-M = H-jHg, tendremos 

E M = H 2 2 , FM = o, G M = H'23, ^u = l i iH3, 1 

EV.= H%, Fv = o, Gv = H2!, A ^ - ^ H . H . , , ! (5) 

E w = H'2,, Fw = o, G w = H22, Aw — H , H.̂  

Derivando las ecuaciones (2) resul tará 

ctr c)2,r 3,1; c)2̂ -
V j - , £ = O 

E + E — = o 
bV l l V ^ U l l V IV'bU 

+ 2 

La semisuma de estas ecuaciones conduce á 

Diferenciando la segunda y tercera (3) respecto u, y en vir tud 
de (2), será 

^ 7>x tfx ^ 3,r 3'2,r 3H2 

• S.r í)2,r ^ bx V-x SH3 

Para los cosenos directores ¿3;M, bu, cu de las superficies norma-



3 8 4 LIBRO 3 . ° CAPÍTULO II 

les á la superficie u — const., se tiene 

i x 'hy Iz 

y aná logamente para v = const., iv = const. 
De las ecuaciones ( 3 ) resulta 

I } )X 1 l líZ 

' ^ ^ H ; ^ ' d v = H ¡ ' ^ ' ^ ^ w ^ ' 
I cLf ' 1 1 'bz 

2 3 2 . TEOREMA DE DUPIN. Las superficies de tm sistema t r i 
plemente ortogonal se cortan según lineas de curvatura. 

Supongamos que para la superficie u — const. sean v y w los 
parámetros , se obtendrán para las cantidades fundamentales de se
gundo orden 

tfx 1 I x V x H2 3H.2 

t fx I I x l ' X 

D'' = S 
tfx 1 l \ v H , SHc \1 

Por susti tución circular, tendremos: 

H2 m.2 , II H3 m 3 
— r , D u = o, D u — — , 

H , 3 H , H , 3H, 
n — i 5 n ' — o D" = • - — -

H, SH, , „ H2 SH, 
•Dw = - , D w == o, D w = 7; r~7 • 

H3 c)if; H3 dw 
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Y puesto que para la superficie u = const., se verifica que 
F M = o, D'M = o, los pa rámet ros v y iv serán líneas de curvatura, 
y lo mismo sucede para v = const. y para w = const., resulta de
mostrado el teorema. -

2 3 3 . APLICACIÓN DE LAS FÓRMULAS DE MAINARD CODAZZI. Para 
los radios de curvatura principales de la superficie u = const., que 
designaremos por Ruv, Ruw, se obtiene 

1 I 2)H3 I 1 3H, 
Ruv H, H3 7>u ' Rulü HA H.2 l u ' 

por lo que RMl, es un radio de curvatura de la línea de curvatura 
v = const. y RMW, para la línea de curvatura iv = const. Obtenién
dose las cantidades aná logas por permutac ión circular. 

Apliquemos las ecuaciones de Mainard á las superficies 

u — const., v = const., w = const. 

Las seis ecuaciones se reducen á 

S2H, 1 SH2 3H, 1 SH. 3H, 
+ 'bv'dw H2 H3 Iw 

32H2 1 m 3 SH.2 1 3H, 
c)ty H3 ?>u 'hw H1 c)?̂  

^ H g 1 3H, 3H3 1 3H2 3H3 
S^S^ H , 'hu H2 3^ 3^ 

que son las ecuaciones de L a m é . 
Las ecuaciones de Gauss, para las superficies del sistema or

togonal son: 

/ j _ ¿ H A , _ ^ / I ¿ H A 1 3H2 3H3 
\ H 2 I w ) + 3^ VH¡ "^(7/ I m ~lm ^ 0' 

{ ± l ^ i \ , ^ ^ . J L ^ _ n ( ^ 

VH3 3?/' / ^ ^ 3W / ^ H-22 ^ ^ ~ ' ( W 

/ 1 2>HA 3 V 1 ^ H A I 3H, 3H2 

26 
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Para integrar las ecuaciones (r) y (2), considerando las fór
mulas de la pág. 297, tendremos 

lau 1 3H, 1 
ttv — TT ~—1 a 

L2 uu n3 
1 í H , 3 ^ 1 SH, ^ M 1 3H2 

^av 1 SH2 1 SH2 

^ = " í ^ l ^ " ^ ~ i ; > * 

la.M 1 3H.2 3 ^ 1 sH3 

I 3<«W I SHg I C)H3 

y análogamente será para bu, bv, bw, cux cV) cw. / 
Este sistema es integrable, porque en vir tud de (1) y (2), quedan 

satisfechas las condiciones de integrabilidad. 
Si au, av, aw son integrales de (3)v,se tendrá en vir tud de las 

expresiones de au, av, (pág. 3 8 4 ) 

j{auYiydu - \- av¥í.2dv - j - awli3dw)\ 

y se obtienen aná logamente y , z como funciones de u, v y w y, 
por consiguiente, el sistema triple ortogonal m á s general. 



L I B R O C U A R T O 

S1STEAAS GEO/nETRICOS 

C A P Í T U L O I 

§ i.0 PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE LA GEOMETRÍA REGLADA 

2 3 4 . DEFINICIONES. Se puede, en una figura geométr ica , 
considerar tan solamente los puntos que la componen. Transfor
mándola homográf icamente , se obtendrá una figura análoga, defi
nida inmediatamente por medio de sus puntos. Esto se expresa 
diciendo que la transformada homográjica de una figura pun tua l es 
otra figura punUial, 

Si, por el contrario, adop tásemos el plano como elemento gene
rador de una figura, ésta sería una figura planaria, y su transfor
mada homográjica sería otra figura planaria . Se resumen estas dos 
observaciones diciendo que: E l espacio pun tua l y el espacio planario 
se transforman respectivamente en espacios DEL MISMO NOMBRE, por 
toda t ransformación homográjica. 

Efectuemos ahora una transformación dualítica: por ejemplo, 
una transformación por polares recíprocas . Entonces, toda figura 
puntual se cambia en una figura planaria y toda figura planaria en 
una figura puntual. 

(*) La idea de considerar á la recta como elemento generador se debe á P lücker 
(Systems der Geomeírie des Eaumes). 
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Resumiremos esta doble observación diciendo que: E l espacio 
puntual y el espacio planario se transforman respectivamente en es
pacios de NOMBRE CONTRARIO, por toda t ransformación dttalitica. 

Para obtener ahora un modo de definición de las figuras, que 
permanezca invariable por una y otra transformación, considera
remos en una figura, no ya los puntos que la componen ni los pla
nos que la engendran, sino las rectas que entran en su construcción, 
y llegaremos á un nuevo modo de definición que caracterizaremos 
diciendo que la figma es reglada. 

La ventaja de este modo de definición resulta, observando que 
una recta tiene por transformada una recta, bien por dualidad, bien 
por komografía, lo que podemos expresar mejor diciendo: que el 
ESPACIO REGLADO se transforma en un espacio de igua l nombre, 
YA POR KOMOGRAFÍA YA POR DUALIDAD. 

La teoría de las figuras regladas expresa la gran evolución 
inaugurada por Poncelet, Gergonne y Chasles. 

Una recta tiene una doble generación: es-el lugar de un punto 
ó el lugar de un plano, que gira alrededor de ella. Plücker llama 
rayo á la recta considerada como lugar de puntos, y eje á la recta 
considerada como lugar de planos. 

2 3 5 . C OORDENADAS. Consideremos un espacio puntual, re
ferido á coordenadas homogéneas . Sean xx, x.2, x3, x i las coorde
nadas de un punto x y 

l i x 1 + £2x2 -f- Z3x3 + t4x4 — o (1) 

la ecuación de un plano. Las cantidades í,, l2, |3, ^ serán las coor
denadas homogéneas de este plano, y la ecuación (1) expresa que 
el punto ^ y el plano ; se hallan unidos, es decir, que el punto está 
en el plano. 

Tomemos dos planos ?, t\. Estos planos se cortan según una 
recta D; y se hace 

*Pik = l - i ^ ~ \ . _ • (2) 

siendo p un coeficiente de proporcionalidad, las ecuaciones de los 
planos trazados por la recta D y por los vértices del tetraedro de 
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referencia serán, en coordenadas generales X ; , 

Ai + Aa x2 + + A4 X4 

Ai ^ + A a X2+A3 X3 + 
Si se desarrolla el determinante nulo 

3 ^ 9 

( 3 ) 

A = 
"la 'Os 
É £ 

'1i '1á "1; 
4̂ 

7l4 
se obtiene 

A + 2 ( A 2 A . + A 3 A 2 + A 4 A 3 ) = o. (4) 

Tomemos, recíprocamente, seis cantidades As* As'A/,'A P Aa'As' 
ligadas por la ecuación ( 4 ) , y formemos las ecuaciones ( 3 ) , convi
niendo en que pki = —pik) obtendremos que los cuatro planos ( 3 ) , 
en virtud de ( 4 ) , se cortan según una misma recta D. Y se verifica 
todavía, que si se hacen pasar por esta recta dos planos \, ru el b i 
nomio iXi'̂ u — 7]¿i¿) es proporcional á pik\ luego, las seis cantidades 
A2' As' A4' A4' Aa' A s ' ligadas por la ecuación 

A 2 A 4 + A 3 A 2 + A 4 A 3 = 0' (5) 

definen completamente una recta por medio de las ecuaciones ( 3 ) , 
sobreentendiéndose que/¿ft = —phi. 

Para establecer el carácter de dualidad, consideraremos la defi
nición correlativa. 

Tomemos dos puntos x , y en la recta. Todo punto de esta 
recta estará representado por las coordenadas 

zi = lxi + ^ ' 
siendo / y m dos pa rámet ros . Para obtener la traza de la recta sobre 
el plano ^a = o, hagamos 

^ = ^ — ( 6 ) 
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siendo un factor de proporcionalidad, y obtendremos que la recta 
corta al plano ^a = o en un punto CLtyas coordenadas son , í,a2) 
^ 3 , ^a4 (siendo ^aa = o) ; y se tendrán los cuatro puntos 

(O, ?12, ql3, ?,,), (?21, O, ^4) , {qsv q3v O, ^34), (?41, qAV qi3, o). ( 7 ) 

Desarrollando el determinante nulo, análogo á A 

,1̂  2̂ ^ 

1̂ 2̂ 3̂ 4̂ 
^ x2 Xz 

yx y-i 
se verifica que es nula la expresión: 

q^ í 3 4 + Pía 4*2 + 2ÍA 2™ = 0- (8) 
Recíprocamente: Si tomamos las seis cantidades qiv ql3, qu, q3V 

qw q^, ligadas por la ecuación ( 8 ) , se puede ver que, en virtud de 
la condición ( 8 ) , los cuatro puntos ( 7 ) (suponiendo qki = — ^ ) es
tán en línea recta. 

Los dos sistemas de coordenadas p y q son idénticos. 
E n efecto, si partimos de la recta D , representada por las ecua

ciones (3), y expresamos que contiene á los puntos x , y , tendremos 

A a 1̂ + A s *3 + A 4 4̂ = 0. Aá^a + As-^3 + PUPA = 0' 
de lo que resulta 

A 2 = ^.3 _ Pu 
x3 yA — x , y.á x^ — x.̂  j / 4 ^ 2 j / 3 — ̂ 3 j>/2' 

, . A i ! A 3 A 4 . 
es decir, — = — = — ; 

3̂4 4̂2 2̂3 
y tendremos aná logamente 

P¿ xx + + A4 'r4 = o, yx +/23 ^3 - f A24 4̂ = o, (9) 

de donde 

A i A s AÍ 
- ^ S 4̂ — J ^ S 4̂ '^i Js — -̂ 3 
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es decir, ' A * = A * _ 
234 9i3 

De la tercera de las ecuaciones (3) se deduciría igualmente que estas 

relaciones iguales, son a d e m á s iguales á — , obteniéndose definiti-

vamente 

^ = ^ ^ = h ± = = h i ( l o ) 

Zsi ^2 -̂23 A 2 A s " 

Comparando las fórmulas (2) y (6) y alterando un poco los 
coeficientes de proporcionalidad, escribiremos 

- p V - V h y = ^ (^3 4̂ — J'a ^4) 

riS — ? (ll — '1l 3̂) — ^ ( ^ 4 ^2 — ^ 4 -̂ á) 
1̂4 = P 'fii — "1l y = 5 «/o — y-2 ^3) 

^34 = P (?3 "14 — YÍ3 y = a y-2 — y^ ^2) 

4̂2 = P (?4 "12 — '14 ^) = ^ (̂ 1 -̂2 — ̂ 1 ^3) 

2̂3 = P (̂ 2 'I3 — "la y = ^ (̂ 'i 4̂ — ̂ 1 •̂ 4)-

Expuestos estos desarrollos preliminares, podemos adoptar 
estas cantidades rih susceptibles de un doble significado, por coor
denadas de la recta, las cuales verifican la relación 

ce (r) = 2 (r , , r3i + ru r42 + r14 ri3) = o. (*) 

§ 2.0 CASOS DE LOS SISTEMAS DE RECTAS 

2 3 6 . DEFINICIONES. - Una relación entre las coordenadas de 
rectas, representa una infinidad triple de rectas en el espacio, que 
se suele llamar un complejo de rectas, dos relaciones representan 
una infinidad doble ó una congruencia de rectas, tres relaciones 
entre las coordenadas representan una superficie reglada y cuatro 
de estas relaciones representan, en general, un número finito de 
rectas en el espacio. 

(*) Véase G. Koenigs. L a Géomélrie réglée et ses applicatíons. 
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• n. , 
(I) 

Ó bien, sean las ecuaciones 

X — a Y — ax Z — #2 
b bK b. 

Si los coeficientes a, b dependen de un solo parámetro a, dichas 
ecuaciones forman una superficie reglada. 

Si hay dos parámetros a y (3, se tendrá una congruencia de rec
tas. Por cada punto (.r, y , z) del espacio pasarán una ó varias rec
tas de la congruencia, correspondientes á los sistemas de valores 
de a y (3, que satisfacen á las ecuaciones 

x — a y — z — a., . 
= == • -2 , (2) 

b b\ ^ 
Si hay tres parámetros a, ¡3, y se tendrá un complejo de rectas. 

Por cada punto (-r, y , z) pasará una infinidad de rectas del com
plejo, que formará un cono, cuya ecuación se obtendrá eliminando 
a, [3, y entre las ecuaciones ( i ) y (2). 

Por último, si hubiese más de tres parámetros , el sistema con
tendría todas las rectas posibles, porque podrían determinarse los 
parámetros , de modo que pasase la recta por dos puntos arbi
trarios { x , y , z), { x 0 y v lo que solo daría cuatro ecuaciones de 
condición. 

2 3 7 . DETERMINACIONES. Sean las ecuaciones de la recta D 

X = a -\- bt, Y == 1̂ -f- bst, Z = â  - f b,2t, 

y las de la recta infinitamente próxima 

X = a - j - da + {b -\- db) t, Y = a, ^ dai ~{- b -\- dbx) t, 

Z = a . ¿ d 0 ¿ (b db<¡) t, 

l imitándonos á aproximaciones de primer orden, y escribiendo por 
consiguiente, da, db, . . . . en vez de Aa;, — La posición relativa 
de estas dos rectas depende de cuatro elementos: 

1.0 E l ángulo 's¡ que forman, cuya expresión ya dada, es 

T ^ + V + ^2 ' 

habiendo hecho, por abreviar A = b^db^ — b^db^, etc. 
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2.° Su distancia m á s corta 

393 

L 
con L = 

da 

da. 

db 

db. 
± l / A 2 + A V H - A 2 2 

da^ b^ db* 

3.0 La posición del punto en el que dicha menor distancia 
encuentra á D. E l valor T de la variable t que corresponde á este 
punto está dada por 

N 

siendo N 

T + A2, + K \ 

A b + db da 

A, bx - j - dbx dax 

Aá b%-\- db.¿ da,2 

A b da 

A., ¿i dav 

A. da. 

4 . 0 La dirección de esta distancia m á s corta, que puede obte
nerse, ya por el ángulo <l que forma con un plano cuya posición 
se conozca, trazado por D, ya de una manera m á s simétrica, por 
sus cosenos directores X, \ , X2. Y por ser D perpendicular á , 
se tendrá 

b l + M . + M-2 = 0, (6 + db) l + (6, + db,) \ + (&a + rf6á) x2 = o, 

deduciéndose de estas ecuaciones 

Ag 

A 

A 

se tendrá 

X. 

A 
y por ser X* + X2, + X22 = 1, 

l /A^ + A ^ + A 2 , ' 

A . . A . 

]/ A * - \ - A \ + A'\ 
Xa = 

I/A^ + A V + A 2 / 

Se ve que T , X,, "A.2 son cantidades finitas; o y cp son de primer 
orden, pero su relación 

L { b * + b \ + b \ ) 
P — - Aa + A \ + A5 
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es una cantidad finita, e\ pardmeíro de distribución. Para determinar 
las relaciones que existen entre los elementos T, X, A, , X2 y p, distin
guiremos tres casos, según el número de los parámetros variables: 
Superficies regladas, congruencias y complejos. 

§3.° COMPLEJOS DE RECTAS 

2 3 8 . DEFINICIÓN. Según lo que hemos visto, dada una recta 

x = az -\- a, y — bz + S, 

definida por cuatro parámetros , se puede sustituir á estos otros 
seis parámetros , coordenadas de la recta, siempre que se conside
ren tan solo sus relaciones, y que se hallen ligados entre sí por 
una relación. 

Sean x , y , z y x , y \ z las coordenadas de dos puntos de la 
recta. Las seis coordenadas son 

x — x \ y ' — y \ z — z\ yz ' — zy\ zx — xz , xy — y x \ . 

ligadas entre sí por la relación idéntica 

[x — x ' ) {yz ' — zy') + ( j / — / ) {zx ' — xz ' ) + = o. 

Independientemente de estas seis coordenadas, se puede consi
derar seis coordenadas tangenciales. Sean Ü, -/], y f( , las 
coordenadas tangenciales de dos planos que pasan por la recta. 

ü - r , ^ - V , W — t f 

serán las coordenadas tangenciales de la recta. Esto sentado, sea 

F — x ' , y — / , z — z , y z ' — z y ' , zx ' — xz ' , . . . . ) = o ( i ) 

una ecuación de grado m entre las coordenadas de una recta. Las 
ecuaciones de esta recta contendrán tres parámet ros variables y 
definirán una infinidad de rectas que forman lo que se llama un 
complejo, ( i ) es la ecuación cartesiana de un complejo. U n com
plejo es de orden m, cuando su ecuación es de orden m. 
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2 3 9 . AGRUPACIÓN DE LAS RECTAS. Para pasar de la ecuación 
cartesiana á la ecuación tangencial, observaremos que se tiene 

porque los planos que pasan por la recta que une (,r, y , z) con 
i x ' y ' z') contiene á estos puntos. 

De estas ecuaciones se deduce 

o - + ( 7 - / ) v i + ( ¿ - ^ ) ^ = o , 

• [ x - x ' ) V + { y - y ' ) V + - * ' ) ^ = o; 

Iueg0 7 Y > — = n ' \ > = E> ' (2) 
t c/ . / y* y*/ 

e igualmente —; ; == —' — = —¡ ;. ( 3 ) 

y z — zy zx ' — zx xy — xy 

Pero, si entre las fórmulas (A) se eliminan x y x \ tendremos 

y ( 7 ^ - U ) + w - X Q ) = r - Ü , 

Obtenemos, eliminando por ejemplo, X£ — c '̂, 

W - i y z ' - zy ' ) = (r - \) (2' - s) 

— cv¡ ? — ; 
O = —R ;. 

z — z yz — zy 

x — x ' y — y z — z' yz ' — zy' zx — x z 

La ecuación (1), reducida á coordenadas tangenciales, será pues 

U ' - r t f , l ' - l , . . . ) = o, ( i , b i s ) 

permaneciendo invariable su grado. 
Si se suponen en (1) x ' y ' z' constantes, representará un cono 

de grado m, cuyo vértice es { x \ y , z ' ) , porque es h o m o g é n e a en 
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x — x \ y — y , z — ya que 

yz ' — zy' = { y — y ' ) z — (z — z') y ' . 

Y si en (1, dis) se suponen constantes l ' , 7]', esta ecuación 
representará una envolvente de rectas situadas en un mismo plano, 
ó mejor una curva de ^/sima clase. 

Así pues, las rectas de un complejo pueden agruparse de dos 
maneras: 1.0, de modo que den conos de grado m tales, que cada 
uno de los puntos del espacio sea vértice de uno de estos conos. 
2.0, dando rectas, envolventes de curvas planas de ms[ina clase tales, 
que cada plano del espacio contenga una de estas curvas. 

2 4 0 . CONGRUENCIAS Ó HACES. Las rectas comunes á dos 
complejos forman lo que se llama un haz ó una congruencia. Un 
haz queda rá pues representado por dos ecuaciones tales, que cada 
de ellas represente un complejo. El grado ó clase de un haz es el 
producto de los grados de las ecuaciones de los complejos en que 
se halla contenido, pues si QM = o y ÜFT = o son las ecuaciones 
de dos complejos de grados m y por el punto ( V , y \ z ) pasan 
dos conos de grados m y que se cortan según p = mn rectas 
pertenecientes al haz, las cuales son las solas rectas de éste, que 
pasan por { x \ y \ z ') . Así, las rectas de un haz pueden distribuirse: 

1.0 E n grupos de un número p finito de rectas que pasan poi
cada punto del espacio. 

2.0 E n grupos de p rectas situadas en cada plano del espacio. 
2 4 1 . COMPLEJOS DE PRIMER GRADO. Las ecuaciones de un 

complejo de primer grado son 

A { x — x ' ) + B (jj/ — y ' ) - f C {z — z') 

+ D [yz ' — zy') + E {zx' — xz ' ) + F [xy' — y x ' ) = o (1) 

A m - W ) + B ( £ ' - - f - m 

+ D - ^) + E - ti) + F - Q = o. (1 , bis) 

E l cono de las rectas que pasan por cada punto del espacio es 
un plano, y la curva á la cual son tangentes las rectas que pasan 
por un mismo plano, se reduce á un punto. E n un complejo de 
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primer grado, cada punto del espacio corresponde á cierto plano y 
viceversa. Este punto y plano se llaman conjugados. 

Si consideramos dos puntos a y b y sus planos correspondien
tes, estos planos se cortarán según una recta A B . Pero aK y 
son rectas del complejo, así como M y ^B; luego el plano aKb co
rresponde al punto A y el plano d&b al punto B. Estos planos se 
cortan según la recta ab. Así pues, á una recta ab corresponde 
otra AB; las dos se llaman conjugadas. 

Toda recta que encuentra á dos rectas conjugadas, pertenece al 
complejo, pues por esta recta y una de las conjugadas A se puede 
hacer pasar un plano, que será el plano conjugado del punto en 
que la recta encuentra á la conjugada de A, perteneciendo todas 
las rectas de este plano al complejo. 

2 4 2 . DIÁMETROS Y EJES DE UN COMPLEJO DE PRIMER GRADO. 
Se llama diámetro de un complejo de primer grado al lugar de los 
puntos conjugados de una serie de planos paralelos. Si en la 
ecuación 

A ' — . * ' ) + B 0 / — / } + . . . . . - f D {yz ' — z y ' ) + = 0 

del complejo se suponen valores determinados á x \ / , z\ esta ecua
ción será la del plano conjugado; sus coeficientes directores son 

A - Es ' + F / , B — Y x ' -f- D / , C _ D y + E ^ ' ; 

y si se igualan sus relaciones á constantes, se ve que el punto x \ 
/ , z\ describirá una recta. Así los diámetros son rectas, las conju
gadas de los diámetros se hallan en el infinito y en la intersección 
de los planos conjugados de sus diversos puntos. Vemos pues, que 
todos los diámetros son paralelos 

Las ecuaciones de un diámetro son 

A - E¿r' + p y = B — p y + D^' _ C - D y + E,r' 
a b — ~c 

de la que se deduce, suprimiendo los términos constantes, 

'jL _ y ' z' 
D ~ 1 " = "F • 
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D, E, F, son los coeficientes directores de todos los diámetros. 
Para que un plano sea perpendicular á un diámetro conjugado, 

es necesario que 

A — Es + F / B — F / + D-g' _ C — D / + Kx ' 
D == " E • F 

que son las ecuaciones del eje. 
Tomemos el eje del complejo por eje de las las ecuaciones 

precedentes quedarán satisfechas para x == o, y = o; luego E = o, 
D = o, A = o, B = o; y se puede escribir la ecuación del comple
jo bajo la forma 

K 0 — 0) = — y * ' ) , 
que no cambia, cuando se hacen girar los ejes alrededor de las z ó 
cuando se les hace resbalar á lo largo de este eje. k es e\pa?dmetro 
del complejo y el plano siy es una sección principal. 

2 4 3 . COMPLEJOS DE SEGUNDO GRADO. U n complejo de segun
do grado se representa por una ecuación h o m o g é n e a de segundo 
grado en 

x = ^ —.x\ Y = ^ — y , Z = z — z 
l = yz' — zy\ m = zx' — xz\ n = xy — y x , 

que podremos escribir bajo la forma 

F (/, m, n) + 2 U + 2 U m + 2^n + 6 (X, Y, Z) = o. (1) 
F es una función homogénea de segundo grado de /, m, n, B una 
función homogénea de segundo grado en X, Y, Z, en ñn, L, M, N 
son funciones lineales h o m o g é n e a s de X, Y, Z. 

Si se supone constantes á x \ y \ z en la ecuación (1), ésta repre
sentará un cono de segundo grado, cuyo vértice está en {x \ y' , z'\ 
formado por todas las rectas del complejo que pasan por { x ' , y \ z'). 

Si expresamos que este cono se reduce á un sistema de dos 
planos, tendremos la superficie de Kummer, lugar de los puntos para 
los que se verifica esta condición. 

Se obtendrá la superficie de Kummer, para el complejo (1), ex
presando que (1) es una suma de dos cuadrados, funciones lineales 
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de X , Y, Z. Para obtenerla, descompongamos en cuadrados el pr i 
mer miembro de ( i ) ; y para ello cambiemos de coordenadas, sin 
cambiar el origen. Supongamos que los dos sistemas de coordena
das son ortogonales. 

Podemos verificar que z, z\ X , Y, Z y /, m, n, se 
hallan transformadas por la misma susti tución, de manera que 
pueden suponerse F (/, m, n) de la forma A'2 l1 + B2 m1 + C'2 y 
escribir la ecuación ( i ) así: 

A2r2-j- B'2 m* + C2 + 2 A L / + 2 B M ^ - f 2 CNn + 6 (X,Y, Z) = o, 

en la que A, B, C expresan constantes y L , M , N funciones lineales 
de X, Y, Z. Esta ecuación puede también escribirse así: 

( A / + L)"2 + {Bm + M)'2 + {Cn + N)^ + & (X, Y, Z) = o, ( 3 ) 

expresando Q una nueva función h o m o g é n e a de segundo grado 
en X, Y, Z. 

Se trata de expresar que esta función es una suma de dos cua
drados ó escribir que su discriminante es nulo. 

La superficie de Kummer será aparentemente del sexto grado; 
pero se puede ver que son nulos los términos de quinto y de sexto 
grado, pues los términos son independientes de la forma de la fun
ción Q, que no contiene á x \ y , z'. Para valuar los términos en 
cuestión, se puede pues suponer O = o, y limitarse á considerar la 
expresión ( 3 ) reducida á 

(A/ + L)"2 + (Bw - i - M)^ - f {Cn + N)"2; 

y siendo en este caso su discriminante igual á 1, con relación á 
A/ + L , Bm + M , + N , será, con relación á X , Y, Z, igual al 
cuadrado del determinante de la sust i tución 

,r = A / + L , y = Bm -f- M , z = Om-\- n. 

Si se hace 

L = aX + ^ Y - f yZ , M = a ' X + (3'Y + y ' Z , 

N = a" X + Y + y" Z, 
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el discriminante buscado será igual al cuadrado de 

a (3 + Az' y — A / 

a' — B / y' + B ^ ' 

a" + cy P" — Cx y" 

y siendo de tercer grado el determinante 

o Az' — Ay 

( 4 ) 

Bz' 

Cy' Cx' 

Bx' 

o 

que forma el conjunto de los términos de tercer grado, resulta que 
el determinante (4) es de segundo grado y su cuadrado de cuarto, 
luego: L a superficie de Kummer es de cuarto grado. 

Busquemos los puntos x \ y', z' para los cuales el cono del 
complejo se reduce á dos planos coincidentes. La expresión (1) 
deberá ser entonces un cuadrado perfecto, y la ecuación de la 
superficie de Kummer se podrá escribir bajo la forma 

= 0 ó A = o. 

A B" B ' 

B" A ' B 

B ' B A" 

Expresando por 

AX2 + A ' Yá + A" Z2 + 2 B Y Z + 2 B ' X Z + 2B' /XY 

el primer miembro de la ecuación del complejo (1), los elementos 
A, B, son de segundo grado en x \ y' , z' y los puntos en los 
que el cono se reduce á un plano doble están dados por las fórmulas 

¿ A ^ 0 ' ^ B = 0 ' 

que dan 16 soluciones. Es decir, que existen 16 puntos para los 
cuales el cono del complejo se reduce á un plano doble. Tomando 
estos puntos por origen, se tendrá 
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de manera que los términos de menor grado son de segundo res-

pecto a las derivadas —-, . . . Así: 
r 3A 

La superiicie de Kummer tiene 16 puntos singulares, para los que 
el cono del complejo se reduce á dos planos confundidos. 

Transformando por polares recíprocas, tendremos que: 
La superficie de Kummer es de la cuarta clase. Tiene 16 planos 

tangentes singulares y es envolvente de los planos para los que la 
cónica del complejo se reduce á dos puntos. (**) 

§_4.0 CONGRUENCIAS EN GENERAL 

2 4 4 . Focos. Sean las ecuaciones 

X = = > + Xoc, Y = y - \ - Xp, z = ^ - f - X r , (1) 

y supongamos que x, y, z, \ a, [3 sean funciones de dos p a r á m e 
tros variables u, v, expresando X , Y, Z las coordenadas generales, 
x, y, z las de un punto variable y a, ¡3, y tres cosenos directores. 
Estas ecuaciones representarán una recta variable, ó mejor la con
gruencia formada por todas las rectas representadas por (1). 

Sea D una recta de la congruencia, l la distancia mínima entre 
ésta y otra recta D ' infinitamente próx ima á la primera, A una 
recta perpendicular á D y á o, ^ la distancia del punto O , y, z), por 
el que pasa D, al pie de la perpendicular c o m ú n á D y D ' . Las 
fórmulas 

X = * + Xa, Y = y -\- 1$, Z = z + Xy 

X = * ' J - X'a'5 Y = / + X'P', Z = ^ + X'y' 

x — x y — y z — z 
I 

darán o = — 
sen V 

|3 y 

(*) Laurent, Traite d'Analyse, t. í., p. 161. (**) T . V I I , p. 291. 

27 
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designando V el ángulo de las dos rectas, y 

d x ({3^y — -|- dy (y Ja — a Jy) + 
J dW 

dV2 = dv? + d ^ + d f 

los cosenos directores de D, S y A son respectivamente 

|3Jy —y¿?(3 y Ja — aJy Ja J(3 
" ' J V ' J V a, P, y ; J V ? ' 

La ^ del punto en que 8 corta á D está dada por por 

dxdv. -\~ dydft -\- d z d j 
A ^ dV* • 

(2) 

(3) 

{a) 

(4) 

Esto sentado, tendremos el 
TEOREMA. Existen dos puntos llamados FOCOS en D, intersec

ciones de ésta con una recta D ' infinitamente p r ó x i m a . 
E n efecto, haciendo 0 = 0, tenemos 

dx ({3 Jy — y J^) - f dy (y Ja — a Jy) - f dz (a J(3 — [3 Ja) = 0. (5) 

Esta ecuación es de segundo grado en J^ y J^ ó en . Dará 
du 

pues dos valores de esta relación, y por consiguiente, dos valores 
de A por medio de la ecuación (4), lo que pone en evidencia la 
existencia de los focos. 

Podemos escribir la ecuación (5) bajo la forma 

a |3 y 

Ja J(3 Jy = 0 . 

d x dy dz 

Elevando al cuadrado, y en vir tud de (4), hallaremos 

I o SaJ^r 

o JV2 AJV2 

SaJ,r AJV'2 J^2 
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ó A W 2 == S ^ 2 — ( S a ^ ) ^ 

y por ultimo A = - — v r ^ 1 . (6) 

La ecuación (5). expresa que la recta D encuentra á una recta 
infinitamente próxima. Es una ecuación diferencial en u y ^ que 
determina á en función de u y de una constante arbitraria c. Si 
se sustituye este valor en (1) , estas ecuaciones solo dependerán de 
^ y de <:. Cuando se dé á Í un valor determinado, las rectas (1 ) en
gendrarán una desarrollable. 

Las desarrollables que forman un sistema doble, obtenidas ha
ciendo variar á Í se llaman las desarrollables del haz. Así: 

Las rectas de una congruencia forman dos series de desarrolla-
bles, tangentes á las rectas de la congruencia en sus focos. 

DEFINICIÓN. E l lugar de los focos de las aristas de las desa
rrollables se llama supeificie focal. 

La superficie focal es tangente en dos puntos á cada recta de 
la congruencia. Se obtiene su ecuación sustituyendo \ en (1) por el 
valor (6) de A y eliminando \ u, v entre estas ecuaciones. Las des
arrollables no son, en general tangentes á las focales; pero cuando 
sucede esto, sus aristas de retroceso son asintóticas de las focales, 
porque sus planos osculadores son tangentes á las focales. 

Los planos focales de una congruencia son los planos tangentes 
á las desarrollables del haz. Pasan dos de ellos por cada generatriz 
y son osculadores á las aristas de retroceso de las desarrollables. 

2 4 5 . OBTENCIÓN DE LOS PLANOS FOCALES. Para obtener los 
planos focales que pasan por la recta (1), observaremos que las ecua
ciones de los planos que pasan por el punto { x , y , z) son de la forma 

A (X — ,r) -f- B (Y — y ) + C (Z — ¿0 = o. 

Siendo un plano focal, paralelo á las direcciones a, (3, y, a -f- ¿/aj 
Í̂  + ^P, y 4-y, se deberá tener 

Aa + BÍ3 + Cy = o, A ^ a + B^í3 + C^y = o; 

y por consiguiente, la ecuación de un plano focal será 

(X — X) ( [ % — y ^ ) - f (Y — y ) (y¿a _ o^y) + . . , = o. (7) 
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Por otra parte, la recta cuyos coeficientes directores son a - j - ¿a, 
[3 + dft, y + d debe encontrar á la recta (1), para la que se debe 
tener o = o ó 

dx (¡S^y — ydp) + dy {ydy. — ady) + dz {adfi — $da.) = o. (8) 

dv . . . 
Esta ecuación determina -7—, y por consiguiente la ecuación (7). 

dv 
Por tener -7— dos valores, esta ecuación dará dos planos focales. 

au 
Así pues: Una congruencia se compone de todas las rectas tan

gentes á dos superficies llamadas focales. Recíprocamente: Las tan
gentes comunes á dos superficies engendran una congruencia, y estas 
dos superficies ptieden elejirse arbitrariamente. 

Las tangentes á un haz de curvas, trazadas en una superficie, 
engendran también una congruencia, de igual manera que todas 
las rectas de una congruencia son tangentes á curvas, que son las 
aristas de retroceso de las desarrollables de la congruencia, si
tuadas en la superficie focal, formando una red en esta superficie. 

TEOREMA. Si se consideran las aristas de retroceso de una serie 
de desarrollables de una congruencia. Estas curvas son conjugadas, 
en la focal que las contiene, de las trazas de las desarrollables de la 
otra serie en la misma focal. 

E n efecto, sea t i — const. la ecuación de las aristas de retro
ceso de la primera serie de desarrollables, en la focal que es su lu 
gar y v = const. la ecuación de las trazas de la otra serie de des
arrollables en la misma focal. Tomemos u y v por variables y las 
ecuaciones de la congruencia serán 

2iV dV dV 

Si escribimos que esta recta encuentra á la recta infinitamente 
próxima, representada por las ecuaciones 

"bx 17,7>x tfx 
X = x 4- — du 4- — — du -\~ \ du, 

cu ou ÚV C U o V 
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3"2;r ^-2 
'bu'bV- 'hll'bV 'hu'bV 

S.r l y l z 
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'bu 

bz 
bv 

— o 

que expresa que tí. = const. y v = const. son curvas conjugadas. 
2 4 6 . PUNTOS PRINCIPALES. Podemos considerar á x , y , z 

como funciones de o, ¡3, y, que se hallan ligadas por la relación 

^ + P2 + T2 = i . (1) 

La cantidad A que mide la distancia del punto (-r, y , z) á la 
recta (1) (pág. 401) está dada por la fórmula 

A = 
dz d x -\- dfi dy -\- dy dz 

d\ '1 

es decir 

A 

A = 

f í x bx 

dY1 

oZ 

dV* 

da 
~dV 

dfj 
7 v = ry' Si hacemos 

tendremos a'2 + + y'2 = i , (2) aa' + + yy' = o ( 3 ) 

Busquemos el máx imo y el mínimo de A, cuando se hace va
riar á a', [3', y ' . Para ello, igualaremos á cero las derivadas de 

[A + 0 (a* + p + y'*)] + a (aa' + + yy ' ) , 
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}>y\ i . 

3T 4-

2 v a c)y 2 ^ \ 3 r 
-h ^ P H 

(ra = o, 

crT=0. 

Si se multiplica la primera por a', la segunda por 3 ' , la tercera 
por ^ y se suman tendremos, en virtud de ías relaciones obtenidas, 

a 

p = — A; y la eliminación de a', ,3 ' , y ' — entre estas ecuaciones y 

la ( 3 ) da 

3^ 

— A -

I 
2 \ 3 a + 

3 a 

3^ 

3v 

3^ 

3a 

30 

A 
T 

= o. (6) 

Esta ecuación tiene dos raíces reales en A, pero que pueden 
ser iguales, y puesto que A no es generalmente infinito, se conclu
ye que la mínima distancia o de una generatriz D á las generatri
ces próximas sólo puede medirse entre dos puntos distintos, en 
general y situados á distancia finita. Estos dos puntos son los 
puntos principales de la generatriz D . E l lugar de estos puntos se 
compone de dos hojas que forman la superficie pr incipal de la 
congruencia. s 

Conocidos los puntos principales, las ecuaciones ( 3 ) y ( 5 ) , de 
primer grado, darán a', (3', y', E n vir tud de la fórmula {a) pág. 402, 
a'> y' son los cosenos directores de las rectas A perpendiculares á 
D y á o, trazadas por los puntos principales. Estas rectas son las ñor-
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males á los planos que pasan por D y las distancias mínimas ex
tremas, trazadas por los puntos principales, planos que se llaman 
principales. 

Los planos principales son ortogonales, pues si a',, ¡3^, y'1} A, 
expresan los valores de a', ¡3', y', A, en uno de los puntos principa
les, multiplicando las ecuaciones (5) por a'n ¡3^, y sumándolas , 
permutando después las letras que llevan índice con las que no lo 
llevan, y restando los resultados, se obtiene 

(a 'a1+l3 'P '1 + y ' y ' 1 ) ( A - A 1 ) = 0 , 

lo que manifiesta que, si A ^ A', es decir, si los puntos principa

les no coinciden, los planos principales son rectangulares. 
2 4 7 . PUNTO Y SUPERFICIE MEDIOS. Se llama punto medio de 

una generatriz, al medio del intervalo comprendido entre los puntos 
principales. Se llama plano medio de una generatriz, al plano tra
zado por el punto medio perpendicularmente á esta generatriz. Por 
último, se llama superficie media y envolvente media de una con
gruencia al lugar de los puntos medios y á la envolvente de los 
planos medios. 

TEOREMA. L O S focos se hallan d igua l distancia del punto medio. 
Tomemos por planos coordenados los planos principajes y el 

plano medio de la generatriz D, que se considerará como eje de 
las z. Tendremos x — y — z = . o, a = o, § = o, y = 1; y por 
ser aa' - f (3(3' - f yy ' = o, será y' = o, a'2 -f = 1. E n las ecua
ciones (5) p es igual á uno de los valores de A con signo cambiado. 
Si pues 2p es la distancia de los puntos principales, se deberá sus
tituir p por + p , y las dos primeras ecuaciones (5) se reducirán á 

Pero a', ¡3', y' son los coeficientes directores de los planos pr in
cipales. Luego, por ser éstos ahora planos coordenados, dichas fór-
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muías quedan satisfechas para a ' = o, 1 y pava a = 1, ¡ 3 ' = o, 
lo que da 

La ecuación (6) se reduce á 

Í X l)y \ 1 / 2y \ ' I x 2,y 

^ + 1 5 " / 4 + ^ / + ^ = o-

Por ser los dos valores de A iguales y de signo contrario, de

berá ser — - I - -4- = o; luego podemos hacer 

7)X ^x SjK 

Las ecuaciones de los focos se reducen á 

ó en virtud de (7) A = p*"1 — p $ " \ 

q __ a'á) _ 2 p ^ ' _ o ó ^ — 2/a'(Ü' = o, 

resultando A = + )/ p l — q*-. 

Si expresamos por 2 / l a distancia de los focos, tendremos 

2 4 8 . TEOREMA DE STURM. Las rectas p r ó x i m a s de una con
gruencia D, encuentran á dos rectas j i j a s . 

Esto se ve desde luego, porque toda congruencia puede consi
derarse como de primer grado, cuando se hacen variar muy poco 
los parámetros de que depende; y se sabe que las generatrices de 
una congruencia de primer grado encuentran á dos rectas fijas, lo 
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que se puede comprobar, pues las ecuaciones de las rectas próxi 
mas á D son 

X — -r — dx Y — y -— dy Z — z — dz 
a. + da. ~ |3 + ¿/p ~ y + ¿/y ' 

y particularizando los ejes, como anteriormente, 

X — {p* + gp) dN = Y + + prf) dY _ Z d V 

3' r r • 

Escribiendo estas ecuaciones bajo la forma 

X = ( /a ' + qp ± a'Z) dY, Y = (— ge,' — + P'Z) ¿ V , 

se ve que la recta representada por estas ecuaciones encuentra á 
la recta 

Y = p¿_ -f- ^ + g Z0 ^ _ 

X — + P ' Z o ' Z " Z o 3 (8) 

que será fija, si se tiene 

(9) " ^ 7 _ = z ; ^ ó z o = ± ) / / 2 - ^ = ± / (10) 

Las rectas de que se trata se encuentran pues, en planos para
lelos al plano medio y pasan por los focos. Los coeficientes angula
res de las proyecciones de estas rectas sobre el plano medio están 
dados por la fórmula (9), donde se debe sustituir Z0 por — / y + / . 
Estas rectas se llaman rectas focales. 

TEOREMA. Las rectas focales se hallan contenidas en los planos 
focales. 

En efecto, la ecuación (7) de la pág . 403, manifiesta que los 
coeficientes directores de los planos focales son 

(tay — y^3, y ¿ a - atfy, — (3^a 

ó, en el sistema particular de coordenadas adoptado úl t imamente , 
— P', a', ó, hal lándose ligados a' y $ por la relación (8) de la 
pág. 404, que se reduce á 

g — = o, 
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l o q u e d a ^ = ^ ^ + ^ 

Las ecuaciones de los planos focales son pues, 

Y — g _ p ± j f — ql . 
X p f f — f — q 

y, si se observa que los dos miembros de (9) dan para z ^ y j p ' 1 — q'1 
los coeficientes angulares de las rectas focales, se verá que estas 
rectas se hallan contenidas en los planos focales. 

Siendo igual á 1 el producto de los dos valores precedentes de 

~ , se concluye que: 

Los planos focales se hallan igualmente inclinados con relación á 
los planos principales. 

Se llama superficie elemental de una congruencia á una su
perficie alabeada, cuyas generatrices forman parte la congruencia. 

Todas las superficies elementales que tienen común una genera
triz, tienen comunes dos planos tangentes, que son los planos focales 
de esta generatriz. 

2 4 9 . CONGRUENCIAS ARMÓNICAS. Una congruencia es armó
nica con relación á una superficie, cuando sus desarrollables deter
minan en ésta secciones que forman una red de líneas conjugadas. 

TEOREMA. Consideremos en dos superficies s y s', como corres
pondientes, los puntos en que los planos tangentes son paralelos. Las 
rectas que unen dos puntos correspondientes de dos superficies s 7 s' 
forman una congruencia armónica . 

E n efecto, sean ,r, y , z y x \ / , z' las coordenadas de dos 
puntos correspondientes. Se pueden representar las superficies pol
las ecuaciones 

x = cp {u, v) , y = x ^ z = x\ («> 

x ' = cp' {u, v), y = x {u, v), z' = ' f {u, v). 
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Sean a, (3, y los coeficientes directores del plano tangente en x , 
y, z ó en x \ y , z . Se debe tener 

a f-p — + 7 — ^ o , a — + fi - f y — 
3^ bu 

o, ( 0 

y las otras dos ecuaciones, cambiando u en v. 

Expresemos que la recta que une un punto á su correspondiente, 

X = ,r + p {x ' — x \ Y = y + p ( y — y ) , Z = z + o (z' — 0) 

encuentre á la recta próxima, trazada por los puntos 

. 
+ — az/, ^ 4 - — ¿ta, z -{ du, 

^ bu bU ' " 1 3« 

correspondientes en las líneas coordenadas v const. Tendremos 

bx 
bu 

bx 

bU 

b¿_ 
bu 

X X 

= o 

bx bx' 
bu bu 

X — X 

by_ 
bu 

y — y ' 

De (1) resulta 

by bz 

bu bu 

by' bz 

bti bu 

a : 

bz 
bu 

bz bx 
bu btí 

bz' bx'. 
btí bu 

bu 

bz' 

bu 

O. (2 ) 

= y 

bx by 
bu bu 

bx' by' 
bu bu 

(3) 

Sustituyendo los valores de a, p, y en vez de los determinantes 
que les son proporcionales en (2), tendremos 

( * - x ' ) a — y ) (3 + (0 — z') y = o, 

ecuación absurda, porque la normal no es en general perpendicular 
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á la recta que une los puntos correspondientes. Esto prueba que 
las fórmulas ( 3 ) no se verifican, ó lo que es igual, que los determi
nantes contenidos en ellas son nulos. Así pues, 

1u 'bu bu bu 
bj¿_ 
bu 

Y representando por X, p., 
les, se tendrá 

bx bx' 
bu 'bu 

cada una de estas relaciones igua-

Diferenciando tendremos 

Vx 

y restando, 

tfx' bx' bl 
l 1 , 

bubV bU bV 

bX _ 

bV ^ 

b*X 

bubv 

bl bx' 

bx 

b'x' bx' b'X 

bU 'hV 'bV bll 

[u — v) h 1 
bubv bv bu 

b\K bX' 

bu bv = o. 

Siendo X ^ p-, sin lo que x y x ' , y é y ' , z y z' solo diferirían por 

valores constantes, se deduce de esta ecuación y de sus análogas 

b-y' l Y 
bu'bV 

bx' 

bv 

bx' 

bu 

bUbV 

v _ 
bv 

bu 

bu bV 

bz' 
bV 

bz' 
bU 

O, 

lo que prueba que las desarrollables de la congruencia cortan al 
lugar de los puntos x \ y', z según curvas conjugadas, lo que de
muestra el teorema enunciado. 

2 5 0 . HAZ DE NORMALES DE UNA SUPERFIE. Un haz no tiene, 
en general, rectas normales á una misma superficie: E n efecto, sean 
a, ¡3, y, los cosenos directores de una recta del haz y x, y, z las 
coordenadas de un punto de esta recta; si existiera una superficie 
cuyas normales fuesen las rectas del haz, se podrían expresar por 
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X, Y, Z las coordenadas del punto en que la recta, que considera
mos, corta á la superficie. Si llamamos ? á la distancia de los puntos 

f , 2) y (X, Y, Z), se tendrá 

X = . r + p a ) Y = j + p(3, Z = * l f py. ( i ) 

Se puede suponer que, al encontrarse los puntos (x, y, z) tam
bién en una superficie, por la que se ha cortado el haz, la posición 
del punto (.r, JF, Z) de terminará cada recta del haz, de manera que 
X, Y, Z, x ,y , z, f, a, [5, y podrán considerarse como funciones de 
dos variables que llamaremos u y v ,y que p o d r á n ser, ya x é y , ya 
dos coordenadas curvilíneas cualesquiera, relativas á la superficie, 
lugar de los puntos x, y, z. 

Diferenciemos las ecuaciones ( i ) , y tendremos 

dX == dx + p¿/a - | - a^o, dX = dy-\- ^ + (Vf, dZ = . . . (2) 

Para que la superficie normal exista, es necesario que se tenga 

adX + $dY + y ^ Z = o; 

y esta condición es suficiente. Multipliquemos ahora las fórmulas (2) 
respectivamente por a, (3, y, y sumémos la s . Tendremos, observando 
que a2 + (32 + f es igual á I , 

(xdx -f- + y ^ + = o, ó — do = a.dx - f ¡ 3 ^ + y¿fe. 

Si hacemos 

, r. ^ 7>z l x rj Ty 7>z 

la ecuación precedente se reduc i rá á 

— do = Gdu + Hdv; 

y se ve que p existirá solamente y, por consiguiente existirán X , Y, 
Z, cuando la expresión Gdu - \ - l i d v sea una diferencial exacta, lo 
que se verificará solamente, cuando sea 

dG dR 
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ó sea cuando 

^U'hv liV 'bU'bV l l i l iV 'bU'bV 'hv'bit 0° ^ 

Recíprocamente: vSV ̂  verifica esta ecuación, se pod7'á calcular o, 
salvo una constante, y existirá una infinidad de superficies norma
les a l haz, PARALELAS entre si. 

Tomemos una generatriz del haz por eje de las 0, y hagamos 
« = a, z; = (3, 0 = o, la relación ( 3 ) tomará la forma 

- ^ + ^ = 0 Ó 2? = 0' 1Ueg0: 

i.0 Los puntos principales y los focos se hallan confundidos. 
2.0 Si los planos focales forman tm ángulo 9 con los planos 

principales, se tendrá 2R t g o = co j / por consiguiente, los planos 
focales y los planos principales coinciden. 

3 . 0 Los planos focales son rectangulares. 
4 . 0 Las desarro Hables del haz son ortogonales. 
5 .0 Las rectas focales son rectangulares y se hallan situadas 

en los planos focales. 
Recíprocamente, todas estas condiciones suponen que q = o; 

son pues necesarias y suficientes para que exista la superficie 
normal. 

Por consiguiente las normales á una superficie forman dos sis
temas de desarrollables que cortan á la superficie según líneas de 
curvatura. Estas desarrollables son ortogonales y sus aristas de re
troceso forman las superficies focales del haz, que son los lugares 
de los centros de curvatura principales de la superficie. 
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C A P Í T U L O I I 

o 1^<:>J\I 1^ r R í ^ O I R O Ü I V A R 

§-1.° COORDENADAS PENTAESFÉRICAS 

2 5 1 . DEFINICIÓN. U n sistema de coordenadas muy útil para 
la teoría analítica de las líneas de curvatura es el de coordenadas 
pentaesféricas. Sea una esfera cualquiera referida á ejes rectan
gulares 

K {x- + / z%) + 2Kx + 2^y + 2<Zz + D = o. 

Su radio estará dado por la fórmula 

A2 + B2 + C2 — DK 
P = Ká • 

Para reducir á una suma de cuadrados al numerador, escriba
mos la ecuación de la esfera bajo la forma 

a , , *2 + y1 + z1 — R9 
2 a , r + 2^y + 2^z + o • 

, . + y 2 + z1 + R2 
+ ^ = o. (1) 

Si p, #0, Jo' 0'> expresan el radio y las coordenadas del centro 
de esta esfera, se obtendrán sus expresiones siguientes: 

- g-R _ — PR - = yR 

R ^ + P 2 + T-2 + .2 + £2 B - / £ (2) 
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Si la esfera no se reduce á un punto, se podrá suponer 

^ r f f + r2 + 82 + 6 ¿ = = i , (3) 

y la expresión del radio será p = -
o + z'e 

Si se sustituyen en el primer miembro de (1) las coordenadas 
S 

de un punto cualquiera, su valor será —, expresando S la potencia 
0 

del punto con relación á la esfera considerada. 
Observemos que si la esfera se redujera á un plano, se tendría 

o -f- z's = o, y el primer miembro de (1) se reduciría al doble de la 
distancia del punto al plano. 

Consideremos además de la esfera (1) otra esfera S' expresada 
por una ecuación anál oga 

2 a' . r - [ - 2^' + = 0-

Sean p' el radio y ,r0, y0, z0 las coordenadas del centro. Las 
fórmulas (2) darán 

- *'0y + —y0)2 + (0O - z'0y — f - p'á 

2 R M ^ / + ^ + T T / + ^ / + ^ ) . 
(o - \ - z's) (o - | - í V ) 

y por consiguiente, la ecuación 

a a ' + P f i ' -f- y y ' + B o ' + ss' = ' 0 , 

expresa la condición necesaria y suficiente para que las dos esferas 
se corten según ángulo recto. Esta condición subsiste cuando una 
de las esferas se reduce á un plano. Su forma nos permitirá presen
tar una teoría sencilla del sistema de cinco esferas ortogonales, 
dos á dos. 

E n efecto, sean las cinco esferas ( S O , (SJ (S5) cuyos ra
dios son Rj, R,, Rs! y escribamos sus ecuaciones bajo la forma 

x2 + y + z2 - R2 
R 

x2 + f + ¡ r + R2 
( ^ = 1 , 2 . . . 5). (4) 

R 
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Tendremos, por hipótesis, 

a-« + frn - f y -n + o-n - \ - e2n = I ; (5) 

y además, por ser ortogonales las esferas 

V-n V-'n + % $'n + y'w + r̂e o'ra + £« s'w = O . (6) 

J^J/CÍ ¿/Í?Í- grupos de f ó r m u l a s refieren la, teoría del sistema de 
las esferas a l de una sustitución lineal oftogonal de cinco variables. 
Toda sust i tución de este género dará un grupo de cinco esferas 
ortogonales y viceversa. 

Las relaciones (5) y (6) llevan como consecuencia las siguientes: 

(7) *2i + ^ 2 + + i , a.p, + + a j5 = o (8) 

y todas las que se obtendrían sustituyendo, de una manera cual
quiera, a y (3 por a, P, y, o, £. 

Si expresamos pues, por Sn la potencia de un punto cualquiera 
con relación á la esfera (Sre), el primer miembro de la ecuación (4) 

será Si se eleva esta ecuación al cuadrado y se suman todas 
KM 

las ecuaciones así obtenidas, resultará, aplicando las fórmulas 
(7) Y (8): 

R 

+ V ~Yi / + 4 ' r " + ^ + 4 r = 0-

Así pues, existe entre las potencias de un punto cualquiera, 
con relación á las cinco esferas, la relación h o m o g é n e a 

<:> , fe» 
Y cuando una de las esferas (Sw) se reduce á un plano (P,,) 

^ - debe sustituirse por 2Pre, expresando Pre la distancia del punto 

28 
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{x, y , z) á este plano. Si se multiplica el primer miembro de (4) por 
l n + h n , se obtendrá 

S S 
S(Bn + ¿ s „ ) ^ = — 2 R ó = — 2 , (10) 

observando que según la fórmula (1), se tiene 

R 
^ n | ^£« — ^ • 

Podemos ahora definir el nuevo sistema de coordenadas. Lla
maremos coordenadas pentaesféricas de un punto á las cinco canti-

S Sw 
dades x n , proporcionales á y escribiremos , r n = A ( n ) ' 

2 5 2 . RELACIONES FUNDAMENTALES. Resolviendo el sistema 

x l + f + 02 — R'2 I 
2ara ^ -h 2fjny + 2yM£í + ow 5 

l ( ^ = 1 , 2 , . . . 5 ) (12) 
x i 4 . ^ + g3 - 4 - Sw _ i 

+ ^ R ^ R; ^ A • ! 

se obtienen las expresiones de ,r, s 
5 5 

2 X̂ ? = S aw , X {x- -h r + 0a - i - R2) = R 2 8 w „ 

5 0 1 

2 ̂  = x n , X (.r- + f + - f R2) = — ¿R S 3RE x n , ^ (13) 
1 
5 

2'KZ = X n 
1 

De las dos últ imas resulta 
2 XR = — 1 (o w - f /£ ra ) X n . 

Consideremos además del punto M , otro punto M ' , para el que 
x , y ' , z y x'n se hallan ligadas por las relaciones (12), tendremos 

MM7'2 = [ x — x ' f H- { y — + — «O2 

2Kk' y - * ! L y * L l 
Rw Rre 

(14) 
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que expresa la distancia M M ' , á la cual se puede dar la forma 

¿¿ n x n ) 

Cuando se hallan infinitamente próximos dos puntos, la expre
sión del elemento lineal es 

S1 

L R 

(16) 

Establezcamos la relación de ortogónalidad en el sistema de 
coordenadas x i . 

Cuando las coordenadas son funciones de o y pv las curvas 
(p) y (p,) serán perpendiculares, si es nulo el coeficiente de do dz,v 
es decir, según (16), en la suma S dx^n. Esta condición se traduce 
por la relación 

Dadas dos superficies por las ecuaciones h o m o g é n e a s 

f-C^n , X 5 ) = O, ' ^ f x , , . . . . . . X 5 ) = O, 

busquemos la condición para que se corten según ángulo recto. 
Escribiremos las relaciones 

— r h ^ ^ h ^ = 2 (Sw + SW'). 

Sustituyendo en las ecuaciones homogéneas de las dos super-

ñcies las x i por las cantidades proporcionales ^ y haciendo, por 

brevedad, 

(co ,1;) = _^ _1 + ^ ^ - ^ -!-
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se llega fácilmente (Darboux, obra citada, t. í, pág . 220) á las ex
presiones 

(cp, •];) = 4 - R"J«T?- ^ = (I?) 

ó introduciendo las cantidades 

5 Seo S'J/ 

(''^ = 4ri:ri;r = ü- (l8) 
y expresando por V el ángulo según el cual se cortan las dos su
perficies, 

eos V == — — . (19) 

2 5 3 . DETERMINACIÓN DE LA ESFERA. La ecuación (14) per
mite escribir la ecuación de la esfera cuyo radio es p y el centro 
a,, . . a5, bajo la forma, 

2 1 aw ^ + p- L 1 -— = o, (20) 

ecuación lineal con relación á las coordenadas x . y, rec íprocamen
te, toda ecuación de la forma 

5 
Sw2ra^w = o (21) 
1 

representa una esfera ó un plano. Para obtener el centro y el radio, 
basta identificar las ecuaciones (20) y (21), obteniéndose 

u.mn = 2 aM + ^ - v ^ ( ¿ = i , , 5) 

y después de cálculos fáciles, se llega á 

a« = ^ — — , (22) 
2^^ ^ ww 

fórmula que da á conocer las coordenadas pentaesféricas. 
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Una esfera está completamente determinada, cuando se conocen 
las relaciones de las cinco cantidades mn, que se llaman coordena
das homogéneas de la esfera. Pero si entra en consideración el signo 
del radio, es necesario introducir otra coordenada, que expresa 
M. Darboux por 

¿^6 = | / S w2re, (24) 

con objeto de que la relación entre las seis coordenadas adopte la 
forma simétrica 

6 im 
(25) S = 0 ; y además se tiene o = ^ — ^ . (26) 

1 
Considerando dos esferas (S), (S'), cuyas coordenadas son mn 

y m!n, siendo d la distancia de sus ceñiros , las fórmulas (14) y 
(22) dan 

5 

— 2 E m'n 
d * - f - 9 ' * = - 1 (27) 

1 RJI 1 Rw 

Definiendo el ángulo V de las dos esferas por la relación 

d* = p2 + o'2 — 2 pe' eos V , 

se llega, mediante las fórmulas (26) y (27) á 

5 e 

c o s V ^ 1 :—, 2 sen2 — = :—. 

Sin entrar en m á s detalles, expuestos en la obra de M . Darboux, 
consideraremos las ecuaciones de la línea recta 

qZ ry + 0) r x _ _ p r + ^ = 0) p y _ _ qx + ^ = 0) (28) 

cuyas seis coordenadas satisfacen á la relación idéntica 

PPx + ^ ' 4 - r r , = o. (29) 
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Referiremos enseguida esta relación cuadrát ica á la de la esfera, 
haciendo 

^ = 7;/, - | - im*, q = m5 - | - r == ms - \ - zm6, ^ 

p[ = •ml — zm.2, qK = m3 — 2^4, r, = m5 — imG, ) 

ó lo que es igual, 

(30) 

m* — i , m, — 1 , ntr. — 1 -
(31) 

y las fórmulas (30) y (31) que conducen á la identidad 
6 

P P x + W x + rr\ — S ^ V , 1 
hacen corresponder á una recta una esfera. Además , si se consi
deran dos esferas, cuyas coordenadas son mn y m'n y dos rectas 
correspondientes, cuyas coordenadas son p , q, . . ., r ; p ' , q', . . r \ 
resulta de la identidad precedente y de la forma lineal de las ecua
ciones de correspondencia, la identidad 

{ p - / ) (A — / . ) + (<? - <í) % - ?'.) 
6 

J r ( r — T ' ) { r x — r \ ) = Z {mn — m'n f . 
1 

E l segundo miembro se anula, cuando las dos esferas son tan
gentes, y solamente en este caso. E l primer miembro se anula, 
cuando se cortan las dos rectas consideradas. Se ve pues, que la 
transformación definida por las fórmulas (30) y (31) hace corres
ponder á dos esferas tangentes dos rectas que se cortan, y viceversa. 

Por otra parte, vemos que, si se escriben las ecuaciones de la 
recta bajo la forma 

x = az + p, y = bz -\- q, (32) 

la condición para que se corten dos rectas, es 

{a — a ) (q — q') — [b ~ b') {p — f ) = o; 
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3̂  si se hace 

a — x - h j / i , 6 = 2 -H R, ^ = ^ — ^ = R — z (33) 

a' = x ' + y , 3' = - f R', f = ^' — / = R — s', 

resulta — + (7 — y ) 2 + — — (R — R')'2 = o. 

fórmulas que hacen corresponder á dos rectas que se cortan dos 
esferas tangentes, y rec íprocamente . 

La transfonnacíón de Lie hace corresponder a l conjunto de las 
rectas tangentes á una superficie (S) el conjunto de las esferas tan
gentes á otra superficie (S'). Á todas las rectas tangentes en un 
punto M de (S) corresponden todas las esferas tangentes en un punto 
M ' de (S'). Cuando el punto M describe tma línea asintótica de (S), el 
punto W describe una linea de curvatura de (S'). Por consiguiente, 
á toda superficie, cuyas líneas asintóticas se sabe determinar, se puede 
hacer corresponder por la transformación de Lie otra superficie, cuyas 
líneas de curvatura se conocen y viceversa. 

§ 2.° LÍNEAS DE CURVATURA EN COORDENADAS TANGENCIALES 

2 5 4 . DEFINICIÓN. Sea la ecuación h o m o g é n e a 

/ O , v, zv, p) — ó ( i ) 

del plano tangente á una superficie. Las coordenadas del punto de 
contacto son 

'bU ciV bW 
^ = — , y = —- ^ 2 5 (2) 

bp ip . ip 

siendo los cosenos directores proporcionales a, u, v, zv. La ecua
ción de las líneas de curvatura 

du [vdz — wdy) + dv iwdx — udz) + dw {itdy — vdx) = o 
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se reduce á 

3/ S« 

'hv >̂p 

dn 

dv 

V - d * — — zv dw 

= o, 

ó bajo forma más simétrica, 

¥ 

tí 
bv 

d 
3^ 

du 

dv 

div 

d 

= o. ( 3 ) 

Esta ecuación conserva su forma, aunque la ecuación ( i ) no 
sea homogénea , siempre que se suponga z¿, v, w iguales á los cose
nos directores de la normal, ligados por la relación «2 + z/2 + w 2 = i , 
pues si hacemos homogénea esta ecuación, dividiendo tí, v, w por 
h = y ^ i - } - ^ -j-w2, que es igual á i , bas ta rá sustituir en ( 3 ) , por 

cw, 3/ : 3^, 3 / : ^ las cantidades 

bu k ' bv I h h ' bw ' I k h ' 

lo que no cambia el valor del determinante. 
2 5 5 . CASO DE DOS PARÁMETROS. Sean dos parámet ros a y ¡i. 

Las coordenadas del punto contacto del plano tangente satisfacen á 
las ecuaciones 

ux + vy + + p o, 

x 

x 

cía 

V 

3^ 3ZÍ5 
jj/ + £ 

3a 3a 
bp 
3a = o. 

(1) 

a- i / u 2 . — £ _ = o . 
^ 33 $ $ 
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Las coordenadas de un punto, situado en la normal á la distan
cia X de su pie, son 

X = ^ + X ' Y = ^ + T ' Z = " + T ' 

siendo h — y / u ? - \ - - \ - w*. 

Sustituyamos en las ecuaciones ( i ) , y tendremos 

uX - f vY wZ -\- p = h \ 

3a 3a 1 3a 3a ' > (2) 

3« 3z/ >™ ^ i h 

fórmulas que definen el punto considerado de la normal. 
Para hallar la ecuación diferencial de las líneas de curvatura, 

escribiremos que existe una mutac ión para la cual e) punto, corres
pondiente á un valor convenientemente elegido de X, describe una 
curva tangente á la normal, es decir, para el que se tiene 

¿ X dY dZ 
U V w ^ 

introduciéndose ¿0 para la homogeneidad. Diferenciando las ecua
ciones (2),-la primera dará 

udX -\- vdY + wdZ -f- Xdu + Ydv - f Zdw ~\-dp = \dh - f hd\ , 

ó teniendo presente las ( 3 ) y las dos siguientes, 

tfdb = h d \ d i = k d ^ (4) 

la diferenciación de las dos úl t imas (2) conduce á 

3a 3a 3a 3a Sa 

3P 3P 3,3 1 • 3Í3 3íü 

( 5 ) 
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La eliminación de X , Y, Z entre (2) y (5) conduce á 

7*u 

— — ¿i 

3a 

3 ^ 

Á —- d 
7>h 

l ia 
3/2 

2 5 6 . SISTEMA EMPLEADO POR BONNET. Cuando se estudia la 
representación esférica, es natural buscar la definición geométrica 
de las curvas de la superficie que admite por representación esfé
rica las diferentes generatrices rectilíneas de la esfera. Sea g una 
de estas generatrices, que cortan al círculo del infinito en un punto 
a La curva correspondiente en la superficie será el lugar de los 
puntos de contacto de los planos tangentes paralelos á g, es decir, 
será la curva de contacto del cono, cuyo vértice es u., circunscrito 
á la superficie. Estas curvas de contacto de los conos circunscritos, 
cuyos vértices se encuentran en el infinito, tienen una propiedad 
importante, respecto á las líneas de curvatura. Desde luego pasan 
dos por cada punto M de la superficie. Porque si A y B son los 
puntos en que el plano tangente en M corta al círculo del infinito, 
los conos circunscritos, cuyos vértices son A y B, serán tangentes 
á la superficie según dos curvas que pasan por M . 

Las conjugadas de estas dos curvas de contacto son las gene
ratrices de los dos conos, es decir, las dos rectas de longitud nula 
del plano tangente M A , MB. Pero estas dos rectas se hallan situa
das simétricamente con relación á dos tangentes perpendiculares 
cualesquiera y, en particular, respecto á las líneas de curvatura; y 
sucederá lo mismo á sus conjugadas, que son las tangentes á las 
dos curvas de contacto. 
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Tendrerríos pues, el 
TEOREMA. Las curvas de contacto de los conos circunscritos, 

cuyos vértices se hallan en el circulo del infinito, determinan en la 
superficie un sistema de coordenadas curvilineas, que admiten por 
imagen esférica a l sistema de generatrices rectilíneas de la esfera. 
Las tangentes d las dos curvas coordenadas, que pasan por un punto 
cualquiera de la supeificie, admiten por bisectrices las dilecciones de 
las lineas de curvatura. 

Por consiguiente, la ecuación de las líneas de curvatura podrá 
reducirse á la forma simple 

kdv? - j - C¿¿pá == o, 

que no contiene término en da d$. 
Para verificar este resultado, consideremos los cosenos directo

res de la normal c, c', c" en el punto AI de la superficie, que serán 
las coordenadas del punto m en la representación esférica. Sus 
expresiones son 

I—a|3 , . i.-ha{3 „ a + p 
C — „ , C = l — , c - i — ! - . ( i \ 

La ecuación del plano tangente será 

c r H - — i - = o, (2) 

ó más sencillamente 

( i — c$) x -\- i ( i -f- a3) y + (a — |3) + í = Q, 

siendo u = \ — â -, v = ? ( i - f - a.S), = a - j - ¡Ü, p=== l . 

La aplicación de las fórmulas ( i , pág . 424) da 

<?—^ , • tfp - ^ q r \!>q — *p 
a — p a — p a — [á 

siendo p y q las derivadas primeras de ?; 3̂  si expresamos por r, s, t 
las derivadas segundas, la ecuación de las líneas de curvatura se 
reducirá á 

dpda — dqd$ = ráv? — tdfc1 = 0; ( 3 ) 
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y las fórmulas (2) y (5) de la pág. 425, dan 

2R = (S + y/rt) (a — fi) + p — g, 

X — i Y = s ^ - y / r t , 

2Z = (a + ¡3) 0 + y/r i ) —p — q, 

X + / Y = — a{3 4- Vr7) -h ^ + ^ — \, 

(4) 

expresando X , Y, Z, R las coordenadas del centro y el radio de 
curvatura. 

E n estas fórmulas se_ha escrito / - en vez de — , de manera 

d$ da. 
que V r í se escribe en vez de ¿ — = r 

§ 3 . 0 TRANSFORMACIONES 

2 5 7 . INVERSIONES. Si O es el polo de la inversión y / la po
tencia de la transformación, la esfera S de radio V/> Y centro O es 
el lugar de los puntos coincidentes con sus transformados. 

Para obtener el inverso de un punto M , se t razará el diámetro 
OM de la esfera E, que corta á ésta en dos puntos P y O; y se to
mará en este diámetro un punto M ' tal, que sea 

OM . OM' = p = OP2 = OQ2. 

Es decir, que M ' y M dividen armónicamente al diámetro PQ. 
2 5 8 . TRANSFORMACIÓN DE HIRST. Si en vez de una esfera 

se toma una cuádrica S cualquiera, y tomamos por O un punto ñjo 
cualquiera; para construir la transformada de un punto M , se trazará 
OM, que cor tará á S en dos puntos P y Q, y se tomará el punto M ' 
conjugado armónico de M con relación al segmento PQ. 

Basta efectuar una homografía en la que la traza de E sobre el 
plano polar de "O se reduzca al círculo imaginario del infinito, para 
pasar á la inversión, pues por esta transformación, S se reduce á 
una esfera S', cuyo centro O' es el homólogo del punto O. 
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La transformación de Hirst comprende dos transformaciones 
particulares, diferentes de la inversión. Si en efecto, la cuádr ica £ 
es un cono ó un par de planos, la reducción á la inversión por 
homografía no es ya posible, porque S no es ya la transformada 
homográfica de una esfera. Pero en compensación, si H es un cono, 
se puede reducir E, por una homografía, á ser un cono isótropo, 
y un par de planos isótropos, si E es un par de planos. 

E n los dos casos, la transformación de Hirst toma una forma 
métrica diferente de la inversión, también interesante. Si en la trans
formación de Hirst, S es un cono isótropo cuyo vértice es A , el 
punto M ' transformado del M se halla sujeto á la doble .condición: 

1.a Que M y M ' estén alineados con un punto fijo O. 2.a Que 
el cono isótropo divida a rmónicamente al segmento M M ' , es decir, 
que las rectas A M y A M ' sean conjugadas en este cono isótropo, ó 
rectangulares. 

Podemos pues decir, que el punto M ' transformado del M , se 
halla definido por esta doble condición: 1.a Que M y M ' es tán a l i 
neados con el punto O. 2.a Que el segmento M M ' se ve desde el 
punto A según un ángulo recto. 

En el segundo caso de la degeneración de S en dos planos, es 
necesario sustituir á la segunda condición, la siguiente: que los 
planos trazados por M y M ' y por la recta, intersección de los 
dos planos, sean rectangulares. 

2 5 9 . SIMETRÍA CON RELACIÓN Á UN PLANO. Supongamos que 
la esfera directriz S de una inversión se agranda indefinidamente, 
hasta convertirse en un plano TT. 

Para ver á qué se reduce la inversión, en este caso, considere
mos el punto M por transformar; el diámetro de la esfera que parte 
de M se convierte en la perpendicular bajada desde M al plano TT-
De los dos extremos P y Q de este diámetro, el uno P es el pie de 
esta perpendicular y el otro Q se halla en el infinito. Pero como el 
punto M ' , transformado del M, es el conjugado armónico de M , 
respecto al segmento PQ, será necesario, en este caso, por estar Q 
en el infinito, que P sea el punto medio de M M ' , por lo tanto, que 
M' sea el simétrico de M con relación al plano TC. 
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TEOREMA. S i dos figuras F y F' son simétricas con relación d 
un plano r^una inversión I malquiera las cambia en dos figuras '1), 
que son inversas entre s i con relación d la esfera S, transformada del 
plano TÍ en la inversión I , 

En efecto, sean M y M ' un punto de F y su simétrico, que 
forma parte de F' . 

Toda esfera trazada por M y M ' tiene su centro en el plano TT, 
siendo por tanto ortogonal á este plano. Llamamos ¡x y a' á los in
versos de los puntos M y M ' en la inversión I . Las esferas trazadas 
por M y M ' tienen por inversas á las esferas trazadas por ¡x y ¡J.'. 
Siendo las .primeras ortogonales al plano TC, las segundas lo serán á 
la esfera S, inversa del plano TU. Esto exige que el centro O de la 
esfera X se halle en el eje radical ¡ V de todas estas esferas y que 
además , expresado R el radio de S, se tenga 

Oa . 0¡x' = R-. 

2 6 0 . SISTEMAS DE ESFERAS. Sea la ecuación de una esfera 

x* - | - y1 - \ - — 2CLX — 2$y — 2 - | - 2 o ==o. 

A las cantidades a, ¡3, y, o se las puede llamar coordenadas de 
una esfera en el espacio. Una ecuación entre a, ¡3, y, o sujeta á la 
esfera á una condición. 

E l ejemplo más sencillo está dado por la ecuación de primer 
grado 

Aa - f B[3 + By -f- DB + E = o. 
Esta ecuación equivale á decir que: 
L a esfera a, ^ y, o es octogonal á una esfera fija. 
E n efecto; tomemos una esfera ao, [á,,, y0, lü. La condición de 

ortogonalidad de las dos esferas consideradas, se escribe así: 
aoa + PdP + Y ' 0 y — 8 - 5 ü = o. 

Si pues D no es nulo, se puede identificar esta ecuación con la 
ecuación lineal precedente, haciendp 

A B C _ E^ 
a0 = — - Pü — ) j'o — J} ' 0,1 I) ' 

noción desarrollada por Lie y Daboux. 
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Si ü = o, se tiene solamente 

Aa + Bfi - f Cy -f- E = o, 

ecuación que expresa que el centro de la esfera a, [¿, y, 8 está en 
un plano, y es por consiguiente ortogonal á éste. Así, cuando D = o , 
la esfera á la que son ortogonales todas las esferas (a, p, y, o) se 
reduce á un plano. 

Observemos que si a-,, -f- \i-0 - f v-0 —• 2o0 i= o, ó lo que es lo 
mismo, si 

A- + B- + C- — 2 E D = o, 

la esfera fija se reduce á un punto, y todas las esferas (a, y, o) 
pasan por este punto. 

La interpretación de las ecuaciones en a, ¡3, y, o es más compli
cada cuando el grado de estas ecuaciones es superior al primero. 
Diremos que las esferas cuyas coordenadas a, [3, y, o verifican á 
una ecuación de grado m, F (a, ¡3, y, o) = o, forman un sistema 
de grado m. 

§ 4 . 0 PROPIEDADES DE LAS SUPERFICIES ANALAGMÁTICAS 

2 6 1 . CONSIDERACIONES PRELIMINARES. Conviene ante todo 
recordar algunas ideas expuestas por Transon y Laguerre. 

Según Poncelet, todas las circunferencias trazadas en un plano 
pasan por dos puntos fijos imaginarios, situados en la recta del i n 
finito, á los que Laguerre llamó umbílicos del plano, I , J. 

Recta isótropa es toda recta que pasa por uno de los puntos I , J. 
El conjunto de estas rectas forma dos sistemas distintos, el uno 
compuesto de rectas paralelas entre sí, que pasan por I , el otro 
compuesto de rectas paralelas entre sí, que pasan por J. 

Por cada punto de un plano pasan dos rectas isótropas de sis
tema diferente, cuyo conjunto forma una circunferencia de radio 
nulo. E n un plano real, toda recta isótropa contiene un punto real 
y solo uno, en el que corta á la recta isótropa, que le es imagina
riamente conjugada. 
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Si por un punto fijo, real ó imaginario, se trazan diversos pla
nos, cada uno de éstos contiene dos rectas isótropas, que pasan 
por el punto fijo. 

Las rectas así obtenidas se hallan situadas en un mismo cono 
de segundo grado, que puede considerarse como una esfera de ra
dio nulo, cuyo centro es el punto fijo, el cono isótropo, formado por 
todas las rectas isótropas que pasan por dicho punto, y todos los 
conos isótropos cortan al plano del infinito según una misma có
nica, común á todas las esferas trazadas en el espacio, la umbilical. 

Por una recta se pueden trazar dos planos tangentes á la umbi
lical, los planos isótropos. E l par de estos planos isótropos que 
pasan por una recta dada, se halla cortado por un plano perpen
dicular á la recta s egún dos rectas isótropas. Por una recta isótropa 
solo puede pasar un plano isótropo, porque esta recta corta al plano 
del infinito en un punto de la umbilical. 

Esto sentado, si consideramos un punto imaginario a del espa
cio y su conjugado 0', por cada uno de ellos podremos concebir 
que pasa un cono isótropo, y estos dos conos se cor tarán según 
una circunferencia real A, cuyo plano será perpendicular á la recta 
real que une á dichos dos puntos imaginarios conjugados a y a . E l 
centro de dicha circunferencia será el punto real O, medio del seg
mento aa; y si la distancia Oa se representa por R?, su radio ten
drá el valor real R. 

Los dos puntos imaginarios a y a determinan completamente 
la circunferencia A, y recíprocamente , dado un círculo real A, por 
éste sólo puede hacerse í)asar dos conos isótropos, cuyos vértices 
son los puntos a y a . La posición de dicho círculo en el espacio 
determina pues, los dos puntos a y a; y diremos que el círculo A 
determinado así, es el círculo representativo del par de puntos ima
ginarios a y a'. Dichos círculo y par de puntos pueden expresarse 
por las notaciones (A) y {a, a'). 

Consideremos en el espacio una curva geométrica cualquiera, 
real ó por lo menos, definida por ecuaciones reales, es decir, tal, 
que cuando pasa por un punto imaginario, pasa también por el 
imaginario conjugado. 
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Dado un círculo real del espacio, este círculo representa un par 
de puntos imaginariamente conjugados. Y para que estos puntos 
pertenezcan á la curva dada, es necesario que este círculo satisfaga 
á ciertas condiciones determinadas por la naturaleza de la curva. 

Laguerre aplica estas consideraciones generales (•*) al estudio 
de las superficies analagmát icas de cuarto orden, que Moutard de
finió como superficies que tienen la umbilical como línea doble, ó 
como envolventes de esferas cuyos centros recorren una superficie 
de segundo grado A que cortan ortogonalmente á una esfera fija S, 
esfera directriz de la superficie, cuyo centro es un polo principal 
de la analagmát ica engendrada. 

Laguerre modificó esta definición de la manera siguiente: Se 
traza á la superficie de segundo grado A un plano tangente cual
quiera que corta á la esfera directriz S según un círculo; se pueden 
hacer pasar dos conos isótropos, cuyos vértices son evidentemente 
dos puntos recíprocos con relación á la esfera directriz. Estos dos 
puntos engendran la superficie analagmática , envolvente de las es
feras, cuyos centros se hallan en la superficie A y que cortan orto
gonalmente á la esfera directriz, cuando el plano tangente toma 
todas las posiciones posibles en la superficie A . 

Y, habiendo Moutard demostrado, que la superficie así definida, 
puede engendrarse de cinco maneras diferentes por medio de cinco 
superficies de segundo orden A, A , , A.2, A3, A4 y de cinco esferas 
directrices correspondientes á estas superficies, teniendo la su
perficie analagmát ica cinco polos principales de t ransformación, 
Laguerre da el modo de hallarse relacionadas las superficies de se
gundo orden que pueden servir para la generación de una a l agmá-
tica dada y cómo se refieren geométr icamente á las focales de esta 
analagmática (**), de manera que conocido uno de los cinco mo
dos de generación, se determinan inmediatamente los otros cuatro; 
como sigue: Circunscríbase ima desarrollable á la superficie de se
gundo orden y á la esfera coi-respondiente. Las cuatro lineas dobles 
de esta desarrollable pertenecerán á las cuatro superficies de segun-

(*) Alémoire sur Vemploi des imaginaires, etc. (Nouv. Ann. 1872) 
(**) Sur quelques propiétés des surfaces anallag. (Soc. ph i l . 1868). 

29 
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do orden, homofocales á la primei'a, que serán las superficies de los 
otros cuatro modos de generación (*). 

Observación. No deja de tener interés para seguir esta teoría 
resumir las ideas fundamentales expuestas por Moutard en su Note 
sur la transformation pa r rayons vecteurs reciproques (Nouv. ann. de 
Math. 1864, pág. 306), y en su trabajo Sur les sur faces anallag-
matiques, publicado también en ía pág. 536-539. 

«La transformación de una superficie por radios vectores recí
procos da en general una transformada de grado doble, quedando 
tan solo exceptuada esta regla cuando la superficie propuesta con
tiene el circulo del infinito ó el polo de transformación. Sea 1.0 m el 
grado de una superficie. 2.0 p el grado de multiplicidad del polo, es 
decir, el número de puntos de intersección de la superficie con una 
transversal cualquiera, trazada desde este polo, que se hallan con
fundidos en este punto { p = o para un polo exterior). 3.0 ^ el grado 
de multiplicidad del círculo del infinito, es decir, el número de hojas 
de la superficie que lo contienen. 4.0 m', p ' , q' números análogos á 
los precedentes, relativos á la superficie transformada por radios 
vectores recíprocos. 

Estos seis números se hallan ligados por las tres relaciones 

rrí — 2111 — p — 2^, p ' = ni — 2^, q' = m — p — q 

y sus equivalentes 

m = 2m — p ' — 2q', p = m — 2q\ q = m' — p ' —• q'. 

Cuando p + 2q = m, la transformación no altera ni el grado 
de la superficie, ni el grado de multiplicidad del polo, ni el grado de 
multiplicidad del círculo del infinito.» 

Propone Moutard enseguida llamar superficies ana lagmát icas á 
las que gozan de la propiedad de transformarse en sí mismas, por 
una elección conveniente del polo y del parámetro de transforma
ción, llamando polo pr incipal al polo para el que se realiza esta 
condición, esfera pr inc ipa l á la esfera cuyo centro es un polo prin-

(*) Sur quelques propiétés des surfaces anaUagmaiiques (Soc. ph i l . 1868;. 
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cipal y cuyo radio es la raíz cuadrada del parámet ro correspon
diente de transformación. 

Observando además que toda superficie analagmát ica puede 
definirse como el lugar de las intersecciones sucesivas de una es
fera, sujeta á cortar ortogonalmente á la esfera principal, cuyo 
centro describe una superficie directriz fija; y cuando la superficie 
directriz admite generatrices rectilíneas, la propuesta admite gene
ratrices circulares; cuando aquélla es desarrollable, uno de los 
sistemas de líneas de curvatura de la propuesta consiste en cir
cunferencias.» 

«Además, las superficies de tercer orden, que contienen el 
círculo del infinito, y las de cuarto orden, que contienen á este 
círculo como línea doble, son en general analagmát icas con rela
ción á cinco polos diferentes, entre los que son reales tres, por lo 
menos. Las cinco esferas principales se cortan ortogonalmente, dos 
á dos, resultando que la recta de unión de dos de los polos es per
pendicular al plano de los otros tres, ó que, cada uno de los te
traedros, cuyos vértices son cuatro polos principales, tienen sus 
alturas concurrentes en un punto, que es el quinto polo principal. 
Y si se toma por polo de transformación la intersección de las al
turas, de una de las caras de estos tetraedros, con un parámet ro 
conveniente de transformación, la transformada es simétrica de la 
propuesta con relación á la cara del tetraedro. Llamando á dicho 
punto polo secundario, se ve que existen, en general, diez polos se
cundarios para las ana lagmát icas de tercero y cuarto orden. E n 
las del tercero, los cinco polos principales y los diez polos secun
darios se hallan en la superficie.» 

Citaremos entre las conclusiones expuestas en las notas de 
Moutard que, siendo una linea foca l de la superficie analagmática, 
la intersección de cada superficie directriz con la esfera pr inc ipa l 
correspondiente, cuando dos superficies analagmát icas tienen una 
línea focal común, tienen los mismos cinco polos principales y las 
mismas cinco líneas focales, que son homofocales. Dos superficies 
analagmáticas de cuarto orden se cortan según ángulo recto; su lí
nea de intersección es una línea de curvatura en cada una de ellas. 
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Por todo punto del espacio es posible trazar tres superficies 
analagmáticas de cuarto orden que tengan una línea focal dada. 
Para obtener sus directrices, basta construir las tres superficies de 
segundo orden que contienen la línea focal, siendo tangentes al 
plano, lugar de los puntos de igual potencia respecto á la esfera 
principal y al punto dado.» 

Entre las cinco superficies directrices homofocales de una su
perficie analagmática dada de cuarto orden, existe un hiperboloide 
de una hoja, y pueden existir tres.» 

También es oportuno recordar el trabajo de M . Darboux, in
serto en el mismo tomo de Nouv. ann. (págs. 156-165), Sur les 
sections du tore, donde considera la superficie recíproca de un 
cono que comprende como casos particulares el toro y la cíclida. 

Citaremos solamente los siguientes resultados: 
Cuando se transforma el toro por radios vectores recíprocos, 

tomando el polo de transformación en el interior de la superficie, 
existen dos esferas inscritas, que pasan por el polo y que se trans
forman en planos. La cíclida podrá considerarse como la envolven
te de las esferas tangentes á dos planos y á una tercera esfera. Pero 
los dos planos tangentes á las esferas inscritas, que pasan por el 
polo, cortan al toro según dos curvas que tienen un foco en el polo 
de transformación. Así pues, las recíprocas de estas curvas serán 
óvalos de Descartes; luego 

Cuando la cíclida pueda considerarse como la envolvente de 
las esferas tangentes á una esfera y á dos. planos, se tendrán dos 
secciones planas paralelas á estos dos planos que darán los óvalos 
de Descartes.» 

2 6 2 . DEFINICIONES. Sea una superficie que tiene las propie
dades de ser su inversa con relación á una esfera S cuyo centro 
es O y el radio Vp"- Si se toma un punto M en la superficie, el radio 
vector OM debe cortarla en un punto M ' tal, que 

OM . O M ' == 0 . 

E l lugar de M y el de M ' son dos hojas de superficie, inversas 
entre sí. Los planos tangentes en M y M ' á la superficie deberán 
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formar ángulos iguales con el radio vector OMM' . Pero se puede 
dar á este teorema un enunciado más preciso y útil. 

Tracemos por M la esfera Q, tangente á la superficie, y que ade
más sea ortogonal á la esfera X. Esta esfera Q va á conservarse en 
la inversión que admite á E como esfera directriz. Pasará pues por 
el punto M ' , y puesto que es tangente en M á una hoja de la su
perficie A, debe ser tangente en M ' á la hoja inversa. Resulta pues el 

TEOREMA. Si M J/ M ' son dos puntos correspondientes de dos 
hojas inversas de la superficie A, existe una misma esfera Q, tangen
tes á la vez en M y en M' d estas hojas. Además Q es ortogonal á la 
esfera directriz V. 

2 6 3 . CASOS. Distinguiremos dos casos, según que la esfera Q 
dependa de dos ó de un parámetro . 

En el primer caso, la superficie será la envolvente de una fami
lia de esferas dependientes de dos parámet ros y sujetas á perma
necer ortogonales á una esfera S. 

E n el segundo caso, la superficie será una envolvente de esfe
ras dependiente de un solo parámet ro y ortogonales á la esfera 2 . 

Estos dos casos son esencialmente distintos, pues en el segundo, 
las superficies son tangentes á sus esferas envolventes á lo largo 
de una circunferencia, lo que atribuye á estas superficies una fami
lia de líneas de curvatura circulares. 

Examinemos el primer caso. Las esferas Q están sujetas á ser 
ortogonales á una esfera fija 2 y, en segundo lugar, á formar parte 
de un sistema F (a, ¡3, y, 5) = o, puesto que estas esferas dependen 
tan solo de dos parámet ros . Si S es una verdadera esfera, no dege
nerada en un plano, y siendo 

on = o 

la condición de ortogonalidad, se podrá obtener 3 por medio de esta 
ecuación, y F = o se reducirá á í> (a, (3, y) = o. 

Se puede pues, en este caso, definir las esferas ü diciendo, que 
son esferas sujetas á tener su centro en cierta superficie D y á 
permanecer ortogonales á una esfera fija £ . La superficie D se llama 
deferente y la esfera S, esfera directriz. 
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Este modo de generación no tiene significado, si la esfera S se 
reduce á un plano. Este plano es entonces el lugar del centro. La 
condición de ortogonalidad tiene la forma 

Aa + + Cy + E = o, 

y de la ecuación F (a, (3, y, o) = o no puede desaparecer o. La no
ción de sistema tiene la ventaja de aplicarse á todos los casos. 

TEOREMA RECÍPROCO. Las esferas de dos parámetros , que perma
necen ortogonales á una esjera j i j a S, envuelven á una superficie 
analagmát ' .ca. 

Sean una esfera Q y dos esferas próximas Q! y Q". Estas tres 
esferas se cortan en dos puntos M , M ' , y como o, centro de tiene 
la misma potencia p en estas tres esferas, es necesario que o esté 
en el eje radical M M ' . Además , se tiene 

OM . O M ' = p . 

Pero M y M ' son los dos puntos en que la esfera Q es tangente 
á su envolvente A. Se ve, por esta relación, que las dos hojas de 
esta envolvente son inversas entre sí con respecto á la esfera S. 

E l teorema queda demostrado. Pero se observará que si I es el 
centro de la esfera Q é F, I " los de las esferas próx imas Q! y ü" , las 
mutaciones 11', I I " se verifican en el plano tangente en I á la super
ficie deferente, lugar de este centro I . Llamemos TT á este plano 
tangente, que por ser el plano de los centros de las tres esferas 
Q, Q', Q", es normal á la cuerda común M M ' en su medio P. Así, el 
plano trazado por el medio P de M M ' normalmente á esta recta M M ' , 
es tangente en el punto I á la superficie deferente. 

Sean (a0j ft,, To, 5o) las coordenadas de la esfera S, cuya ecua
ción será 

x- + / ! + z1 — 2(vr — 2%y — 2yo2 -h 2otí = o; 

y sean x , y , z las coordenadas del punto M , x \ y \ z' las del M' . 
Hagamos, por brevedad, 

/ == R2Ü = a"2o + P2o + T"2o — 2o0. 

Se ve que Ro es el radio de la esfera S y / la potencia de inversión. 
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Puesto que los puntos 2), {x \ y', z'), (a0J [30) y0) es tán en 
línea recta, tenemos 

«o —.3o = ^ ] / — a0)¿ + ( / — Po)"2 + — ^o)2 
* — J - P o ^ . r — a0)2 + ( j — ptí)á + — ^o)2 

P 
- [x — *oy -V {y - $0f + (£; — To)« 

La ecuación del plano trazado por el punto 

+ x ' y -{- y ' ^ + 

(1) 

2 2 2 

normalmente á M M ' , es 

( , _ e , ) ( x - ^ ) + 0 ' l , p 0 ) ( Y - ^ ) 

+ ( ^ - T o ) ( z r _ ) = 0' 

ó bien, {x — a0) X + — $0) Y + — P0) Z 

" ^ [ ( ^ + --O - ao) + ( J + / ) — Po) + ] = o 

E l término independiente se reduce á 

^2 + / + ^ - a20 — p20 — { \ - f — ad) (.r — a0) + 

Además , de la fórmula (1) resulta 

(* ' — «o) — ao) + — ?o) (JP — Po) + (2' — Yo) — To) = A 

lo que conduce á la expresión siguiente del plano normal en P, 

(x - a 0 ) X + { y - P„) Y + - T o ) Z - ± ( ^ - f / - f ^ _ 2 8 0 ) = o. 

Y si se da la ecuación tangencial de la superficie deferente 
* 7], ^, x) = o, que expresa que el plano %x - f riy Kz - \ - t í — o 
es tangente á la superficie; puesto que este plano debe ser tangente 
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en I á la superficie, deberemos tener. 

* L.r — a0, ^ — p , , ^ — y0, o0 l = o, 

relación á que deben satisfacer las coordenadas (.r, y , z) de todo 
punto M de la superficie analagmática. Así: Dada la ecuación tan
gencial de la superficie defei'ente, se puede escribir, sin n ingún cálculo, 
la ecuación de la superficie ana l agmá t i ca . 

OTRA DEFINICIÓN. Sea Q una de las esferas envueltas, I su 
centro, 7t el plano tangente en I á la deferente y O M M ' la perpen
dicular á este plano tangente, trazada por el centro de la esfera di
rectriz. Los puntos de contacto de la esfera Q con la analagmática 
envolvente A son los puntos M y M ' en que esta perpendicular en
cuentra á Q. E l plano TT corta á la esfera S según una circunferen
cia K, cuyos eje y centro son OMM', y P, medio de M M ' . Las dos 
esferas cuyos centros son M y M ' , que pasan por la circunferencia 
K, tienen igual radio, y este es nulo. 

E n efecto, siendo \ este radio, puesto que el plano TI del círculo 
K se halla á una distancia OP del centro de la esfera E; represen
tando por / el cuadrado del radio de esta esfera y por p el radio 
del círculo K, se tiene 

p = P' - j - OP2; y se tendrá también XÁ = P M ' + p2, 

puesto que el círculo K resulta de la sección de la esfera cuyo cen
tro es M , y el radio \ , por un plano trazado á la distancia MP de 
su centro Resulta pues, 

p — V- = OP'2 — PM2 = (OP + PM) (OP — PM;^ = O M . OM' = p\ 

luego V2 = o. 
Los puntos M , M ' son pues centros de dos esferas de radio 

nulo, que se pueden trazar por la circunferencia K, t^aza de la es
fera £ sobre el plano TT, tangente á la superficie deferente. Así pues, 
tendremos el 

TEOREMA. S i se hace rodar un plano TT sobre una superficie D 
y se toma la circunferencia K, traza del plano TC sobre una esfera 
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fija S, cl higar de los centros Ad, M ' de las esfeias de radio nulo que 
pasan por el cíicído K constituye las dos hojas de la superficie ana-
lagmática, que admite á D por superficie deferente y por esfera 
directriz. 

2 6 4 , GENERALIDADES SOBRE LAS SUPERFICIES ANALAGMÁTICAS. 
Siendo las superficies analagmát icas superficies envolventes de 
una esfera variable que permanece ortogonal á una esfera fija (S), 
cuyo centro describe la deferente (B), si M es un punto de la defe
rente y (P) el plano tangente en este punto, la esfera cuyo centro 
es M , ortogonal á (S), será tangente á su envolvente en dos puntos 
m y m colocados s imétr icamente con relación al plano P, y la recta 
mm' pasa por el centro O de (S). 

En efecto, todas las esferas doblemente tangentes cuyos centros 
están próximos al punto M , podrán considerarse como que tienen 
sus centros en el plano tangente (P), y cor tándose en los dos pun
tos buscados m y ni . E l eje radical mm' de todas estas esferas que 
cortan según ángulo recto á la esfera directriz (S), pasa pues por 
el punto O. 

Por consiguiente: Los 'puntos de contacto m y m ' de cada esfera 
cuyo centro es M , doblemente tangente d la ana lagmát ica , se hallan en 
la petpendicular bajada desde el centro O de la esfera directriz a l 
plano tangente á la deferente del punto M , siendo 

Om . Om' = R2, 

fórmula en la que R es el radio de la esfera directriz. 
Pudiéndose considerar una analagmát ica como el lugar de los 

centros de las esferas de radio nulo, que pasan por la intersección 
de la esfera directriz y de los planos tangentes á la deferente, los 
puntos m y m' serán reales tan solo, cuando el plano (P), tangente 
en M , encuentre á la esfera directriz; luego si se circunscribe á la 
deferente B y á la esfera (S) una desarrollable, la curva de ccntacto 
de esta desarrollable y de la deferente dividirá á ésta en regiones, 
para cada una de las cuales el plano tangente cor tará siempre ó no 
cortará nunca á la esfera directriz. 

Las regiones de (B), para las que el plano tangente no corta á 
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la esfera (S) dan, ellas tan solo, puntos reales de la analagmática, 
originando una hoja de igual conexión que la región de que se de
rive. No obstante, para que esta conclusión sea exacta, es necesario 
considerar la región de (B), de la que se deriva la hoja de la analag
mática, como formada por dos hojas distintas, que se reúnen mu
tuamente en el contorno de esta región. 

Sea u. un punto al que se hacen corresponder los dos puntos 
m y m' , centros de las esferas de radio nulo que pasan por la inter
sección de (S) y del plano polar de ¡j. [con relación á (S)]. 

Los puntos m y m serán reales solamente cuando p, sea interior 
á la esfera (S); m, m ' y ^ estarán en línea recta con el centro O 
de (S), y se tendrá 

, X 2R2 
Om . Om' = R2, Om - f Om' = ——. 

Si el radio de la esfera (S),que tiene su centro real,es ] / — i , los 
puntos m y m' siempre reales, se hal larán á uno y otro lado de O, 
y se tendrá: 

2 
Om . Om' = — R'2, Om + Om' = — , 

E n este modo de transformación, á una superficie (B') , lugar 
del punto ¡x, corresponde una superficie analagmát ica (S), cuya 
esfera directriz es (S) y cuya deferente es la polar (B) de B ' con 
relación á (S). 

Para obtener las fórmulas que definen esta transformación, to
memos por origen de coordenadas el centro O de la esfera directriz, 
cuyo radio es R, y sean x , y , z las coordenadas del punto m\ las 
del punto m ' serán 

R** R - j R2g 

E l plano polar del punto [A debe ser el lugar de los puntos 
equidistantes áe m y m'. 

Expresando esta propiedad, la ecuación de dicho plano será 

2 X x 4- 2Yy + 2Zz = R'2 + x- + / + ^ . 
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Si pues ,r, z son las coordenadas del punto ¡J., las fórmulas 
que definen la transformación serán 

.r' = , v ' = - — * 

2R2¿ 

0 = + f + ^ + R'2" 

§ 5-0 CURVAS CÍCLICAS 

2 6 5 . DEFINICIONES. Las curvas cíclicas resultan de la inter
sección de una esfera con una. superficie de segundo grado; y 
puesto que, por la intersección de dos cuádr icas pasan generalmen
te cuatro conos de segundo grado, cuyas generatrices son las 
cuerdas de la curva, debe concluirse que una cíclica, en general, es 
analagmática de cuatro maneras diferentes. 

Una cíclica A, trazada en una esfera fija Q de centro I , resul tará 
de la intersección de esta esfera con cuatro conos H , , H2, H3J H4 
de segundo grado, cuyos vértices O!, o ,̂ o3, o4 forman un tetraedro, 
conjugado con relación á la esfera Q. Los planos Tv T2, T3, T4 
polares de o,, o2, o ,̂ o., con relación á la esfera, es tarán en los pla
nos o.2, o3, o4, oá O.J Oj, o4 o1 oá, o, o2 o3, que cortan á Q según cua
tro círculos ©i, 0;,, 63, 64, cada uno de los cuales será director rela
tivo á una de las cuatro inversiones, que conservan el círculo A . 
Existen pues, cuatro familias de círculos en la esfera Q, bitangentes 
á la curva A, y los círculos r ¿ de una misma familia se rán ortogo
nales á uno de los círculos 6.¿. (*) 

Los centros esféricos N¿, N'Í de los círculos F^, bitangentes á A 
y ortogonales á 0¿, describen una curva, qu^ es la traza sobre la 
esfera Ü del cono H'¿, suplementario del cono H¿. 

E l estudio de estas curvas se hace en la obra citada de M . Dar-
boux y en la de M . Koenigs, considerando éste sus diferentes tipos. 

(*) Koenigs. Legons de V Aqregation classique de Mathématiques, (pág. 131). 
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2 6 6 . GENERACIÓN DE LAS CÍCLICAS. Podemos considerar, se
gún la exposición de M . Darboux (*) los cuatro conos (D), (D,), 
(D.,), (D3) que contienen á la curva, expresando por , ¿z.,, «3, ^ 
sus vértices respectivos. 

Si se trazan todos los planos tangentes, al cono (D) por ejemplo, 
estos planos tangentes cortan á la esfera según círculos, cuya en
volvente es la curva que estudiamos. Todos estos círculos Cortan 
según ángulo recto á un círculo fijo de la esfera, el círculo de con
tacto del cono circunscrito á la esfera, cuyo vértice es el punto a. 
Luego la cíclica puede considerarse como la envolvente de los 
círculos esféricos ortogonales á un círculo fijo. Y para determinar 
este sistema de círculos, bas tará hallar el lugar de sus polos ó cen
tros esféricos. Pero estos polos esféricos están en la intersección de 
la esfera y de las perpendiculares bajadas desde el centro de la es
fera-sobre los planos tangentes. Se hallan pues, en la intersección 
de la esfera y del cono suplementario del cono (D), trazado por el 
centro O de la esfera. E l lugar de los polos de estos círculos es 
pues una cónica esférica (K). Expresaremos igualmente por (K,), 
(K2), (K3) las otras .tres cónicas correspondientes á los conos 
(D2), (D3) y tendremos que: 

Una cíclica puede considerarse de cuatro maneras diferentes como 
envolvente de los círculos ortogonales á un círculo esférico, cuyos po
los se hallan en una cónica esférica.» 

Las cíclicas tienen la. importante propiedad de permanecer in
variables, bajo ciertas condiciones. Si, en efecto, se toma por polo 
de la transformación el vértice de uno de los cuatro conos, a por 
ejemplo, y por módulo de la transformación la tangente trazada 
desde este punto á la esfera, el cono y la esfera no cambian, y por 
consiguiente, su curva de intersección permanecerá invariable. Las 
cíclicas son, pues, en la esfera, curvas aná logas d las llamadas ANA-
LAGMÁTICAS por Moutard, que tienen la propiedad de transformarse 
en s i mismas, cuando se emplea una transfoi mación por radios vec
tores recíprocos, elegida convenientemente.» 

(*) Sur une, classe remarquable de, courbes et de surfaces algébriques, p. 30. 
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M . Darboux clasifica las cíclicas, según que el cono sea doble 
ó simplemente tangente á la esfera y según la naturaleza de los 
puntos de intersección de la curva ó del cono con el círculo del i n 
finito. E n el plano se tiene: 

1.° Las recíprocas ó podares de cónicas. 
2.0 Los óvalos de Descartes^ que tienen dos puntos de retroceso 

en el infinito. 
3 . 0 La cíclida de tercer grado ó cúbica circular. 
4 . 0 L̂ a cíclida general. 
Á estas agrega luego otras divisiones y nos bas tará añadir que 

M. Koenigs, hace un detenido estudio de los diferentes tipos. 

2 6 7 . Focos Y FOCALES. U n foco de una curva ó superficie 
en el espacio es un punto, centro de una esfera de radio nulo b i -
tangente á la curva ó á la superficie. Focal es la curva correspon
diente á los puntos que satisfacen á esta definición. Si este lugar 
se descompone en varias curvas, cada una de ellas recibe el nom
bre de focal. 

Consideremos un foco F de una superficie. E l cono isótropo 
(esfera de radio nulo) cuyo centro es F, es tangente en dos puntos 
xM y M ' á la superficie. Sean T: y TC' los planos tangentes al cono 
isótropo, á lo largo de las generatrices F M y FJVL', y sean I é Y los 
puntos del infinito de estas generatrices. Los planos y -K' son tan
gentes respectivamente en I y en I ' al círculo del infinito. 

Supongamos ahora que el punto F describa la focal que lo 
contiene; los planos ^ y TU' rodarán en el círculo del infinito y en la 
superficie, engendrando dos hojas de la desarrollable circunscrita á 
la vez á la superficie y al círculo del infinito. Las rectas I M é I ' M 
se hallan en las generatrices de contacto de estas hojas con los 
planos TT y 7/. Puesto que estas rectas se cortan en el punto F, se 
ve que la focal, lugar de este punto, será una curva de intersección 
de las dos hojas de la desarrollable considerada. Será pues, una 
curva doble de la desarrollable circunscrita á la vez a l círculo del 
infinito (desarrollable isótropa) y á la superficie. 

Las focales de una curva ó de una superficie son las curvas dobles 
de la desarrollable isótropa circunscrita á las mismas. 
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Se MmsL focal singular de una superficie, á la desarrollable cir
cunscrita á la superficie, según el círculo del infinito. 

2 6 8 . Focos Y FOCALES DE LAS CÍCLICAS. Consideremos una 
cíclica esférica. Sea (D¿, 0*) un modo de generación y Vi los círcu
los envueltos correspondientes. Una esfera de radio nulo, bitangente 
á la cíclica, corta á la esfera Ü que la contiene, según un círculo 
bitangente, cuyo plano es necesariamente tangente á uno de los 
conos Hp H2, H3, H4. 

Las focales son ellugar de los vértices délas esferas de radio 
nulo trazadas por todos los círculos Vi. Este lugar es una cíclica, 
intersección del cono H ' ; , (concéntrico con Ü y suplementario de Hf) 
con la esfera S¿, concéntrica con H¿, que corta á ü según ángulo 
recto, á lo largo de 0». Llamemos á esta cíclica. Puesto que hay 
cuatro conos H'¿ y cuatro esferas I ¿ , tendremos cuatro cíclicas <i>¿, 
focales de la propuesta ^o. 

Las cinco cíclicas 4>0, %, *.2, $3, % forman una configuración 
notable; son focales las unas de las otras. 

Las cinco esferas que las contienen son ortogonales, dos á dos. 
2 6 9 . TRANSFORMACIÓN POR RADIOS VECTORES EN LAS CÍCLICAS. 

Indicaremos tan solo, que si se toma el polo en uno de los focos de 
la cíclica, expresando por r la distancia á este foco y por r ' , y r" 
las distancias á los otros dos focos, situados en el mismo círculo 
director que el primero, la ecuación cíclica, 

ar + br' + cr" = o, 

se transformará en una ecuación de la forma - f ¿R' = C. 
De manera que: Toda cíclica se transforma en los óvalos de 

Descartes, cuando se coloca el polo de transformación en uno de los 
focos situados en la esfera que contiene á la cíclica. 

E n particular, si el polo de transformación es uno de los puntos 
de intersección de tres esferas que contienen las focales, la trans
formada será Lina cónica esférica. Así: 

Toda cíclica puede considerarse como la transformada por radios 
vectores recíprocos de una cónica esférica. 

Añadi remos que: Las cíclicas homofocales se cortan según án

gulo recto. 
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2 7 0 . PUNTOS ASOCIADOS EN EL PLANO. E n coordenadas rec
tangulares, la distancia de un punto {y, x) á un punto fijo del plano 
se expresa por la fórmula 

8* = 4. { y — b ) \ 

ó o2 = (,r -\- y¿ — a — bi) {x — y i — a-\- bi). 

Sustituyamos á las cantidades ,r, y las coordenadas u, v, defini
das por las fórmulas u = x + y i , v = x — y i . 

Y si se hace a. = a -\- bi, fi = a — bi, 

se obtendrá o2 = (u — a) (v —• p). 

Esto sentado, sean dos puntos P, Q, y tracemos por és tos ' rec tas 
á los puntos circulares del infinito. 

Estas rectas se encuentran en dos nuevos puntos P', Q', que se 
llaman asociados de los primeros. A su vez P y Q son asociados 
de P' y Q'. 

Se puede decir que dos pares de puntos asociados son dos 
pares de vértices opuestos de un cuadrilátero, cuyos otros dos vér 
tices opuestos son los puntos circulares I , J. Sean 

u = a, v — ft; u — a', v — ^' 

las coordenadas respectivas de P y Q. 

Las de los puntos asociados P' y Q' serán por ejemplo: 

u = a, v = (3'; u = a', v = ft. 

Y con respecto á un punto M del plano, tendremos 

MP2 = ' ( « . — a) {v — |3), MQ2 = i u ~ a') {v — 

MP'2 = {u — a) {v — ¡3'), MQ'2 = (« — a') (z; — ¡3), 

de donde MP . MQ = M P ' . MQ', 

luego: E / producto de las distancias de un punto cualquiera del 
plano á dos puntos fijos es igual a l producto de las distancias del 
mismo punto á los dos puntos asociados. 
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Sea ahora w el ángulo que forma PM con el eje de las ,r; 
tendremos 

x — a — MP eos to, y — b = MP sen w; 

luego u — a = MP. eM\ ^ — (3 = MP. e^, 

u — a 

El ángulo PMQ, según el que se ve el segmento PQ, es igual á 
la diferencia de los ángulos w y 0/ que forman MP y MQ con el 
eje de las -r, luego: 

^2í(PMQ) _ ¿,21(0)—ü)')—. . _ ^ Ll L_: = 

v — p ' v — P i u — y ' ) { v — p) \MQ'Í 

y, extrayendo la. raíz cuadrada, 
MP' . ; . MP 

~~ MQ' y M Q ' 

luego: La relación de las distancias de un punto M del plano á dos 
puntos es igtial á eiV, expresando V el ángulo según el que se ve desde 
dicho punto el segmento formado por los puntos asociados. 

271 . PUNTOS ASOCIADOS EN LA ESFERA. Las propiedades de 
los puntos asociados tienen sus análogas ' en la geometr ía esférica. 

Si transformamos una figura plana por radios vectores recípro
cos, al plano corresponde una esfera. Á las rectas del plano que 
pasan por I , corresponden las generatrices de un mismo sistema de 
la esfera. Á las rectas que pasan por J corresponden las generatri
ces del segundo sistema. Se ve pues, que toda generatriz de la es
fera tiene un punto real, y que las generatrices de un sistema son 
imaginarias conjugadas de las del otro. Luego, á un cuadrilátero 
del plano, cuyos vértices opuestos son los puntos I , J, corresponde 
en la esfera un cuadri látero rectilíneo formado por dos generatrices 
de cada sistema, resultando la construcción de los puntos P' y Q' 
asociados de P y Q. 

Por P y Q se t razarán las dos generatrices rectilíneas de la es
fera que pasan por estos puntos. Estas dos generatrices se cortan 
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en dos puntos P' y Q', que se l lamarán los asociados de los prime
ros. La recta P' Q' es la polar de PQ; y por consiguiente, si uno 
de los pares PQ, P' Q' es real, el otro será imaginario. 

M P . M P 
Siendo igual á la unidad en el plano la relación j ^ p - ^ Q / ^E ÂS 

distancias de un punto M á los cuatro puntos P, Q, P', Q', será cons
tante en la esfera, y se tendrá 

MP . MQ M P ' . MQ' 
PQ2 = ± P'Q,á ; 

luego: En la esfera, existe ttna relación constante entre el producto 
de las distancias de un pttnto cualquiera M á dos puntos fijos P, Q 
y el producto de las distancias de un mismo punto á los puntos aso
ciados P' y Q'. 

§ 6.° SUPERFICIES CÍCLIDAS 

2 7 2 . DEFINICIÓN. Las superficies, envolventes de las esferas 
de un sistema de segundo grado, ortogonales á una esfera fija se 
han llamado ciclidas por M . Darboux. En las cíclidas, la deferente 
es una curva ó una superficie de segundo grado. 

2 7 3 . PROPIEDADES GENERALES DE LAS CÍCLIDAS. Sea la superficie 

(x* + / + z j + 2u , (.r2 + / + 02) - f % = o, ( i ) 

en la que y z¿2 representan polinomios de primero y de segundo 
grado, respectivamente. Esta ecuación contiene 13 constantes, y 
representa la cíclida m á s general de cuarto orden. Se puede escri
bir bajo la forma 

( ^ + / + ^ + ^ ) = U2, (2) 

expresando U.2 un polinomio de segundo grado. 
Puesto que las cíclidas tienen por línea doble al círculo del in f i 

nito, toda esfera las cor tará según una curva de cuarto orden, 
situada en una superficie de segundo, pues si buscamos la inter-

30 
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sección de la cíclida con la esfera, cuya ecuación es 

la ecuación de la cíclida puede sustituirse por la siguiente 

•z;2, -f- 2 u¡ vi~\-u2 = o, 

que representa una cuádrica, cuya intersección con la esfera será 
la curva buscada. 

Si escribimos la ecuación ( 2 ) bajo la forma 

+ / +- ^ + «i + x)2 = u2 + 2^ + + y 2 + é + X2' 
las superficies (V), representadas por la ecuación 

U2 + 2 X ( W l + ^ + / + ^ ) + ^ = V = o, 

en la que X es arbitraria, serán tangentes á la cíclida en todos los 
puntos de una curva situada en la esfera 

+y2 + z2 + ^ + x = 0. 
Si consideramos la ecuación (2), observaremos que, haciendo 

cambiar de dirección los ejes, de manera que los nuevos ejes sean 
paralelos á los ejes de simetría de la cuádrica U.^, se podrá hacer que 
desaparezcan los términos rectangulares en U2; después se podrá, 
por una traslación paralela, suprimir el polinomio uv y reduciremos 
la cíclida á la forma 

K = (,r2 + z - f + 4 A.r2 + 4 A ' / + 4A ' ' z* 

+ 8 C * + 8 C ' > + 8C" ^ + 4 D = o. 

Cortemos la superficie por la esfera (T), cuyas ecuaciones son 

T = + / + ^ — 2P = o, P = + + h\ 

La curva de intersección estará expresada por 

P2 + Ax- + A ' / + A" + 2 C x + 2 C ' y + 2C" z + D = o 

x2 + y + ^ — 2? = o. 

Las condiciones para que la esfera corte á la cíclida según dos 
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círculos, se expresa por 

X ^ + x - ^ A ' + ^ + D - X ! = L = 0 « 

a2 y? 
A — A + X — A ' + X — A" = 1 

Ca C B C 'y 
o2 = — X — — — — S M 

X — A X — A ' X — A w 

La primera de estas ecuaciones determina cinco valores para X. 
Por lo tanto, las esferas doblemente tangentes á la superficie se d i 
viden en cinco series distintas. 

Concluiremos, sin entrar en detalles, que: 
Una cíclida de cuarto orden puede, en general, considerarse de 

cinco maneras distintas como envolvente de una serie de esferas que 
cortan, según ángulos rectos á una esfera j i j a , cuyos centros descri
ben una cuádricajija. (*) 

Sin entrar en detalles, que pueden verse en las obras citadas, 
extractaremos del razonamiento de M . Koenigs que, partiendo de la 
ecuación tangencial de la deferente, demuestra el 

TEOREMA. LOS puntos del circulo del injlnito son puntos dobles 
de la superjicie. 

La ecuación de la esfera directriz es 

-r"2 + y + — 2v-x — 2$y — 2y¿? + 2 § = o. 
La de la superficie cíclida 

F (-r — a, y — p, z — y, o _ 1 = o, 

es decir, 

D ^ } + 2[c {x - a) H - ^ C r - P ) + c" { 8 - i ) ] 

x -2 \ + A (.r — a)2 - { - A ' {y —13)2 + A" {z — y)2 

+ 23 {y—$) (5—y) + 2 6 ' ( ¿ r -y ) {x—a) + 2 B " ( , r —a) [ y — $ ) = o , 

(*) Darboux, obra citada, pág. 116. 
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ecuación que reduce á la forma 

D - f / + z ' f - 4 ( O + C ' > - f c" ^ + / + ñ 

expresando o un polinomio de segundo grado. Si hacemos homo
génea esta ecuación, cuyo primer miembro expresaremos mediante 
la notación $ {x, y, z, t), tendremos 

^— = 4D (.r2 - } - / . 4 - ^ ) ^ — 4^ — = 4D (.r2 4" " J y — 4^2 

—- = 4D (,r2y2 j ; / — 4^3, 

^ - = - 4(C.r 4- C'jy + C" z) {x* + f -\- z*) + ^4; 

y se ve que, para todos los puntos del círculo del, infinito se tiene 

¿ = o, .r2 4-/2 4- ^ = 0) 

lo que conduce á las relaciones que demuestran el teorema 

Sí) 3* 3<I) 3$ 
T/y 

Si D no es nulo, resulta una superficie de cuarto grado bicircular. 
Si D = o, el plano del infinito es tangente á la deferente (pa

raboloide ó parábola) , reduciéndose la superficie á 

4 {Cx 4- c > 4- C" z) {xn- + f 4- ñ + ^ ( ^ ^ 0 = o> 

superficie de tercer orden, á la que corta el plano del infinito según 
• el círculo del infinito 

(x* 4 - / 4 - z'2 = o) y según la recta (cx + c'y c"z = 0), é = o. 

Tenemos así una superficie cúbica circular. 
2 7 4 . FORMA GENERAL DE LAS CÍCLIDAS. Para tener una idea 

de las formas de las cíclidas, basta discutir las ecuaciones (2), 
(3), (4) de la pág. 451, que determinan los diferentes modos de ge
neración de la superficie. 

Desde luego se ve que la ecuación (2) tiene por lo menos tres 
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raíces reales con relación á l . Cada una de és tas se halla en uno 
de los intervalos A, A ' , A", oo. 

A toda raíz comprendida entre A y A ' corresponde una defe
rente, que es un hiperboloide de dos hojas, A toda raíz compren
dida entre A ' y A " un hiperboloide de una hoja. A toda raíz supe
rior á A " un elipsoide real, y, á toda raíz inferior á A un elipsoide 
imaginario. 

Hay pues, entre las superficies deferentes, tres cuádr icas reales, 
por lo menos: un elipsoide real, un hiperboloide de una hoja, un 
hiperboloide de dos hojas. 

Además , á la raíz única, comprendida en cada uno dé los inter
valos considerados, ó á la menor y á la mayor de las raíces, si hay 
tres en este intervalo, corresponde siempre una esfera directriz con 
centro y radio reales. 

E n efecto, el radio de la esfera directriz es V — L ' , expresando 
L ' la derivada de L . Cuando varia X en uno de los intervalos- con
siderados, la función L es al principio positiva. La derivada L ' será 
pues negativa para todas las raíces de orden impar, contenidas en 
este intervalo. Luego hay tres raíces, de las que la menor y la 
mayor darán un radio real. Por el contrario, el cuadrado del radio 
es negativo para la raíz media. Se concluye pues, que en todos los 
casos, tres de los cinco modos de generac ión de las cíclidas se efec
tuarán con cuádr icas y esferas reales. 

Si la ecuación en X tiene sus cinco raíces reales, los dos últ i
mos modos de generación se hal larán formados por dos superficies, 
que podrán ser dos elipsoides imaginarios, pero de la misma espe
cie. De las dos esferas correspondientes, cuyos centros son reales, 
la una será real; para la otra, el cuadrado del radio será negativo. 

Si la ecuación en X tiene dos raíces imaginarias, solamente tres 
de las esferas que contienen las focales serán reales. 

Si la ecuación en X tiene sus cinco raíces reales, cuatro de las 
esferas son reales, y existe un modo de generac ión que caracteriza 
á la cíclida, el que corresponde á la esfera de centro real y radio 
imaginario. Distinguiremos, para reconocer la fdrma de la cíclida, 
los casos siguientes: 
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i.0 La ecuación X tiene dos raíces , imaginarias . Sea uno de los 
tres modos de generación formando con el elipsoide real (A) y la 
esfera real (S). La desarrollable correspondiente es real y se halla 
constituida por una sola hoja. La curva de contacto de esta desarro
llable, con el elipsoide (A), divide á la cuádrica en dos regiones. La 
una da todos los puntos reales de la cíclida. La cíclida se7'd ima 
superficie, siempre real, formada por una sola hoja de conexión sim
ple. T e n d r á una serie doble de secciones circulares reales, porque 
una sola de las tres deferentes es reglada. 

2.° La ecuación \ tiene todas sus raíces reales. La superficie 
deferente (A), correspondiente á la esfera de radio kf— i es un elip
soide imaginario. La cíclida es imaginaria, 

3.0 Si el elipsoide deferente del mismo modo de generación es 
real, toda recta que pasa por el centro O de (S) corta á la cíclida 
en cuatro puntos reales, correspondientes á los dos planos tangen
tes del elipsoide, perpendiculares á esta recta. La cíclida se compone 
de dos hojas que envuelven al punto O, inferió? la una á la otra, que 
son de conexión simple. Tres de las superficies deferentes son elip
soides reales. 

4.0 La ecuación tiene sus raíces reales y la deferente de un 
mismo modo de generación es un hiperboloide de dos hojas. Siendo 
real el cono doblemente tangente á la cíclida, cuyo vértice es O, la 
cíclida es interior á este cono; está formada por dos hojas opuestas, 
situadas en el interior de cada una de las hojas del cono, de conexión 
simple. Tres de las deferentes son hiperboloides de dos hojas. Existe 
una serie doble de secciones circulares reales. 

5.0 La deferente del mismo modo de generación es un hiper
boloide de una hoja. E l cono doblemente tangente á la cíclida es 
siempre real; pero la superficie es exterior al cono. Se compone de 
tina sola hoja de triple conexión, semejante á un toro. 

Siendo tres de las deferentes hiperboloides reglados, hay seis 
series de secciones circulares reales, dispuestas como las del toro, 
después de haber desdoblado, por una deformación, las secciones 
meridianas y las secciones paralelas, que representan dos series 
confundidas. 
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Existen pues cuatro especies distintas de cíclidas de cuarto 
orden y las de tercer orden, que se reducen mediante una transfor
mación por radios vectores recíprocos de las anteriores, tienen tres 
formas distintas. 

2 7 5 . SISTEMA DE CÍCLIDAS HOMOFOCALES. Dada una esfera (S) 

^ . + y 2 + ^ = R2, ( i ) 

vamos primeramente á obtener la ecuación de las cuádr icas inscri
tas en una desarrollable circunscrita á dicha esfera. Sean 

P¿ = aix' + biy' -}- ciz' - f ¿/,¿R 1 == o (2) (2 = 1, 2, 3, 4) 

las ecuaciones de las cuatro caras del tetraedro conjugado común 
á todas las cuádr icas y á la esfera (S); y supongamos que los 
coeficientes se hayan elegido de manera que se tenga idént icamente 

% P r = P,2 + P22 + P32 + P / = + y"2 + *'* - R2. (3) 

Se verificarán, entre los coeficientes ^ , ^ , a, di, las relaciones 
correspondientes á toda sust i tución lineal ortogonal, y en particular * 

(4) ^ - f ¿>i* + cf + . ' 4 * = i , auaj + + acj + didj = o. (4') 
La ecuación 

^ - ^ Fl + x - 12 + x - ^ P3 + r r r ^ p4 = 0 (s) 

representará las cuádr icas inscritas en una desarrollable A, que 
estará circunscrita á la esfera (S); porque basta, para obtener la 
ecuación de dicha esfera, hacer X = a en la anterior. Y esta ecua
ción podrá escribirse bajo la forma 

a — l 
2 p.'i 1 y p.2 N -i ±1 -r ^ í % — o, 

K — ai 

ó, en vir tud de la identidad (3), 

R — x"2 — y 2 — ¿r'2 p;2 f>* 
\ n + 1 + ; + •. . - f - : — 4 — = o, (6) 
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ecuación que t ra tábamos de obtener. Y para obtener la ecuación 
general de las cíclidas homofocales, apliquemos la transformación 

2R'2,r , 2Ry 

X' = .r2 + / + z1 + R'2' y = + / + ^ + R ' 2 ' ' ^ 

por lo que tendremos 

_ 2^aix + + 2R^^ + ^-R {x* + y2 + ^ — R-) 
1 ~ x'1 + 7 ' + ^ -f- R'2. 

E l plano P¿ = o se transforma en una esfera (S¿), ortogonal á la 
propuesta; y llamando R.; al radio de esta, tendremos 

R"2̂ -2 R W Wc? 
^ ~ ~T^' — ~Tt 

y en vir tud de (4), 

R'2 R 
R»"2 = — - T J , R¿ 

úk)/ — I 

luego, si llamamos Sj á la potencia de un punto con relación á la 
esfera (Si), será 

R-2S,: 

R¿ + + zl + R'O 

y mediante (7), podremos transformar el primer término de la ecua
ción (6), y resultará 

R"2 — x"1 — y - - s'2 = 
x* + y2 + zl — R2\ R2 S'2 

xi + yJ + 0-¿ + R'2 / (̂ •! + ...+R:!) 

expresando S la potencia del punto y , z) con relación á la es
fera (S). Reuniendo estos resultados, la ecuación (6) se reduce á 

(i)•+(l)• + (IJ + (l)• + (l), ; H + + \ + ; = O, Y — a x— aL \ — ¿ r X — a3 k—a4 

ecuación de las cíclidas homofocales. 
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Así pues: La ecuación 
'Si 

en la que S¿ son las potencias de un punto con relación á cinco esfe
ras ortogonales, representa uno cualquiera de los sistemas de cíclidas 
komofocales que tienen cinco esferas (S^) por esferas dii'ectrices. 

Después de quitar denominadores, llegaremos á 

l ( t ) = ° -
276. SISTEMA DE CINCO ESFERAS ORTOGONALES. Sean 

S.¿ = ,r2 + y -f- ¿rH - 2a.iX - f 2$iy - f 2y¿^-f 8 ¿ = o ( i ) ( z = [, 2,...5) 

las ecuaciones de cinco esferas ortogonales. 
Tendremos la relación 

a¿ + |3¿ + ^ y — o¿ — Zj = o, (2 > y ) 

que expresan la ortogonalidad de las esferas, cuyos radios es tán 
dados por las fórmulas 

R¿ = ^ + Í V - f y»2 - 8i, (2) 
y tendremos las identidades 

c>S¿ c)Sy c)S¿ 3Sy c)S,¿ c)Sy 

(3) 

La teoría de las esferas ortogonales es tá comprendida en la 
identidad ya obtenida, que liga la potencia de un punto respecto á 
ellas, 

'SA5 

de lo que se deduce 

a¿8¿ aio{ o¿2 
- o , 1 ^ = 0, ^ = 0, 2 ^ = 0, 2 ^ = 0, 
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y las siguientes 

0 ^ ^ 
^ v —_ 2 — I ü — = 2 • 

R¿- Rj2 R / Rj2 

2 7 7 . PODARES Ó RECÍPROCAS DE CUÁDRICAS. Cuando la defe
rente (A) es tangente á la esfera (S), el tetraedro conjugado común 
tiene dos vértices reunidos en el punto de contacto de las dos su
perficies. Las dos esferas directrices correspondientes se reducen á 
un punto. Su centro común es el punto de contacto de [A) y de 
(S), por tanto: Una de las esferas directrices se redtice á un punto O. 
Sea ( A ^ la. deferente, asociada á este punto-esfera. La cíclida será 
la envolvente de las esferas, cuyo centro está en ( A ^ y que pasa 
por el punto O. Será pues el lugar de los simétricos de O con rela
ción á los planos tangentes de ( A J . E l lugar así formado es homo-
tético á la podar de ( A ^ con relación á los planos tangentes de (A,) , 
respecto- al punto O; luego: La cicllda es una podar de cuádrlca. 

Además , las podares de cuádricas son las transformadas, por 
radios vectores recíprocos, de otras cuádricas . 

M . Darboux, aplicando la regla general para obtener los diferen
tes modos de generación de las cíclidas observa que las cuatro 
líneas dobles de la desarrollable ( A ^ (S) se reducen á: i.0 la curva 
de contacto del cono circunscrito á (A,) , cuyo vértice es O. 2.0 Á los 
tres pares de focales de este cono. De manera que los cinco modos 
de generación se hallan formados: 

1.0 y 2.0 Con ( A ^ y el punto esfera O, que se cuenta por dos 
modos. 

3.0, 4.0 y 5.0 Con cada una de las tres superficies homofocales 
á (A,) que pasan por O, siendo tangentes en O las esferas tangentes 
á la deferente respectivamente asociada, y hal lándose su centro en 
el plano polar de O respecto de ( A , ) . 

Si la cuádrica (A) se reduce á una cónica infinitamente aplana
da, situada en el plano (P), las esferas cuyos centros se hallan en 
esta cónica, pasan por dos puntos fijos, simétricos con relación al 
plano de la cónica, y serán tangentes á la cíclida en todos los puntos 
de un círculo. Y si cortan, según un ángulo recto á una esfera (S) 
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cualquiera, cortarán también según un ángulo recto, á todas las esfe
ras que pasan por la intersección de (S) con el plano de los centros. 
Es decir, que contienen siempre dos puntos reales ó imaginarios. 

Transformando la cíclida por radios vectores recíprocos y, colo
cando el polo en uno de estos puntos, resulta que: Las cíclidas con 
dos puntos dobles son las lecíprocas de conos de segundo grado. 

Citaremos para terminar, los siguientes teoremas, demostrados 
en la obra citada de M . Koenigs: 

Toda esfera bitangente á una cíclida forma parte de un modo de 
generación analagmática de la superficie. 

Toda superficie bicircular de cuarto y toda cúbica circular de ter
cer orden son stiperficies cíclidas. 

Las cuddncas deben considerarse también como cíclidas, pues 
si tenemos 

¿r2 = mx* + nŷ  - f 2px - f 2qy -|->, 

y consideramos las esferas bitangentes, cuyo centro está en el 
plano principal z = o de la superficie, 

x- + / + -2 — 20^ — 2HJI/ - f 2^ = o; 

si eliminamos z1, resulta 

( + I ;;*2) x* + ( 1 4 - ^ ) ^ - 1 - 2 — a ) ^ + 2 ( ? - (3)^ + ^ 2S = 0 . 

La condición del doble contacto se expresa, escribiendo que el 
discriminante de esta ecuación es nulo, lo que da 

(1 + m) (1 {r+2t) — { i + m ) ( p - a)"2 — (1 + n) (q — 3)̂  = o. 

§ 7-° CÍCLIDA DE DUPIN 

t 2 7 8 ' NOCIONES PRELIMINARES. Dupin, en su Applications de 
Géoynetrie et de Méchanique (págs. 200-210) estudia la familia de 
curvas cuya propiedad característica consiste en tener tan solo 
círculos como líneas de máxima y de mínima curvatura, á las que 
llama, por esta razón, cíclidas. 
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Desde luego la esfera está comprendida entre estas superficies 
y aun las superficies de revolución, cónicas ó cilindricas, pues los 
meridianos pueden considerarse como círculos de radio infinito. 
Además , ninguna superficie desarrollable, distinta de estas dos, 
puede tener círculos por líneas de curvatura, porque cada punto de 
la arista de retroceso de esta desarrollable, debe ser un punto de 
retroceso para una de las líneas de curvatura, y el círculo no tiene 
puntos de retroceso. 

A l estudiar la generación completa de las superficies cíclidas, 
observa ü u p i n que, para que la circunferencia sea una línea de cur
vatura en una superficie, es necesario que las rectas, trazadas orto-
gonalmente á la superficie, en cada punto de dicha circunferencia, 
formen una superficie desarrollable y, además , que la circunferencia 
sea línea de curvatura de esta superficie, que será un cono recto 
circular cuya base es la circunferencia. De manera que las super
ficies cuyas líneas de curvatura son circunferencias, tienen la pro
propiedad característica de hallarse cortadas normalmente, en la 
extensión de cada circunferencia, por un cono recto circular. 

Tomemos el vértice de cada uno de estos conos por centro de 
una esfera, en la que se halle esta circunferencia. La esfera tendrá 
los mismos planos tangentes que la superficie buscada, puesto que 
tiene las mismas normales. Luego la superficie general, cuyas líneas 
de curvatura son circunferencias, puede engendrarse de dos mane
ras distintas por el movimiento de una esfera, cuyo radio varía 
convenientemente. Cada generación dará las líneas de una de las 
curvaturas de las superficies cíclidas. Así, por ejemplo, puede en
gendrarse un cono de revolución, primero, por una esfera cuyo 
centro se mueve en una recta, mientras que su radio crece ó de
crece proporcionalmente al camino recorrido por dicho centro, 
siendo circunferencias las líneas de curvatura formadas por esta 
generación. Y este cono puede engendrarse también por una es
fera de radio infinito, es decir, por un plano que forme un ángulo 
constante con el eje del cono. Las líneas de curvatura son enton
ces las rectas meridianas. 

Pasando al caso general, es necesario que cada esfera de la 
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primera generación sea tangente á todas las de la segunda, puesto 
que cada línea de una curvatura de las cíclidas debe hallarse cor
tada por todas las de la otra, y á cada línea de esta segunda cur
vatura pertenece una esfera de la segunda generación. Tres esferas 
de la primera generación bastan para determinar todas las esferas 
de la segunda. Es pues necesario que, tomando tres á tres las p r i 
meras esferas y, determinando todas las segundas, según este dato, 
las segundas esferas sean constantemente las mismas. Y en la posi
bilidad de esta identidad, funda Dupin la existencia de superficies 
distintas de la esfera, el cono y el cilindro de revolución, que solo 
tengan circunferencias por l íneas de curvatura. 

E n estas consideraciones funda Dupin la doble generación de 
las cíclidas que expone en su obra citada. Pero empleando la trans
formación por radios vectores recíprocos, del sistema triple ortogo
nal de esferas, planos y conos que determinan un punto, se puede 
estudiar la cíclida de la manera siguiente. 

2 7 9 . REPRESENTACIÓN A N A L Í T I C A . Consideremos un triple 

sistema ortogonal de conos, esferas y planos. 
Se sabe que, por inversión, un sistema de esferas y de planos 

se transforma en dos sistemas de esferas. Y para obtener la ima
gen del sistema de conos, deberemos trazar al cono tres planos 
tangentes, considerándolo como envolvente de todas las esferas tan
gentes á dichos planos. Estos planos se transforman por inversión 
en tres esferas; y las esferas cuya envolvente es el cono, dan esfe
ras tangentes á dichas tres esferas. La envolvente de estas esferas 
es la imagen del cono, siendo la cíclida de Dupin la superficie en
vuelta por un sistema de esferas tangentes á tres esferas fijas. 

Así pues: La transformada de un sistema triple ortogonal de es
feras, planos y conos, consiste en dos sistemas de esferas y un siste
ma de cíclidas. 

E l sistema de esferas corta á las cíclidas en líneas de curvatura. 
Estas consisten en circunferencias, que son las imágenes de las lí
neas de curvatura del cono. 

Para representar anal í t icamente las transformadas del sistema, 
tomemos una posición especial del sistema de esferas, planos y co-
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nos respecto al centro de inversión. Sea el drigen de coordenadas 
el centro de inversión, mientras que el vértice común de los conos 
se halle á la distancia a de aquél, en el punto A del eje de las X, 
siendo el eje común de los conos paralelo al eje de las Z. Tendremos 
el sistema triple ortogonal de esferas, planos y conos 

x — a -\~ w eos M eos y — w eos u sen ^, z — zv sen u\ 

por la inversión el punto {x,y, z) se transforma en el punto {xvyx, ¡z,), 
y haciendo c — i , será 

x y z 
' r i = . , .... , > = 

y- 4- z- x- -y- y -\- z- x" - H j r - h zl 

Las ecuaciones del sistema triple ortogonal transformado son 

x\ == (a -f- w eos u eos v) : [a? + 2aw eos u eos v + w-) 

y^ = iv eos ti sen v : {a? + 2 azv eos « eos ^ + w2) 

^ = sen u : (a* + 2 «w' eos « eos v + zy2). 

Las cíclidas son las superficies z¿ = const. Para obtener la fi
gura de una cíclida, buscaremos las imágenes de las generatrices 

del cono, obtenidas, por inversión, de la cíclida. 
Las imágenes de las generatrices son circun
ferencias, que pasan por el origen y el punto 

x = — del eje de las X; pues el origen es la ima-a 
gen de los puntos en el infinito de las generatri

ces, y el punto x — ^ la del vértice del cono. 

Figura 115 Estos puntos son pues de retroceso para las cí
clidas. Es decir, que las tangentes á la cíclida 

en estos puntos no forman un plano (plano tangente), sino un cono. 
Si resbala el cono paralelo á sí mismo, hasta que se halle 

el vértice en el punto x = —, del eje de las X , y determinamos 
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todas las circunferencias que son tangentes á las generatrices del 
cono en el vértice, y pasan además por el origen, estas circun
ferencias engendrarán la cíclida. De esto resulta que cada plano 
que pasa por el eje de las X , corta á la cíclida en dos circunferen
cias que coinciden, cuando una de ellas gira alrededor del eje de 
las X en 180O. 

Estas circunferencias forman el primer sistema de líneas de 
curvatura de la cíclida. 

La segunda serie de líneas de curvatura está dada por las imá
genes de las esferas concéntr icas, cuyos centros se hallan en el eje 
de las X . Y puesto que la segunda serie de esferas es ortogonal 
con la primera, obtendremos la segunda serie de circunferencias, 
de lá manera siguiente: Tomemos en el eje de las X un punto 
cualquiera?, exterior al punto de retroceso, y tracemos tangentes á 
cada circunferencia de la primera serie. E l lugar de los puntos de 
contacto da dos circunferencias de la segunda serie. 

Observaremos que, por cada circunferencia de la primera serie 
pasa una esfera tangente á la cíclida según dicha circunferencia, 
transformada del plano tangente del cono cuya generatriz de con
tacto corresponde á dicha circunferencia. Además , por cada cir
cunferencia de la segunda serie pasa una esfera tangente á la cí
clida según dicha circunferencia. Estas esferas son las imágenes 
de las esferas, tangentes al cono, ó á los tres planos tangentes del 
mismo. Por consiguiente, la cíclida puede considerarse de dos mo
dos distintos como envolvente de esferas. 

280. CONCLUSIONES GENERALES. Siguiendo la exposición de 

M. Darboux, se observa que entre las recíprocas de conos de se
gundo grado se encuentra el toro y la cíclida de Dupin, que son 
las recíprocas de los conos de revolución de segundo grado. 

Para precisar las condiciones bajo las que se obtiene la cíclida 
de Dupin, supongamos que se tome una cónica deferente cual
quiera (A), siendo (S) la esfera directriz, tangente en dos puntos a 
y ¿ - a la cónica (A) . Por ser los dos puntos-esferas, arriba conside
rados, doblemente tangentes en « y ^ á (A), serán puntos de la 
focal (A,) de (A). E l cono cuya base es (A) y cuyo vértice es O, 
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será de revolución. Por consiguiente la cíclida será una recíproca 
del cono de revolución. Luego: 

La cíclida de Ditpin es la envolvente de las esferas cuyos centros 
describen una cónica cualquiera {h),y que pasan por un punto de 
la focal (A,) de esta cónica, ó más generalmente, que son ortogonales 
á una esfera cualquiera, doblemente tangente á (A) . 

Esta cíclida tiene cuatro puntos dobles O, y OÍ , a y a', de los 
que dos por lo menos son imaginario*!, pudiendo serlo todos. En 
este caso O y O', a y a serán imaginarios conjugados. 

Puede verse en la obra de M . Darboux que, en resumen: La 
cíclida de Dupin, ó de cuatro puntos dobles, admite dos series de esfe
ras inscritas, myos centros describen dos cónicas focales la una de la 
otra. Admite cuatro puntos dobles, situados por pares en dichas dos 
focales O, O'JJ/ a, o!, y contiene cuatro rectas de longitud nula que 
unen O y Ox á a.y a^ 

E l toro y la cíclida de Dupin se encuentran entre las recíprocas 
de conos de revolución de segundo grado (pág. 436). 

Para terminar, indicaremos simplemente que: 
La cíclida de Dupin, admite además una serie de esferas doble

mente tangentes, cuyos centros describen una cuádrica cualquiera, 
ortogonales á una esfera fija, que es tangente á la cuádrica en dos 
de sus umbílicos, y que por consiguiente, la corta según cuatro 
rectas que forman un cuadri lá tero, cuyos vértices son los cuatro 
puntos dobles de la cíclida. 

Mr. Mannheim considera también á la cíclida como la transfor
mada de un toro (*), para llegar á esta conclusión establece el 

L E M A . Se puede siempre transformar un grupo de tres esfeias 
dadas en un grupo de otras tres, cuyos centros se hallan en línea recta. 
E l lugar de los polos de transformación es la circunferencia que corta 
según ángulo recto á los círculos de las esferas dadas, situados en el 
plano que pasa por sus centros, puesto que es evidente que los polos 
de transformación deben hallarse en el plano de las esferas dadas; 
y si transformamos los círculos máximos , situados en este plano. 

(*> Nouvelles Ármales de Mathématiques, (1860, pág. 67). 
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en otros tres, cayos centros se hallen en línea recta, la misma trans
formación originará, respecto á las tres esferas, otras esferas cuyos 
centros se hallan en línea recta. 

Mr. Mannheim reduce pues, el problema al siguiente: 
Tiansforinar tres circuios en otros tres, cuyos centros se hallan 

en línea recta, pues tomando por polo uno de los puntos de la 
circunferencia, que corta ortogonalmente á las circunferencias dadas, 
dicha Circunferencia ortogonal se transforma en una recta que corta, 
según ángulo recto, á las transformadas de las circunferencias dadas; 
y por cortar esta recta, á las transformadas, según ángulo recto, 
contiene sus centros. 

Y puesto que podemos transformar las tres esferas en otras tres, 
cuyos centros se hallan en línea recta, es decir, transformar la cí-
clida en toro; cuando los centros están en línea recta, podremos 
trazar por esta recta un plano cualquiera que corte á la esfera según 
tres circunferencias, á las que, en general, se pueden trazar ocho 
circunferencias tangentes, simétricas dos á dos; y haciendo girar la 
figura alrededor del eje, resul tarán cuatro toros, y la cíclida se 
compondrá, en general, de cuati o hojas. 

Otras proposiciones establece Mr. Mannheim, que ya se demues
tran en otro lugar, y que pueden verse en la citada Memoria. 

En cuanto á las rectas de la cíclida, que encuentran al círculo 
del infinito, bas ta rá decir que: 

Se obtienen todas las rectas de la cíclida, hallando en cada una 
de las cinco series dobles de círculos, cuáles de éstos son los que 
se descomponen en dos rectas. 

Los centros de estos círculos deben pertenecer á la vez á la 
cíclida y á su focal. Cada cíclida se halla cortada en ocho puntos 
por una de sus focales, y por estos ocho puntos pasan 16 rectas, 
pertenecientes á la cíclida. Estas rectas forman ocho círculos de 
radio nulo. 

M . Darboux observa que, si la cíclida se transforma por radios 
vectores recíprocos, tomando el polo de transformación en la super
ficie, se transforma en una cíclida de tercer grado, y las rectas que 
encuentran al círculo del infinito se transforman en nuevas rectas 

31 
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que encuentran al mismo círculo, concluyendo que: La disposición 
de las 16 rectas de una cíclida es la misma que las de las rectas de una 
superficie de tercer grado, que encuentran á una cónica de esta super
ficie. (Véase la obra de M . Darboux). 

§ 8.° RECAPITULACIÓN 

2 8 1 . HACES DE SUPERFICIES DE SEGUNDO ORDEN. Sean 

Q = S ato Xik = o • = Hóik X Í xk = o 

dos superficies de segundo orde'n. E l haz de superficies 

XQ _ a> o, ó E {laik — bih) xí xh = o, 
contiene todas las superficies de segundo orden que pasan por la 
intersección de las superficies Q y 

La condición para que una superficie de segundo orden dege
nere en un cono es, que se anule su discriminante ] laik — 6ik\ = 0) 
ecuación de cuarto grado. Así: 

Un haz de superficies de segundo orden contiene, en general, 
cuatro conos. 

Los vértices de estos conos son los vértices de un tetraedro. 
2 8 2 . LAS TRANSFORMACIONES Y LOS GRUPOS. Una colineación 

es una transformación que conduce de un punto á o ti o, de manera que 
las nuevas coordenadas tetraédricas son junciones proporcionales á 
junciones ente? as lineales de las primitivas, es decir, que 

4 
ox'i = YtfautXh. 

i 

El orden de una curva ó superficie no se altera por colineaciones', 
y puesto que entran 15 coeficientes en cada colineación: Existen en 
el espacio 0015 colineaciones. 

Además, una superficie de segundo orden depende de nueve 
coeficientes, por tanto: 

Existen 006 colineaciones, que transforman una superficie de se
gundo orden en otra dada del mismo orden, ó que transjorman en la 
misma tma superficie de segundo orden. 
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TEOREMA. 7"!?^^ los movimientos del espacio forman un grupo* 
E n efecto, sean 

X\ = + a,? + a^s + a» y, = b , x + b^y + c, z -\- 60, 
zx = cx x + c.y ^-c^z^- c0 

las ecuaciones correspondientes á la posición primitiva del punto 
0> 7, ¿0 y á su nueva posición (.r,, s j , en las que las nueve cons
tantes au a,2, az, b{, b.,, b.A, cu e3 expresan los coeficientes de una 
susti tución ortogonal, de manera que se tiene 

a\ + + c\ = a\2 + b \ + c\ = a\ - h b\ - f = i 

â  á.2 + b,b, + ĉ.2 = ¿r2«3 + ^^3 H- ¿:,<;3 = ¿r3«i-f ¿ a ^ + 6-3̂  = o, 

siendo el determinante ^ ± â  b.¿ c3 = - \ - i . 
U n nuevo movimiento que coniduzca á la posición {a.2, b.2, ¿s), 

tendrá por relaciones correspondientes 
2 -i-2 —9 — — — 

^ 1 + ^ 1 + ^ 1 = 1 , . . . , «1^2 + M 2 - H ^ 2 = 0, 2 + ^ ^ 2 ^ 3 = 4 - 1 

.̂2 = «1 Xi + a* y x + a¿zx + 

y<i = b,xx + b.2 + bzz -\- ¿0> £r2 == ^ ^ -|- 4- 3̂ ^ - f 70 

Para establecer la equivalencia de las dos series de movimientos, 
eliminaremos xvyu zv y obtendremos las expresiones de xiyfv z.2 
bajo la forma 

.r2 = A , + A2j / + A3 0 - f A0, = B, ,r + . . . , ^ = C, ^ + . . 

expresando las A, B, C funciones de a, b, c y a, b, ~c, que satisfa
cen á las condiciones 

A2! 4- B'2, - j - C2, = 1, , A1A2 - h BjB2 + ..... ~ . 9, 

S ± A . B . C a ^ 4- 1. 

Así pues, las dos series de movimientos son equivalentes. Y 
existiendo 12 parámet ros entre seis relaciones efectivas, resultan 
co6 movimientos del espacio, que forman un grupo de seis p a r á 

metros, 
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2 8 3 . SISTEMAS TETRACÍCLICO Y PENTA-ESFÉRICO. Considere
mos un sistema de coordenadas tetraédricas xx, , xz, ,r4 y la 
ecuación de una esfera Q = o, referida al plano por proyección 
estereográfica. Por valores convenientes del sistema de coordena
das, podemos reducir Q á una forma cuaternaria, cuyo discrimi
nante no sea nulo. Esta determinación de coordenadas xx, x2, x3, 
x i , las cuales se hallan ligadas por la relación Q = o, la podemos 
llevar al plano. Hal lándose las cuatro coordenadas ligadas por tres 
relaciones, solo existen dos cantidades independientes, como suce
de en el plano. Para definirlas, consideremos las cuatro ecuaciones 

Xy = o, x.2 - o, x3 = o, x4 = 0, 

que representan cuatro planos en el espacio, las cuatro caras del 
tetraedro, y por consiguiente dan con la esfera ü = o, cuatro cir
cunferencias. Las coordenadas x.¿, en el plano, se llaman coordena
das tetracíclicas, y los círculos x i — o círculos fundamentales del 
sistema de coordenadas. 

Para determinar las coordenadas, empleemos las coordenadas 
rectangulares homogéneas ?, v], C, T. Se llega á este sistema de 
coordenadas mediante la sust i tución lineal: 

P-r; = Aí l + B n - f + D¿T 

y, efectuando la proyección estereográfica, se expresarán las coor
denadas tetraédricas por las fórmulas 

oxi = 2AiXt - f 2 ^ 1 + d {x1 + y 2 — t*) + Di O2 + / +- f1), 
en vir tud de las relaciones 

p; === 2Xt> pr, = 2yt, = xl + y — f\ pt = r̂2 + j 2 + ¿2. 

x y 
Introduciendo ahora las coordenadas cartesianas X — —. Y = —, 

tendremos 
= (C i + D;) [ X - + Y- + ü - n i J . 

siendo ^ un factor de proporcionalidad; y puesto que el valor de 

X2 + Y2 + aX + {5iY + y 
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expresa la potencia de un punto cualquiera X , Y respecto al círculo 

X^ + Yá + a X + P Y - f y = 0, 
podemos decir que: Las coordenadas tetraédricas de un punto del 
plano son proporcionales á la potencia de dicho punto respecto á los 
cuatro circuios fundamentales. Entre dichas cantidades se verifica 
una ecuación cuadrática Q = o con discriminante no nulo. 

Podemos además enunciar los siguientes: 
TEOREMA I . Las ecuaciones homogéneas de primer grado, entre 

coordenadas tetraédricas, representan un circulo y viceversa. 
TEOREMA I I . Cada transformación circular corresponde á una 

sustitución lineal homogénea de coordenadas tetiaédricas, que dejan 
invariable la identidad Í2, y viceversa. 

Entre los sistemas especiales de coordenadas tetracíclicas, po
demos citar los que corresponden respectivamente á las identida
des, ó formas canónicas : 

tfi^i2 + ¿ 2 ^ + a ,x¿ - f a ,x¿ = o, (A) 
A*i ** + 3̂ ̂ 32 + ^ 4 2 = o, (B) ^ x.2 - f A3 *3 x4 = 0, (C) 

en los casos de ser cuatro los círculos fundamentales (A) , ó dos 

*3 Y ^4 ortogonales, con los puntos circulares xl y x, (B) ó, en el 

caso de que xi y x, se hallen en las intersecciones de x3 y x4, de 

las que pueden considerarse muchos casos, por ejemplo, si (A) es 

2̂ o; 

y á cada punto real corresponden valores reales de dos coordena
das, y á x3, x4 valores conjugados imaginarios de las otras dos 
coordenadas 

y cuando en la identidad tienen x \ y x \ signos contrarios, la iden
tidad (A) toma la forma 

2ipq ± x \ ± x \ == o. (*) 

(*) M. BüClier, Ueber die Eeihenenwichelun/jen der Polential tehorie. 
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M . Bócher, generalizando, hace corresponder estereográfica
mente el espacio de tres dimensiones á una esfera en el espacio de 
cuatro, para llegar á las coordenadas pentaesféricas, como sigue: 

Las coordenadas pentaesféricas x,, xá, x3, x4, xr) de un punto del 
espacio, son proporcionales á las potencias de dicho punto respecto á 
cinco esferas fundamentales. (Estas pueden elegirse arbitrariamente, 
pero siendo ortogonales á una sexta esfera). 

Entre las cinco coordenadas pentaesféricas de un punto se verifica 
una identidad cuadrática, cuyo discriminante no es nulo. 

Toda sustitución lineal homogénea de coordenadas pentaesféi icas 
puede considerarse como una transformación de coordenadas. 

Si las cinco esferas fundamentales son ortogonales entre si, se 
verificará la identidad 

5 
X aiXp = 0, etc. 
1 

y llegamos á los resultados conocidos: 
Las ciclidas son superficies que pueden representarse por ecua

ciones homogéneas de segundo grado entre coordenadas pentaesféricas. 
Las ciclidas se transforman en ciclidas por transformaciones 

circulares. 
284. TRANSFORMACIONES LINEALES DE UNA SUPERFICIE DE SE

GUNDO ORDEN EN ELLA MISMA. Tomemos el problema: Obtener 
todas las transformaciones posibles que reducen una superficie á ella 
misma. Sea la ecuación de una superficie de segundo orden 

/ = S S ^ f t ^ A = o. (1) 

Los coeficientes Cik de una transformación lineal 

l i = c&Xx - f CitXz -f- CiZxz + c&x± (3) 

se deben transformar, de modo que se verifique la identidad 

I i y i a i h X i X h = y i y i a i k l i l k . (3) 

Expresemos t y i dos polos conjugados, respecto á / = o, en 
línea recta con x y l , de manera que 

x i = x¿í.-h X T¿ , 1.1= x t i — X T¿ . (4) 
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Dados x y t, quedan determinados l y T. Si se verifica una re
lación lineal entre las ¿¿ y T¿, se verificará también otra igualdad de 
la forma (2). Por consiguiente, se nos ofrece el problema de enlazar 
las coordenadas de los puntos t y ~ por una relación lineal, de ma
nera que las expresiones (2) conduzcan á la identidad (3). 

Introduzcamos, en vez del punto t, su plano polar 

ti = KiXUy - f A¿2¿¿2 -f- A¿3«3 + A¿4%, 

expresando las A ^ los determinantes menores de los aí&. E l punto 
T debe hallarse en el plano u, y esto se obtiene fácilmente por 
ecuaciones lineales, cuando se hallan ligados el plano u y el punto x 
por transformación de un complejo lineal, mediante las ecuaciones 

T» = cLUUi + aí2M2 + (/.i3u3 + auu . , aik = — aih au = 0. (6) 

Y obtenemos una primera clase general de transformaciones de 
la superficie í = o en sí, cuando, por eliminación de las m , en las 
ecuaciones 

x i = xZAikUk + X^Uky ti = xZAikUk — XSaipí* (7) 

se llega á ecuaciones lineales entre las Xi y las ^. 
Si expresamos por A (x, X) el determinante de las cantidades 

+ Xa¿ft y los menores por A¿A(X) x), obtendremos, resolviendo 
las ecuaciones (7), 

A (x, X) «¿ = 2 Aj/í (x, X) ^ , A (x, - \ ) U Í = £ A H (X, - X) b . 

- Además por adición de las ecuaciones (7), tendremos 

i 

y también A (x, X) h = 2xSSA,¿ (X, X) A7¿x, - A (x, X) x¿; 
i 

A(x, — X ) x / = 2 X S I A H ( X ) - X ) A H l k - k ( X ) _ X U ¿ , 

obteniéndose los coeficientes de las ecuaciones (2) por la resolu
ción de estas ecuaciones. Por consiguiente: Si 0L¿k expresan canti-
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dades arbitrarias que satisfacen á las condiciones «¿jt = — an, se 
tendrá 

2XSAH (X, \ ) AH > 
para ^ < / , /̂fc = r ^ - r ^ Para 

2xSA/¿(x, l Y A u — A (x, X) . 
(8) 

A (x, X) 

verificándose también la ecuación (2) cuando se sustituye — X por X. 
Por la transformación considerada, cada punto de la superficie 

f— o llega á coincidir con un punto de la misma. 
Dependiendo el segundo miembro de (8) del parámetro x : X 

podemos concluir también que: A todo complejo lineal £a¿,. qi7¡ = o, 
pertenece un número infinito de transformaciones de una superficie 
f = o en sí misma. 

Sin entrar de nuevo en consideraciones acerca de los complejos 
lineales, y teniendo presente que las transformaciones ó sustituciones 
son propias ó impropias, según que su determinante es + 1 ó — 1, 
indicaremos con Clebsch, (*) que: Toda sustitución impivpia cam
bia mutuamente las dos series de generah ices de una superficie trans
formable en si; y toda sustitución propia transfonna una genei'atriz 
en otra de la misma serie, y que: Toda sustitución propia puede for
marse por dos transformaciones, de las que la una deja invariables 
las generatrices de un sistema y la otra la del otro. 

Todas las transformaciones propias fo7'man un grupo, que con
tiene, respectivamente, los subgrupos formados por las transforma
ciones propias,, que no cambian las generatrices de un sistema, y 
que no cambian las del otro sistema. 

Todo movimiento (considerado como una operación extendida 
á todos los puntos del espacio) debe representarse analít icamente 
por una susti tución lineal, del mismo carácter que el sistema de 
transformaciones de coordenadas rectangulares, correspondiéndose 
mutuamente el movimiento con la variación de un sistema de coor
denadas. 

A l transformarse una superficie de segundo orden en sí, supo-

(*} Vorlesunyen iiber Geometrie, Zvveiten Bande, pág. 371. 
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nemos que el determinante de la sust i tución no es nulo. E n caso 
contrario, debemos considerar una superficie de segunda clase, es 
decir, una cónica en el espacio, y sustituirla por el círculo imagi
nario. E n este caso, la construcción considerada, mediante los dos 
puntos auxiliares ^ y T, pierde su significado, y debe sustituirse por 
dos planos auxiliares. 

En la obra citada de Clebsch puede estudiarse una muy intere
sante exposición de los diferentes'casos del complejo lineal. 

2 8 5 . LAS TRANSFORMACIONES DE UN COMPLEJO LINEAL EN SÍ. 

Existe íntima analogía entre las propiedades de un complejo lineal 
y una superficie de segundo orden. Por colineación, cor respón-
dense cuatro puntos con cuatro planos. 

En general: Permanecen fijas cuati o rectas de un complejo trans
formable en sí, que forman un cuadrilátei'o alabeado. 

Las colineaciones pueden expresarse bajo la forma 

Y.1=a1X1, Y2 = a2X2, Y3 = a3 X3, Y4 = a4 X4, 

y el complejo por 

«P14 + ¿P23 = o, 

representando ejes principales del complejo. 
La transformación lineal de un completo lineal Saik pik — Q en si 

está dada por las fórmulas (Z)^ (8) de las págs. 471 JJ/ 472, que se 
aplican á la transformación propia de tina superficie l ^ a . ^ ^ ^ = o. 
Las aik son cantidades dadas y las a¡k parámetros indeterminados. 

Si, en particular, el eje del complejo es una arista del tetraedro, 
toda transformación que deja invariable al eje, conduce á la coin
cidencia del complejo consigo mismo. 

Respecto al sistema de rectas: En general, la superficie jocal 
consiste en dos superficies de segundo orden, que se cortan en las cuatro 
rectas fijas del complejo lineal y que se transforman en sí. 

2 8 6 . GEOMETRÍA CIRCULAR a). Espacio cuyo elemento gene
rador es círculo (espace cerclé) M . Cosserat en su tésis del doctorado 
Sur le cercle consideré comme élément généi areteur de respace llega á 
establecer una semejanza completa entre esta geometr ía y la del 
espacio reglado. 
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Observa, ante todo, que Enneper (*) distingue varias clases de 
superficies engendradas por la circunferencia. Las de la primera 
son aquéllas para las que dos circunferencias infinitamente próxi
mas no tienen, en general, n ingún punto común. Las de la segunda 
son aquéllas en que cada generatriz tiene un punto único con la 
generatriz infinitamente próxima. 

Enneper da la generación siguiente: 
E n una superficie alabeada, consideremos dos curvas F, ru de 

las que la segunda sea una trayectoria ortogonal de las generatrices, 
y sean 7t y 7^ dos puntos de P y F,, situados en la misma generatriz. 
Describamos, en el plano trazado por el punto % y por la tangente 
á la curva Fi en ^ un círculo, cuyos centro y radio sean TT y TTTT,. La 
superficie engendrada por esta circunferencia es la más general de 
la segunda clase. Y puede decirse que el lugar del punto común á 
dos generatrices infinitamente próximas forma, en la superficie, una 
curva á la que es siempre tangente la circunferencia móvil. 

Las superficies de tercera clase son aquéllas en las que dos 
generatrices infinitamente próximas tienen constantemente dos 
puntos comunes. La superficie es la envolvente de una esfera cuyo 
centro describe una curva. 

Si los dos puntos comunes á las generatrices infinitamente 
próximas se hallan constantemente confundidos, obtiénense dos 
nuevas clases de superficies: 

O bien el círculo móvil permanece constantemente osculador á 
una línea de doble curvatura, ó bien el círculo móvil permanece 
tangente á una curva, y su plano pasa por la tangente á la curva 
descrita por su centro.» 

. Laguerre da la generación siguiente: 
Partiendo de la idea de que, dado un círculo en el espacio, se 

puede hacer pasar por éste dos esferas de radio nulo, á cuyos 
centros ha llamado M . Darboux focos, un círculo podrá conside
rarse determinado por sus focos (véase pág. 334). Sea (y, / ) el 
círculo cuyos focos son / y / , y consideremos una curva alabeada 

(*) Die cyklischsn Flachen (Zeitschrifl für Matematik und Physik, p. 393, 1869.) 
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cualquiera C y una superficie reglada V tal, que cada una de sus 
generatrices encuentre á esta curva en dos puntos y¿ y / ¿ ' . Sean 
fv / / ' / i » /¿M • • • las generatrices de esta superficie. Las circunfe
rencias ( / , , / , ' ) , / / ) , . . . engendra rán otra superficie, que se 
llamará derivada de la curva C. De una misma curva dada, se 
puede obtener una infinidad de superficies circuladas. Cada una de 
las superficies derivadas depende de un modo de agrupación de 
los puntos de la curva C, definido por la superficie V.» 

M . Cosserat observa que, en virtud de hallarse determinado un 
círculo por sus dos focos, la geometr ía del círculo en el espacio se 
reduce á la geometr ía del conjunto de dos puntos; y el desarrollo 
de su trabajo estriba en considerar como elemento del espacio al 
sistema de dos puntos á que denomina doble punto. 

Par es el sistema formado por el conjunto de un doble punto y 
de una esfera trazada por éste que se designa mediante la nota
ción {a, a). 

Dados cuatro puntos dobles a, d, c, d, su relación anarmónica 
{a, ¿, c, d) será la de las cuatro rectas- de estos puntos dobles. 

Si cuatro pares {a, a), {b, (3), {c, y), (¿ , o) se hallan en una misma 
circunferencia, se dirá que estos pares están en relación anarmó
nica, cuando las relaciones anarmónicas {a, b, c, d) y (a, (3, y, g) 
de los cuatro puntos dobles y de las cuatro esferas a, ¡3, y, o, 
sean iguales 

Consideremos un círculo, y supongamos dado el punto P, que 
determina la descripción del círculo por el movimiento de ún punto 
doble. Para definir un par en este círculo, se deben considerar dos 
coordenadas s y u, que definen respectivamente el punto doble y la 
esfera, dependiendo un par, en una circunferencia dada, de dos con
diciones. Una ecuación entre z y u sujeta el par á una condición. 
Los pares correspondientes á un punto P, y que satisfacen á una 
misma condición, forman una correlación. Si se observa que un par 
de una correlación se define por una nueva condición, se puede 
decir que una correlación es una correspondencia entre los puntos 
dobles de un círculo C, relativos á un punto P, y las esferas que 
pasan por su circunferencia. 
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Cuatro pares de una misma correlación de primer orden y de la 
primera clase se hallan en relación anarmónica. 

Bastará citar además los teoremas siguientes: 
Cada punto tomado en el eje del circulo C es el centro de tma es

fera tangente á la superficie circulada en dos puntos de C. Todas las 
cuerdas de contacto son concurreyites (*). 

Existen en cada generatriz dos puntos, en los que es tangente á 
tma línea asintótica de la stiperficie. 

La curva lugar de los focos de los ch culos, que engendran la su
perficie, es tena focal de ésta (Demartres). 

También puede estudiarse esta teoría en la obra citada de 
M . Darboux (t. I I , págs . 314-45), que dedica un extenso capítulo á 
las congruencias de cii culos y sistemas cíclicos. 

i = n 
Sea S A¿cpi {x,y, 2) = o (1) 

i — í 
la ecuación que representa las superficies (S). Si haciendo i — 4, 
tomamos 1, ir, z por las funciones cp¿, se tendrá la ecuación más 
general de un plano. Si haciendo z = 5, se añade á las funciones 
precedentes x'-\-y"'-\-z1, se tendrá la ecuación de una esfera, y 
así sucesivamente. Además , si elegimos convenientemente el nú
mero i y las funciones cp̂ , se podrá obtener la ecuación más gene
ral de las. superficies que pasan por un n ú m e r o determinado de 
puntos fijos, ó que contienen ciertas curvas fijas. 

Dos superficies ( - ) se cortan según una curva fija C definida 
por dos ecuaciones la forma 

S h i f i y, 2) = o, I B;íp¿ (.r, y, z) = 0 . (2) 

Si suponemos que los coeficientes A j , B.; sean funciones cual
quiera de dos parámetros variables a y ó, se obtiene una congruen
cia de curvas. Si sust i tuímos á éstos las dos funciones p y p! de las 
variables a, b, que permanecen constantes, cuando se asocian las 
curvas de la congruencia que se cortan sucesivamente, y unimos á 

(*) Demarlres. Bur les surfaces a generalrice circulaire. (Ann. de l'Ecole Normal. Ter
cera serie, t I I , pág. 123). 
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las ecuaciones (2) sus derivadas con relación á p, 

S — ^ ) = - o 3 S — ? ¿ -sr) = o, (3) 

y expresamos que los primeros miembros de estas ecuaciones se 
hallan ligados por una relación lineal, llegaremos á una serie de 
relaciones de la forma 

M ^ Í + N ^ Í = P A ; + Q B ¡ , (4) 
¿p op 

en las que M , N , P, Q son funciones determinadas de p y ĉ , y lo 
mismo sucederá si derivamos respecto á p,, obteniendo 

+ N 1 ^ Í = P1A¿ + Q ; B Í , (5) 

que deben verificarse para todos los valores del índice i . 
Para resolver el sistema de las ecuaciones (4) y (5), sustituya

mos á la función la combinación lineal MA¿ + NB^-, lo que no 
cambia las ecuaciones de la curva (C). 

La ecuación (4) tomará la forma 

3A¿ 
Op 

que determinará B¿; y sustituyendo su valor en la segunda ecua
ción (2) y en la (5), tendremos el resultado siguiente: 

Las ecuaciones que determinan las curvas (C) deben ser de la 
forma 

S A,- cp¿ {x,y, z) = o, £ — ^ <f¿ (^ ,7 , £r) = o, (6) 
Op 

siendo las funciones A,; las soluciones particulares de una misma 
ecuación lineal 

^ + a ^ + b ^ + C' = ^ (7) 

en la que a, b, c expresan funciones malesquiera de p y de pr 
Para obtener las congruencias, elijamos cinco funciones cuales-
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quiera 0¿ de dos parámetros a, (3 y escribamos la ecuación lineal 

tf-f) S29 3*0 SO 30 

M ^ + N +p ^ + M • +N^+p.6 =0' 
cuyos coeficientes se detenninan por la condición de que la ecua
ción admita las cinco soluciones particulares 0¿. Los círculos de la 
congruencia quedan determinados por las ecuaciones 

E 0; ^ = O, 1 M — - f W X ¿ = O, 
\ aCL óp ] 

en las que ,r¿ son cinco funciones lineales de ,r2 H-j^2 + 0, i , 
por ejemplo, las coordenadas pentaesféricas de un punto, en las que 

la relación — se halla definida por la condición de que la ecuación n 
diferencial ndv- — md^ == o sea la de una de las características de 
la ecuación (8), pues si se reduce la ecuación (8) á la forma normal, 
integrando las ecuaciones diferenciales de las características, las 
ecuaciones (9) toman la forma (6). 

Observaremos que, dada una solución cualquiera 0 de la ecua
ción (7), es posible obtener una función 5 tal, que se tenga 

Ser , 30 Se 

— = w0 + w — , — = />e , (10) 

satisfaciendo 5 á una ecuación de la forma 
^ + a ^ + p ^ = 0 - ( " ) 

A cada una de las soluciones A¿ corresponderá de esta manera 
una solución ai de la ecuación en c, y las ecuaciones (6) tomarán 
la forma 

3^; . . 3#¿ •. . . , 
s — 'n y. z) = o, 2 — cf¿ ^) == o (12) 

en las que p y p, entran de igual modo y las ai son soluciones par
ticulares de la ecuación (11). 

M . Darboux deduce de estas consideraciones algunas conse
cuencias importantes. Llamando superficies singulares de la con-
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gruencia á las superficies engendradas por curvas de la misma, 
que se cortan sucesivamente, observa que hay generalmente tantas 
series de superficies singulares como puntos focales en cada curva 
de la congruencia. 

Pero en el caso de que se trata, por el contrario, hay solamente 
dos series de superficies singulares, que contienen respectivamente 
todas las curvas de la congruencia para las que p ó p1 conservan 
valores constantes. Y se obtendrán unas y otras, eliminando ya o, 
ya p.! entre las dos ecuaciones (12). 

Para demostrar que cada una de estas ecuaciones (12), consi
derada sola, representa una superficie tangente, en todos los pun
tos de la curva de la congruencia, á una de las superficies singu
lares, que contienen dicha curva, escribamos 

P = Sdtj 'fi O , X z). 

P, considerada como función p y de satisfará á la ecuación 

^ : + a ^ + ' J i r = o ( I4) 

y las ecuaciones (12) se simplificarán, tomando la forma 

Si diferenciamos totalmente estas ecuaciones, obtendremos, te
niendo en cuenta la ecuación (14), 

refiriéndose la diferencial d á x, j / , 2 tan sólo. 
La ecuación del plano tangente á la superficie o = const será 

. 3P 
pues d — = 0. 

So 
Si se trata de una congruencia rectilínea, las do^ ecuaciones 

(15) representan los planos focales de la recta, y si la congruencia 
está formada por círculos, representan dos esferas que pueden lia-
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marse también esferas focales, y que contienen á una de las cir
cunferencias infinitamente próximas á la propuesta, que la cortan 
en dos puntos. 

Entre las consecuencias á que llega M . Darboux, citaremos el 
siguiente 

TEOREMA. En toda envolvente de esferas con dos parámetros hay, 
en general, dos series de líneas, que llamaremos LÍNEAS PRINCIPALES 

de la envolvente, definidas por la propiedad de que, cuando se recorre 
una de ellas, los cuatro puntos de contacto de las dos esferas infinita
mente próximas con la envolvente, están en una misma circunferencia 
que llamaremos CIRCUNFERENCIA PRINCIPAL. Las lineas principales, 
son las características de la ecuación de derivadas parciales que ad
miten por soluciones particulares las cinco coordenadas hoynogéneas 
de las esferas variables. 

2 8 6 . GEOMETRÍAS ESFÉRICAS b). U n sistema geométrico im
portante es el de las geometr ías esféricas de Lie (véase pág. 430) 
elemental y superior (Kugel geometrie). Escribamos la ecuación de 
la esfera bajo la forma 

x* + y2 -\- z2, — 2 B-r — 2 — 2 + E = o, (1) 

considerando á B, C, D, E como coordenadas de la esfera; enton
ces el espacio se ofrece como una variedad de cuatro dimensiones. 

Para el radio de la esfera, tendremos la expresión 

Rá = W + C2 + D2 — E, 

como relación que une la quinta cantidad R con las cuatro coorde
nadas A, B, C, D. 

Hagamos, para introducir coordenadas homogéneas , 

b c d e r 
6 = - , C = - , D = - , E = - , R — - ; a a a a a 

entonces a : b : c : d : e serán las cinco coordenadas de la esfera y la 
sexta cantidad r se refiere á ellas por medio de la ecuación homo
génea de segundo grado 
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En la geometr ía esférica elemental se emplean tan solo las cinco 
coordenadas a: b : c : d : e, mientras que se introduce, en la supe
rior, la cantidad r. En este sistema, la esfera tiene seis coordenadas 
homogéneas , a, b, c, d, e, r, unidas por la ecuación (2). 

Cada una de estas geometr ías está caracterizada por el grupo 
que le corresponde. 

En la elemental, el grupo está formado por todas las sustitucio
nes lineales de las cinco cantidades a, b, c, d, e que dejan invaria
ble la ecuación homogénea de segundo grado 

b- ~{~ c1 -[- d'1 — ae — o, (3) 

que da oo20-15= co10 sustituciones. El significado geométr ico de la 
ecuación (3) consiste en que el radio es cero. Cada esfera de radio 
cero, es decir, cada punto, se transforma en un punto. Y puesto 
que la polar 

2bb' + 2 ce' + 2 dd' — ae — a'e = o (4) 

permanece invariable en la transformación, resulta que las esferas 
ortogonales se transforman en esferas ortogonales. Así, el grupo de 
la geometr ía elemental esférica es el grupo conforme. 

Una ecuación de segundo grado 

F {a, b, c, d, e) = o, 

tomada con la relación (3) representa la superficie puntual, llamada 
ciclida por M . Darboux, cuyo estudio ha hecho en su obra citada; 
y Mr. Bócher ha relacionado este estudio con la teoría del po
tencial (*). 

E n la geometr ía esférica superior, las seis coordenadas homo
géneas a : b : c \ d : e \ r se hallan ligadas por la ecuación de se
gundo grado 

^ + ¿ : - + ^ — — = o. (5) 

E l grupo correspondiente es el de la sust i tución lineal, que trans
forma en sí á esta ecuación, ó el de oo36"21 = oo15 sustituciones. 

(*) M . BÓCher, TJzhe,r die, Reihenemuichelungen der Potential theorie. 

32 
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Haciendo B ' = B, C' = C, D ' = D, E ' = E, R' = R + const. 
la transformación consiste en una dilatación de cada esfera, hasta 
llegar á una esfera de radio dado. Y, permaneciendo invariable la 
ecuación polar 

2bb' + 2cc 2dd' — 2rr' — ae' — a'e — o 

por toda transformación del grupo, las esferas en contacto seguirán 
en contacto, perteneciendo el grupo á la clase de transformaciones 
de contacto, tratada en sus obras, por Sophus Lie. 

Una ecuación F [a, b, c, d, e, r) = o representa un complejo de 
primero, segundo, . . . grado, según el grado de la ecuación, de oo3 
esferas. Dos ecuaciones F 1 = o, F2 = o representan una congruen
cia de co2 esferas, tres, una serie de esferas. 

En la geometr ía ordinaria, una superficie se concibe como un 
lugar de puntos, en la de Lie, como la totalidad de todas las esfe
ras tangentes á una superficie. 

Nuevos detalles pueden verse en las obras de Herr Klein, Lectu-
res on Mathematics y Hdhere Geometrie, t. I , págs . 208-232 y en la 
obra citada de M . Darboux, t. I , lib. IV , cap. X V . 

2 8 7 . SISTEMAS DE CÍCLIDAS HOMOFOCALES , Para demostrar 
que el sistema de cíclidas homofocales es triplemente ortogonal, 
vamos á expresar que, dadas dos ecuaciones h o m o g é n e a s respecto 
á las cinco cantidades S, representan dos superficies ortogonales. 
Empleando la notación ya empleada en la página 419, tendremos 

(?' a s í asT (S ' ' Sy)' (z' i = *' 2'3' 4'5) 

Pero según las ecuaciones (16; y i6¿) de la pág. 419, esta ecua
ción puede escribirse así, 

y por ser nulos los dos primeros términos del segundo miembro, 
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en virtud de la ecuación h o m o g é n e a de las dos superficies, la rela
ción de ortogonalidad toma la forma simple 

^ = 0 O >j ! — o (2) 

Esta ecuación se verificará para dos cíclidas pertenecientes al 
sistema definido por la ecuación 

n 
r r ^ = 0- (3) 

Luego: Dos cíclidas homofocales se cortan según ángulo recto, en 
todos los puntos de su intersección. 

Para demostrar que pasan tres cíclidas reales por un punto cual
quiera del espacio, supongamos que de las cinco esferas una p.e.(Sa) 
tenga un radio imaginario + ¿ f — i . La ecuación del sistema será 

W.MM.M.M.., 
1—ai A — a.2 l—a3 1—a4 1—as 

Cuando l es la incógnita, da tres raíces reales, una entre al y a.2 
y las otras dos entre a.2 y a3, entre a3 y ak. Las cíclidas correspon
dientes son-reales. 

Cuando se hace en la ecuación (3), X = ah la superficie se redu
ce á una esfera doble ó, mejor, á la parte de esta esfera, limitada 
por la focal. Cuando A. se aproxima á por ejemplo, la intersec
ción de la cíclida y de la esfera (S¿) se aproxima á la curva límite 

S . ^ o , i R ^ + ^ RJ U — a.2 al — a3 — ^ al — aa-
Y lo mismo sucede para las otras focales. 

288. NUEVO SISTEMA DE COORDENADAS APLICABLE Á LAS CÍCLI

DAS. Las cinco cantidades S.¿- definidas en la pág . 457, que son las 
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potencias de un punto con relación á cinco esferas ortogonales, 
pueden considerarse como un sistema especial de coordenadas, 
que ya se trató en las coordenadas pentaesféricas. 

E l sistema de cíclidas homofocales origina un sistema de coor
denadas curvilíneas, análogo al de las coordenadas elípticas de 
Lamé, Jacobi y Liouville. 

Llamando p, p,, p2 á los parámet ros de las tres cíclidas homofo
cales que pasan por un punto del espacio, estos parámetros son 
raíces de la ecuación 

v 
(Sj: R¿)2 
X — ai 

Quitemos denominadores, y expresemos por M el coeficiente 
de A-3, tendremos 

v (Sj : Rj)2 = M (X — p) (K — p.) (X - p.2) 
1 X - ^ (X — a j (X -a2) (X — a5)' 

Haciendo por brevedad f (X) = (X — a,) (X — a5), si des
componemos el segundo miembro en fracciones racionales, é iden
tificamos, será 

• SA'2 M ( ^ — p) ( ^ — P i ) (^• —P2) % 

ó abreviadamente, —- = y M . HÍ-

Estas ecuaciones dan las cantidades SÍ, y podremos obtener 
inmediatamente jj / , z en función de p, ?,, pa-

Ya vimos que se puede determinar un punto, no sólo por las 
cinco coordenadas S¿, sino por sus reiaciones, y que la fórmula 

¿ x¿2 = o puede escribirse bajo la forma 

v -fj)2 

{x - x j + {y - y y ^)2 = ^ r . 
^ R¿ R¿ 
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ó cuando la distancia de ( - r j z) y ( > ' , / , z') es infinitamente pe
queña, bajo la forma 

5 / 5 r -

1 \ 1 iv¿ 

Una de las propiedades más importantes del sistema de coor
denadas de que se trata, es su independencia de una transforma
ción por radios vectores recíprocos. 

De manera, que si se le somete á una inversión las cinco esfe
ras (S¿) se cambian en otras cinco nuevas esferas (S'¿) y toda es
fera, punto ó plano (U), se cambia en una esfera (U') , que tiene 
respecto á las (S'¿) las mismas coordenadas que (U) respecto á las 
(S¿), estudiándose en este sistema de coordenadas y en la misma 
ecuación, al mismo tiempo que una figura, todas sus transformadas 
por radios vectores recíprocos. 

Las nuevas coordenadas son proporcionales á las cantidades 
Si 
~ ó 2 si la esfera de base S¿ se cambia en un plano, y todo 

punto queda rá determinado por las cinco coordenadas h o m o g é n e a s 
, S¿ 

X Í = k—, ligadas por la ecuación S ^ r = o. 

2 8 9 . SUPERFICIE DE LOS CENTROS DE CURVATURA. La condi
ción para que una esfera xi = o sea tangente á la cíclida 

= o es que la ecuación en ¡J-
a — <x¿ 

mi'2 
= o, 

a-, — a 

tenga una raíz doble. Haciendo ¡x == r : (X — a), tendremos: 

S^-2 „ mi1 
A - j - a X — a i 

= 0. (1) 

La esfera será tangente á la cíclida, cuando sean iguales dos 
raíces, por ejemplo, p2 = p3 = ^ . 



48Ó LIBRO 4.° CAPITULO I I 

Dada una esfera la ecuación ( i ) tendrá, en general, cuatro 
raíces distintas p, pp p.2, pgi y se verificará la identidad 

Zm¿ i vi mS- M(X — p ) ( X — p j (X —p3) 

X — a X — a¿ (X — a) w (X) 

haciendo w (X) = (X —^ ¿z,) (X — ¿z6). 
Y si repetimos el razonamiento hecho en la página 484, obten

dremos para las coordenadas dê  un punto de la ciclida, la fórmula 

M ia.¿ — a) jai — p) {aj — p, 
cu' {di) 

Si en vez de dar á ¿5 un valor constante se le-da el valor ? ó p,, 
tres raíces de la ecuación (1) se hacen iguales; la esfera y la ciclida 
son osculatrices. Las ecuaciones 

í M K - p ) * {ai — ^Y v , M (a - p)3 (a - P.) 
/ (ai) ai — a ' — w (a) 

determinan todas las esferas osculatrices, cuando se dan á ? y pi 
todos los valores posibles. Los centros de estas esferas describen 
la evoluta de la ciclida. (*) 

Completando algunos resultados anteriores, diremos que: 
Existe entre las potencias, respecto á cinco esferas no ortogonales 

á una misma esfera, una relación cuadrática homogénea, que contie
ne, en general, los rectángulos de las variables. 

La ecuación S ——- = o entre coordenadas pentaesféricas con 
1 X—e* * . 

la identidad ^ ai x f — o representa un sistema triple ortogonal de 
1 

ciclidas homo focales. 
2 9 0 . APLICACIÓN DE LA TEORÍA DE LOS FACTORES PRIMARIOS. 

Es importante el hacer algunas indicaciones acerca de la apli
cación de la teoría de los factores primarios de Weierstrass á la 

(*) Darboux. Sur una, classe remarquable de courbes, p. 304. 
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teoría de las cíclidas homofocales, expuestas en la obra citada de 
Mr. Bócher . 

Aunque ya en el tomo I I (pág. 158) se han hecho algunas indi 
caciones respecto á los factores primarios, podemos ahora insistir 
nuevamente, para dar á conocer algunos resultados, debidos a 
M M . Picard y Borel, que se relacionan con el concepto de género 
de las funciones. 

Se llama función entera á una función analítica, que no admite 
ninguna singularidad á distancia finita. Siguiendo á M . Borel en sus 
Legons sur les fonctions cutieres, dada una función entera 

F {£) = a0 + + a.2 - f + amzm + , (1) 
podemos proponernos estudiar su modo de variar, cuando 0 se 
mueve en su plano. 

La primera proposición que se presenta es el teorema de Cauchy: 
F {2) no puede permanecer finita, sin reducirse á una constante, ó más 
generalmente: 

Si existe un n ú m e r o m tal, que (excepto en la proximidad de 

z — o) Q\ cociente - sea inferior á un n ú m e r o fijo M , se puede 

afirmar que F (z) se reduce á un polinomio del grado ra d lo más. 
En efecto, dividiendo los dos miembros de (1) por ¿r"1 + ^ + 1 , é 

integrando á lo largo de una circunferencia C cuyo centro sea el 
origen, se tiene 

[ F iz) dz 

porque la integral de los demás términos del segundo miembro es 
nula á lo largo de un cortorno cerrado. 

Ahora bien, la longitud del contorno de integración es 2 7rR, 
siendo R el radio del círculo C; y puesto que el módulo de F (z) es 

inferior á MR™, el módulo del primer miembro es menor que y, 

M 
por consiguiente, para cualquier valor de R, será I am+v | < — . Así 

R? 
pues, am + q = o para cualquier valor positivo de y. 



488 LIBRO 4.° CAPÍTULO I I 

Otro resultado importante debido á M . Hadamard es el si
guiente: Hagamos 

z = r (eos 0 + i sen 6), am = am + ¿pm, 

F (0) = P (r, 0) + zQ (r, 6). • 

Tendremos, separando lo real y lo imaginario, 

P (r) 6) = a0 + (a, eos 8 — ^ sen 6) r + 

+ (am eos w/0 — pm sen ^ 0 ) rm + 

y resultará 2 7ra = P (r, 0) ¿¿f), (2) 
./o 

rmam = í P (r, 6) eos ¿¿0, m o 

f2Tl 
•Krm?jm = — P (7-, 0) sen 7//0 ¿0 , i o 

Jo 

y •Krmam = f*'1 P (r, 6) ^-¿w0 ^0, 

después de observar que 

am + z'¡3«i = ^7», eos #¿0 — i sen = ^—"«0; 

y, puesto que el módulo de e m0 es igual á la unidad, 

• ^ M < í 2 7 " . ! ? ^ , 6)1 ¿ 6 . (3) 

Las relaciones (2) 3̂  (3) dan, por adición y sustracción, 

*rm\am\ + 27:a0 ^ j^UFir , 0)| + P (r , 6)J^o, 

¿2% 
2**0 ^ j o [ |P ( r , 6)| - P ( r , 0 ) ] ^ o . 

Consideremos la primera de estas dos desigualdades. La canti
dad por integrar es nula, cuando P es negativo, é igual á 2P cuando 
es positivo. Si pues, expresamos por A (r) el máximo de los valo
res/w^V/ms- de P (r, 6), cuando r es constante y 0 varía desde o 
hasta 2Tr, tendremos 

^rm\am\ + 2KV.Ü 4TCA (r) . (4) 
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Igualmente, si expresamos por B (r) el máx imo de los valores 
positivos de — P 0 , 6), para r constante y 0 variable, la segunda 
de las desigualdades d a r á 

izr™\am\ — 4 ^ {r). (5) 
* 

Observaremos ahora, que el segundo miembro de (4), por ejem
plo, solo depende de valores positivos de la parte real de F {z). 

Si pues, se supone que la parte real de z es siempre algebrai
camente inferior á Mr? , expresando r el módulo de ^, M y ^ n ú m e 
ros fijos positivos, resultará que am es nulo para m > ^ es decir, 
que F O) se reduce á un polinomio. De manera que, cuando F {z) 
no sea un polinomio, se podrá afirmar, no solamente que su m ó 
dulo excede á todo n ú m e r o asignable, sino además que su parte 
real P (r, 0) [ y también Q (r, o)] toma valores ya positivos, ya ne
gativos, superiores en valor absoluto á cualquier n ú m e r o dado y 
aun á M r ? , cualesquiera que sean los n ú m e r o s fijos M y ^. 

Para llegar á nuestro objeto, recordaremos con M . Borel el teo
rema de Weiestrass, cuya demost rac ión expuesta por M . Picard en 
su Traite d'Analyse (t. I I) expusimos en el tomo I I (pág. .242) : 

En la proximidad de un punto singular esencial, una función 
uniforme puede aproximarse cuanto se quiera á cualquier valor dado. 

Consideremos, por otra parte, una función entera F {z) tal, que 
la e c u a c i ó n ' F (2) = o no tenga raíces, y hagamos G(^) = log F(^) . 

La función G {z) es regular en cualquier punto del plano, pues 
F {z) no es nunca nula ni infinita, es por tanto, una función entera 
que no tiene ceros. 

Consideremos ahora una función Y{z) tal, que no tengan raíces 
las ecuaciones F ( ^ ) = o, F ( ^ ) = 1; y designemos por tó (*) la 
función modular, es decir, la función que expresa por medio del 
módulo, la relación de los per íodos de una función elíptica.' Se sabe 
que la función ^{x) admite solamente los puntos singulares o, 
1, 00, y además , que el coeficiente de i en cu(,ir) es siempre del 
mismo signo, por ejemplo, positivo. Sea la función co [ F (z)\ Será 
una función regular en cualquier punto á distancia finita, por con
siguiente una función entera, que según se ha observado, deberá 
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reducirse á una constante, porque su parte imaginaria es constan
temente positiva. E l máximo de los valores negativos de — Q(r, 0) 
es cero, quedando demostrado el teorema de M . Picard: 

Una función entera F (z) tal, qne las ecuaciones 

F (z) = a, F (z) = b (a#= b)-

no tenga raices, se reduce necesariamente á una constante. 
Observación. Hemos visto que las funciones enteras son de la 

forma F {z) = ¿?G(2), siendo G (z) una función entera (ó un polino
mio). Si G 'z) no es polinomio, la parte real de G (z) se hace supe
rior algebraicamente á M r ? , cualesquiera que sean M y ¿7 (r es el 
módulo de z); luego el módulo de F{z) se hace superior á eMr(I. La 
función F (z) toma pues, valores mayores que en el caso de ser 
G (z) un polinomio de grado cualquiera, pero determinado. 

La forma de un polinomio P (z) de grado m es 

F (z) = A {z — â ) {z — ¿z2) (¿f — am). 

Siendo los ceros de una función entera, F (s) en número limitado 
dentro de un área finita, los podemos colocar según el orden de 
magnitud de sus módulos . Así, tendremos a^ a.¿, , am, 
y haciendo \am\ = rm, será 

Supongamos que la serie de términos positivos 

1 1 1 
h — + + h 

^ r2 rm ^ 

sea convergente. E n este caso, el p7'oducto infinito 

z \ / z \ / z 

(6) 

I I (z) 
a i / \ a , / \ a 

es absolutamente convergente, para todo valor de z, y uniformemente 
convergente en todo dominio limitado. 

Supongamos \z\<éir. La convergencia absoluta y uniforme de 
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I I (z) depende de la convergencia del producto infinito 

k H 
que depende á su vez de la convergencia de la serie (6). 

E l producto I I {2) representa pues, una función entera, que ad

mite los mismos ceros que F{z). E l cociente es por tanto una 
11 ( s ) 

función entera, porque éste no podrá admitir por puntos singulares 
á distancia finita, más que los ceros de IF0), el cual es regular en 
estos puntos, y además no podrá ser nulo. Es pues una función 

F (z) 

entera sin ceros; luego se tiene ^ = eG(z\ siendo G 'z) una fun

ción entera. Luego, se tendrá que F (z) = eGW I I (z), es decir, 

F ^ ( - í ) 0 - a o - a - . . 

y puesto que rn aumenta indefinidamente, podemos hallar una serie 
de números enteros positivos p2, ^ tales que sea con
vergente, para cualquier valor de r, la serie de términos positivos 

lo que se verifica siempre, si se toma on = n, pues el término gene

ral de la serie (7) es luego tiende hacia cero para n infinito. Para 

este fin, basta que hagamos pB = E (log n) expresando E {x) la 
parte entera de x, pues 

/ r y - e n 
1 — 1 = é^os r — l03 ' « ) log w = /^log r - log ?•„ 

y puesto que rn aumenta indefinidamente con n, los términos de la 
serie (7) son, á partir de cierto lugar, inferiores á los de la serie 
S r c - í para cualquier n ú m e r o fijo q. Luego la serie (7) es conver-
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gente. Esto sentado, llamaremos factor primario de género ¿ á la 
expresión 

2 3 jfc 

en la que el exponente de e se halla formado por los k primeros 

términos del desarrollo en serie de log ^ ̂ _ ^ . Tenemos además 

log Pfc {u) = \ogii -~-u) + 
1 2 

k + 1 
Luego: Pft = '£ + 1 k + 2 ' " ' = 1 + ,8, « 

E n sus Legons sur les jonctions entieres, M . Borel demuestra la 
convergencia uniforme y absoluta para \z \ <^r, del producto 
infinito 

en el que a^a.» , an son números cuyos módulos se expresan 
por 7\, r.2, . . ., rn, . . . para llegar al notable teorema de Weierstrass: 

Dada una serie infinita cualquiera de números cuyos módulos 
aecen indefinidamente, es posible formar un producto de factores 
prima?ios, de los que cada uno se anula por uno de estos números, 
siendo dicho prodiicto absoluta y uniformemente convergente en todo 
dominio finito, por lo que representa una función entera. 

Mr. Bócher aplica la teoría de Weierstrass al estudio de las 
series de cíclidas homofocales. 

Siendo * = o una cíclida, \ el parámetro de la serie y Q = o la 
identidad subsistente entre las coordenadas tendremos una serie 
de cíclidas ),Q — í» = o, y nos proponemos transformarla en otra 
\Q! —• <!>' = o por una sust i tución lineal. Sean 

5 5 5 5 
Q = US ajk Xj xh, «I> = S I bjk xj xk 

11 11 
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y el discriminante de XQ — * la expresión | lajh — djk\. Expresemos 
además la transformada de una cantidad c mediante ~c, y tendremos 

I lajk — ¿>jh\ = ^ \ l a f r — I j h \, 

siendo r el determinante de la transformación. 
Para establecer la dependencia entre las raíces y X¿', observa

remos que las raíces de \ajk—bjk | = o son iguales á las X¿; haciendo 

Q' — aQ — y 4 ) ' = ^ 0 — 5 $ , 

la serie VQ' — = o es idéntica con la serie l-ü — cfr = o. Ten
dremos que 

vV • G —1> = ó; 
YA — o 

y expresando el coeficiente de 0 por X, será 

yX'i — o 

Así pues: Z.¿Í condición necesaria y sujiclente para que dos series 
de formas — $ X'Q' — equivalentes, es que las raíces 1/ 
del discriminante se hallen en relación proyectiva con las raices \ ( de 
la otra serie. 

Sea X¿ una raíz, cuyo grado de multiplicidad es v* en el determi
nante de quinto orden, es decir, que se anula veces para X = X¿, 
y aná logamente v / veces para el primer determinante menor, y así 
sucesivamente, de modo que se verifique la serie de desigualdades 

Las diferencias 

ei = v» — v / , ej = y,» — v^, ej = v2¿ — v3¿ 

son positivas, y tendremos la descomposición en el producto 

I — | = n (x _ x¿)vi'= I I | (x — A¿)ei* (x — x ¿ ) e , ¿ . . . 

(X — K)Gnl son los factores primarios. 
Un divisor primario es la sima de los factous que desaparecen 
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cuando se pasa del determinante \ 'kaju — ¿y/- | al determinante pri
mero menor, y del primero al segundo, etc,; y puesto que la proyec-
tividad ele las /n- es la condición necesaria y suficiente para que las 
dos series de formas sean equivalentes, se reduce ahora á la coin
cidencia de las multiplicidades enl de sus factores primarios. E n estas 
consideraciones funda Mr. Bócher su interesante clasificación de 
las cíclidas, que puede estudiarse en la obra citada. 

291. LAS GEOMETRÍAS PROYECTIVA Y MÉTRICA. Podemos pro
ponernos la cuestión de, si la geometría proyectiva puede establecerse, 
de manera qtie sea independiente del concepto de carácter méttico de 
la distancia y el ángulo, con sus teoremas de la geometría elemmtal 
acerca de la superposición (congruencia), semejanza, etc. 

Desde luego la geometr ía proyectiva es independiente del pos
tulado de Euclides, mientras que los teoremas de la métrica no 
pueden prescindir de éste ó de otros axiomas equivalentes. 

Partiendo de la determinación de la recta por dos puntos y del 
plano por tres, la figura más sencilla de la geometr ía proyectiva es 
el cuadrilátero completo; y es suficiente para nuestro objeto, el 
hacer breves indicaciones del método de Staudt, que por construc
ciones sucesivas de dicho cuadrilátero, determina una serie de pun
tos en una recta: el cuarto punto armónico. 

Así, cada cuatro puntos; 

P o o P ^ P u P ! ) P c o P i P o P i j Poc.Pa-a.-iPoPa-O' 
2 T Y 

se hallan en relación armónica. Por cada entero y. — 2a, se obtiene 
el punto correspondiente á cada denominador, al establecerse que 

Peo P v Py —1 Py + l 

se hallan en relación armónica: 
1.0 Si dos números a p son iguales, los puntos correspon

dientes coinciden. 
2.0 Los puntos siguen en la misma serie que sus números 

correspondientes. 
Cada número (racional ó irracional) arbitrario n, que no se ex-
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presa por una potencia de 2 en el denominador, se puede determi
nar cuando se puede obtener, para una potencia ^ un entero tal, 
que se tenga 

2^ 2^ 

Sea a0 = p0, ^ i ^ + l i , ^ = Po + ^ + | | + . . . . 

d0nde P i < 2 , ^ < 2 , . . . . . 

E l número o- se determina por una serie convergente 

P2 , % 
K + 2 + ^ + ^ ^ 

y el tránsito á los números irracionales es sencillo; pero no insisti
mos en este particular. 

La construcción de puntos, mediante el empleo del cuadri látero 
complejo conduce á Clebsh al siguiente enunciado, útil para la 
consideración de los sistemas geométr icos : 

Existen dos números positivos m' y m" tales que m" > m', de 
modo que á los números desde o hasta — m > á los comprendidos entre 
— xxv'y — 00 r01 respondan en la recta AC, respectivamente, puntos 
á la izquierda de A ó á la derecha de C, mientras que los números 
negativos — n, que satisfacen á la condición m ' < n < m" no tienen 
puntos que les correspondan. 

Sin entrar en más desarrollos, enunciaremos el conocido 
TEOREMA. Si dos figuras ftmdamentales son proyectivas, pode

mos relacionar arbitrariamente tres elementos de una con tres ele
mentos déla otra, de manei a que á cada elemento de la tina corresponda 
un elemento de la otra. 

2 9 2 . L A GEOMETRÍA ANALÍTICA. Bas tará decir respecto á esta 
geometría, que su moderno desarrollo estriba en el concepto de la 
relación anarmónica de cuatro puntos. Se trata de que sean equi
valentes las ecuaciones P3 = o y P.j = o con las 
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Los valores de x3 y ,r4 están dados por 

i + \ 4 I - 4 - A 2 

y la relación anarmónica de los cuatro puntos x{, x2, x3\ x4 
se expresa por 

A. .-r, — -r, 

En esta relación se funda la nueva geometr ía analítica á la 
que Chasles primero y después Ovidio, Fiedler, Clebsch y Salmón 
han conseguido á darle su forma definitiva actual, de la que escri
bieron, en italiano el Sr. Lazzeri y en español el Sr. Vegas, dos 
tratados, dispuestos para la enseñanza, en su período medio. 

2 9 3 . INTRODUCCIÓN DE LOS CONCEPTOS MÉTRICOS EN LA GEOME
TRÍA PROYECTIVA. Cayley consiguió reducir la geometr ía proyec-
tiva á ser un caso particular de la geometr ía métrica, introduciendo 
un nuevo concepto de la distancia y del ángulo , dependientes de 
la relación anarmónica (véase t. I I I , Introducción, p. X I V ) . 

Dada una figura en el espacio, tomemos por superficie absoluta 
la esfera 

¿9 + + 02 _ R* = O. 

Entonces, la distancia de dos puntos (.r,y, z) y ( V , y , z) es
tará dada por la fórmula 

[xx' - f - yy' + — R2)2 

cos"2 ° = ( ^ + y + ^ _ W) (x'* + y"1 + ^ - R2) 

y se tendrá también, 

+ / - f ^ _ R^ ) {X"> - f ) — { X X ' + ) \ 

sen2 3 - [x* + / + z* — R2) {x" + / 2 - / 2 — R2) 

si el punto {x\ y , z) está próximo al {x, y, z), podremos escribir 

- | - y - f ^ — R"2) ( ^ r 2 + á ? / + ^ ) — + • • 

d j = (*2 + / + z2 — R2)2 
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Cayley sus t i tuyó al círculo del infinito una cuádrica, y consi
derando dos planos (P), (P') y otros dos planos tangentes á ésta, 
trazados por la intersección de los dos primeros, definió el ángulo 
mediante la función V , dada por la ecuación, que modificada por 
Klein, se reduce á 

e*iY = .R, V = A l o g R , 
21 

en la que R expresa, la relación anarmónica de los cuatro planos, 
y aná logamente respecto á la distancia, según se indicó en el t. I I I 
^Introducción, p. X I I ) , puesto que en vez de la relación D^-J- Dá=#D, 
existente entre las distancias sucesivas- 12 -f- 23 = 1 3 de los tres 
puntos 1,2, 3, para las relaciones ana rmónicas 

rige la relación R, . R., = R3, de manera que la función que se 
busca para la determinación métrica debe ser tal, que se tenga 

F (R,) + F (R,) = F (R3), 

correspondiente al logaritmo. 
2 9 4 . Los SISTEMAS GEOMÉTRICOS. Considerando la figura 

fundamental ó absoluta t a i k ^ k = 0 ó Sra = o, siendo Zxx' la 
forma polar, podremos distinguir tres casos, según que las raíces 
de esta ecuación sean reales y distintas, imaginarias conjugadas ó 
reales é iguales, correspondientes á las determinaciones métr icas, 
hiperbólica, elíptica y parabólica, ó las geometr ías fundadas en la 
existencia de dos puntos reales, ninguno ó uno solo en el infinito, 
en cada recta. Así pues, la geometr ía parabólica (Euclídea) se pre
senta como un caso límite de las otras dos, el en que los dos pun
tos del infinito coinciden, correspondiente á la validez del axioma 
de la ún ica paralela. 

Dos casos podemos considerar, desde el punto de vista de la 

33 
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posición que los puntos correspondientes x y x' tienen respecto á 
los puntos fundamentales c y I ' , 

1.0 Cuando los puntos x y cuya distancia se trata de obte
ner, no se hallan separados por los ; y ? (fig. «), ó se hallan en el 

interior de ^ la relación , ^ es siempre positiva. 
{x\) {x \) 

2.0 Cuando x y x' se hallan separados por \ y i ' , dicha rela
ción es negativa (fig. b). E n el primer caso, el logaritmo de la rela
ción anarmónica es real, en el segundo imaginario. 

E l Sr. Klein aplica estas consideraciones al mismo tiempo que 
á las series de puntos, ó á los haces de rectas, para lo cual emplea 
la palabra Maassunterschied, extensiva al segmento y al ángulo, que 
traduciremos diferencia de medida. 

Sin entrar en detalles, que pueden estudiarse en su Nicht-Euki-
dische Geometrie, bastará , para esta ligera reseña, añadir que en la 
expresión de la diferencia métrica 

T , ^XX' + ^ ' " W — ^xx Sa;'£c' 
M [xx'} = k log , 

ĵ̂ ..t. p —1 xx1 —'xx—Jx'x' 
la constante k es —, en la determinación elíptica, y que la longitud 

2 
total de la recta es fltjita é igual á 2 ^ ; y puesto que el período de 
una función infinitiforme es 2kii:, la distancia de dos puntos de una 
recta en el caso elíptico, es una función finita con el periodo 2k7r. 

En la determinación métrica, k es igual á y la figura conside
rada como absohita ó fundamental de segundo grado, se reduce d los 
rayos del haz que pasan por los puntos circulares. 

Pasando á la determinación métrica hiperbólica, veremos que 
tenemos 

R = ( 0 ( ^ ) = o 0 0 R = ( r f ' ) o ^ r 0 ' 

cuando x' tiende hacia \ ó cuando x' tiende hacia E l logaritmo 
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de la relación anarmónica es 4 - oo en el primer caso, — oo en el 
segundo. 

La recta tiene dos puntos en el infinito. Los puntos \ y \ ' (figura 
a, pág. 498) son límites á que no se puede llegar por el movi 
miento de un punto, de igual modo que sucede respecto á un haz 
de rayos, que gira en uno ú otro sentido. 

Respecto á la determinación métrica parabólica bas tará decir, 
que, existiendo en la ecuación = o dos raíces iguales, existirá 
en la figura fundamental un elemento doble; y puesto que los puntos 

l y ? coinciden, sera R = - — ~ J = 1. 

La diferencia métrica (Maassuntersckied), en la geometría para
bólica, es la diferencia entre dos relaciones anarmónicas, de las que la 
una contiene los puntos x, o, 1, 00 JJ/ la otra los puntos x', o, 1, 00 (*) . 

2 9 5 . EL MOVIMIENTO, LOS ELEMENTOS INVARIANTES Y LOS 
GRUPOS. En la Geometr ía elemental, el concepto de movimiento es 
fundamental. Dos segmentos son iguales, cuando pueden superpo
nerse por una mutación ó cambio de lugar en el plano, y lo mismo 
diremos respecto á dos ángulos iguales. 

Todo movimiento produce una correspondencia de los puntos 
de dos figuras. 

Las coordenadas de los puntos de una figura se consideran como 
funciones de las coordenadas de los puntos de otra figura. Y estas 
funciones están relacionadas con el concepto de movimiento. 

Ya hemos visto que se pueden referir los puntos x de una recta 
á los puntos x = 0, x = 1, x = co y que existen dos n ú m e r o s 
\ Y \ , que son negativos, cuando los puntos x = o, x = 1 no 
están separados por los puntos ,r = 00 , y positivos en el caso con
trario, caracterizados por la propiedad de que, en el primer caso, 
solo corresponden puntos reales de la recta á los valores positivos 
y negativos de x que no se hallen entre los límites Xi y \ ; mientras 
que estos valores exceptuados, deben corresponder á los puntos en 
el infinito de la recta. 

(*) F. Klein, Mcht-Euklidische Geometrie, I , p. 82. 
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Por un movimiento de la recta en sí, es decir, al resbalar, cada 
punto pasa á otro punto de la misma. Á cada valor real de ^, que 
no se halla entre l l y X2, corresponde otro valor de -r, que no per
tenece á estos valores excepcionales; pero un valor de x, al que no 
corresponde ningún punto de la recta, debe transformarse en tal va
lor. De esto se sigue, que los valores límites X1 y X2 deben relacio
narse entre sí, es decir, que los puntos del infinito deben permanecer 
fijos por un resbalamiento de la recta. Podemos expresar la transfor
mación bajo la forma \ = ? [x, a), dependiente de un parámetro a; 
á los valores x = \ , \ , corresponden respectivamente ? = ^ X2 
que, introduciendo las nuevas variables 3 y X , se pueden relacionar 
mediante las fórmulas 

" x — \ 
X 

De esta manera hemos llevado los dos puntos fundamentales 
o é co de la recta á los dos puntos del infinito. Y dicho cambio puede 
expresarse por ecuaciones lineales, como una transformación de 
coordenadas. Podemos ahora admitir que el movimiento se halla 
expresado por una ecuación de la forma 

3 = x . H X , X), ( i ) 

en la que X es la cantidad que expresa el parámetro del movimien
to, de modo que para X = o, sea la función igual á la unidad. 
Un movimiento no depende en modo alguno de la elección de las 
coordenadas. Permaneciendo ñjos los puntos o é co, podemos efec
tuar un cambio de coordenadas solo para el cambio del punto uni
dad, multiplicando las variables X y B por un mismo número p; y 
la ecuación ( i ) se transformará en 

S = X . ^ (pX, X). (2) 

Y puesto que la ecuación (2) no debe depender de p, será ' | inde
pendiente de X; y podremos introducir en vez de (X) un nuevo 
parámetro pu Volviendo á las variables primitivas, quedará repiesen-
tado un movimiento por la transformación 

\ — \ x — \x 
x — X 

(3) 
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siendo X, y Xá las coordenadas de los dos puntos del infinito y [¿ el 
parámetro que mide la magnitud del movimiento. 

Además , conforme á lo arriba expuesto, si el punto l se trans
forma en el punto por un segundo movimiento, y las distancias 
x — c, l — l ' se miden respectivamente por p. y p-', siendo 

¡J. , sera 

la medida de la distancia .r — l ' . 
Haremos ¡x = r = log [r, y si elegimos otro número , en vez 

áQe,r = k log ix, la distancia r de dos puntos ,1; y ^ se expresará por 

r = , l o g _ V _ _ . , 14) 

y si r, r\ o, p' expresan respectivamente las distancias de x y\-,x y rp 
dejv, d e j , 7) resul tará de (4) 

¡ ¿ _ j = (X2 - A.) - E) ^ 
— X,) (; - X2) ' 

con aná logas fórmulas para las otras distancias, y 

r P r r 9 p r — r ' 

x — l y — -̂  ek-~ i eh — 1 ei¿k — e '¿k e2k — e >¿k e 2k 
x — r .y— l p 

expresión que se reduce á 

sen —- sen —r x — \ y — V) 2k 2k 
x — -/i " 1/ — c ir' i? 

sen —7- sen —-

(5) 

donde / = ] / — 1 . Aná logamente se puede razonar respecto á los 
haces de rayos. Sin entrar en esta, particularidad, bas ta rá concluir 
que por pasar cada punto del infinito de una recta, que se mueve 
continuamente, á otro punto del infinito, és tos permanecen fijos, y 
con continuidad, es decir, entre sus coordenadas x, existe una ecua
ción, que repiesenta la curva, en el infinito, del plano. 
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Hemos visto que al resbalar la recta en sí, permanecen fijos dos 
puntos á los cuales no corresponde ningún punto de la recta, los 
cuales son fijos, pe rmutándose mutuamente. 

Clebsch, fundándose en la propiedad de los sistemas cerrados, 
dice: Cada curva integral de un conexo (1,1) tiene la propiedad de 
transformarse en si misma un número 001 de veces, por sustituciones 
lineales permutables y por la sustitución {Y i = x/X Xi, cuando el conexo 
es de la jornia SU¿ X¿log x ¿ = o, (*), y llega á la conclusión de que: 
La curva del infinito del plano es de segundo grado. (**) 

Sean las coordenadas \ — : x,2, 7¡ = x2 : xa, y 

Qxx = S ^ * k = O (6) 

la ecuación de la curva del inflicto. 
Definida la distancia de dos puntos x, y, según (4) por k log a, 

expresando a la relación anarmónica de los puntos x,y, y las inter
secciones con (6), de la recta que los une, tendremos 

r = k log , ~ > donde = —• S ——y i . 
Q.Xy - Í i r - X y - Ü x x ü y y y 2 I X i 

De esto resulta la ecuación de un circulo, cuyo radio es x y el 
centro y, bajo la forma 

1/ QXX Qyy — 4<? ' & \ y = O, 

Ó bien Qcca; Qyy — ( COS — j Q2^ = O, 

donde i = \ — 1. Además se obtiene 

eos = - = 5 = r , sen — = ^ y-/ 

2kl Í Q x x ü y y 2kl I UxxUyy 

ds*2, ^ i c d x — QxxQdxdx 

que conducen a — , = 7^ . 
4^' ^"xx 

(*) Vorhsunqen über Geometrie Ersten Bd. p. 995 y 96. 
(**) y (***) Clebsch, Vorlesungen über Geometrie, Bd. I I , p. 470. 
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Análoga exposición de la geometr ía elíptica puede verse en las 
Lecciones de Geometría de Clebsch. 

Tan solo indicaremos que entre los movimientos de una recta 
en sí, el elíptico debe tratarse en correspondencia con el hiperbólico. 

Puesto que la línea recta no puede extenderse al infinito, y 
vuelve á la posición primitiva, por un movimiento en el mismo 
sentido, un segundo movimiento consiste en una repetición del 
primero. U n punto P pasa á P' y P' á P. La transformación lineal 
es la involución. Y puesto que no queda fijo n ingún punto por el 
movimiento de la recta, de esto resulta que: Cada recta se halla de

finida por una involución con elementos dobles imaginarios. 
Todo resbalamiento de la recta en sí, es equivalente á una susti

tución lineal, por la que se transforma en sí una involución con ele
mentos dobles imaginarios, en una recta. 

Por cada movimiento de la recta en sí permanecen fijos dos pun
tos imaginarios conjugados. 

Sean ^ y X2 dos cantidades imaginarias conjugadas y ¡J. un n ú 
mero complejo. Hagamos 

^ = í ' + A " , Xa = i ' — A " , ¡i. = p/ - f 

obtendremos, separando lo real y lo imaginario en la ecuación (3) 
de la página 500 

[(ü - X') {x - \') + A"*] ( I - fx') - r u - x ) [x" = o, 

[(ü - V) ( x - x') + r*] ¡i* - r ( i - x ) ( i + [x') - o. 

Estas ecuaciones son compatibles, cuando p.'2 + p-"2 = 1. Aná
logamente á lo expuesto en la pág . 501, tendremos para la distan
cia r de dos puntos x y 

; — \ ' — A " X — V - f A " 
r == ik log l _ 1' _|_ ¿ x" ' x - V — i \ " 

Y, podremos aplicar á la geometría elíptica todas las conclusio
nes obtenidas en la hiperbólica, cuando sustituyamos dos puntos ima
ginarios conjugados á los dos puntos del infinito de una recta, es de
cir, escribiendo ik en vez de k. 
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Tendremos análogamente las fórmulas 

Qxy y Q'xy — Qxx Qyy 

r . ( r \ 2 ^ 1 QxxO-dxdx — ^ xdx 

Ü * * Q „ - [eos - k j = o. ^ = ^ . 

E n conexión con lo expuesto, se hallan las conclusiones si
guientes, que pueden estudiarse en la obra del profesor W . Killing, 
Die Nicht-Euklidischen Raumformen: 

Redtuí?' la forma cuadrática a, (Xp, Xn) á tina suma de 
n + 1 cuadrados. 

Y tendremos en el espacio de tres dimensiones, las cuatro es
pecies de superficies de segundo orden: 

Superficie general hrxQ -h a^x? + + a^x^ ~ o, 

» de rotación k̂ x̂  + a^x? + â  {x^ -f- x^) = o, 

» esférica k-x^ + ai (.r,2 + x^ + x.¿-) = o, 

» cilindrica (/̂ "̂ "o2 + Xy- ) + a {x̂ 1 4- ^g2) = o, 

como expone Herr Kil l ing al'tratar del espacio Riemanno. 
Unicamente podremos añadir en este resumen, que el comple

mento de estos conceptos acerca de las especies de geometr ías de 
los espacios se halla en las conclusiones dadas por Lie en su Theo-
rle der transformatloñs Gruppm (t. III) de que se tfató en la Intro
ducción del tercer tomo de esta obra. 

Por último, es oportuno el citar la nueva evolución señalada 
por M . Meray en la exposición de su Geometr ía elemental, cuya 
edición primera data del año 1874. 

M . Meray, separándose del dogmatismo predominante en la 
exposición de los Elementos de Geometría, llega á una exposisión 
sistemática, subordinada al hoy fundamental concepto de grupo, en 
el que se tiende á establecer grandes agrupaciones de verdades ó 
de relaciones geométr icas . 

Parte del concepto de resbalamiento de la recta y del plano en 
sí. Estableciendo en un corto número de proposiciones los funda-
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mentos de la determinación geométrica; y con auxilio de los con
ceptos de traslación y de rotación, imprime desde su primera fase, 
un nuevo carácter á los estudios geométr icos . 

Y á pesar de que mis varios trabajos, publicados desde 1881, 
con el título de Complemento de Geometría elemental ó crítica geo-
métiica, al que siguieron la Geometría elemental y general y los 
Estudios críticos de la generación de los conceptos matemáticos, 
desarrollan aunque no dogmát icamente ó. bajo un plan de carácter 
doctrinal análogos conceptos, creo oportuno presentar algunas de 
las conclusiones establecidas indistintamente en cada una de las 
obras citadas. E l problema de la sistematización de la Geometr ía 
elemental se reduce: 1.0 A establecer las equivalencias de las enti
dades geométr icas . 2.0 A determinar las figuras adjuntas ó vi r tual -
mente contenidas en una figura dada. 

Este objeto queda esbozado en el Complemento de Geometría, 
estableciéndose varios ejemplos de sustituciones y equivalencias en 
las determinaciones triangular y circular, así como las transfoima-
cioíies ó con espondencias de unas especies de relaciones en otras. 

Así, respecto á la línea recta, el axioma, dos puntos determinan 
una recta, es el punto de partida, que conduce á multi tud de propo
siciones, que le son equivalentes ó que aparecen como sus trans
formadas, como lo es la proposición: Por un punto exterior á una 
recta no se le puede trazar más que una perpendicular, pues el exis
tir dos perpendiculares á una recta, equivaldría á que existiesen dos 
rectas distintas entre dos puntos. 

E l teorema: Toda perpendicular á una recta lo es á sus paralelas 
está incluido en el teorema: Dos perpendiculares á una recta son pa
ralelas, y el teorema: Los ángulos adyacentes, sumados, valen dos 
rectos, está incluido en el que determina la relación de ser iguales ó 
suplementarios los ángu los formados por una secante con dos para
lelas, según la orientación de los mismos (Geometría elemental). 

Pero la noción de traslación ó giro conduce á una sistematiza
ción importante. 

Definida la recta como un sistema de puntos, insepai ablemente 
unidos tales, que de cualquier manera que se mueva, TENIENDO SIEM-
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Fisura 116 

PRE DOS PUNTOS FIJOS en el espacio, el sistema ocupe el mismo lugar 
en éste, y análogamente el plano, respecto de tres puntos, la exposi
ción se hace extremadamente fácil. 

La determinación del t r iángulo se efectúa de una manera siste
mática, partiendo de la existencia de la bisectriz A M del ángulo 

C A B ' (correspondiente á la única po-
' sición en la que uno de los dos ángu
los B ' A M y C A M ha pasado de ser 
menor á ser mayor). 

Si hacemos girar el plano alrede
dor de A M , la superposición de A B ' 
con A C y de AC' con A B , lleva consigo 
que ¿_ C A B ' = / CAB (fig. l i ó ) ; es 
decir, que los ángulos opuestos por el 
vértice son iguales, etc. (*) 

Si ahora gira la recta AB, en el plano, hasta ocupar la po
sición E E ' , de modo que sea ¿ E A B = ¿_ A B L ' (fig. 117), se 
demuestra, haciendo gi
rar la figura E E ' A B L L ' 
alrededor del punto me
dio O, que E E ' no puede 
encontrar á L L ' , ó que 
le es paralela; porque 
dos rectas que tienen dos 
pimtos comunes, coinci
den (siendo esta propo- Figura 117 

sición el caso de la an
terior en que el punto A estuviese en la recta L L ' ) . (**) La propo
sición recíproca, á saber, que: Si E E y L L ' son dos rectas que no se 
encuentran, ó paralelas, los ángulos E A B y A B L ' son iguales, se 
admite como evidente. (***) 

C C, 

(*) Geometría general (parte 2.") 1895 y Geometría elemental, 1882 y 1888. > 
(**) El caso en que dos recias no tienen n ingún punto c o m ú n queda asimilado ai 

en /ISÍj ^Est^es uno d^los modos de enunciar el postulado de Euclides, ó una proposi
ción equivalente al mismo postulado, que establece la correspondencia univoca, sm ex
cepción, de cada punto L L ' con cada recta de A, correspondiendo la paralela al punto 
impropio (PROGREÍG MATEMÁTICO, t. V, pág . 39). 
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Si hacemos girar la recta AC, por ejemplo, de manera que pase 
por todos los puntos de la recta L L ' , existirá una correspondencia 
unívoca entre cada recta de A y cada punto de L L ' . Pero se obser
va que los ángulos van decreciendo de izquierda á derecha, de 
modo que, siendo ... Z E A B < / E A C < Z E A C 1 < . . . < Z E A C „ . . . 
resulta . . . / A B L ' < Z A C L ' < Z AC, L ' . . . < Z ACWL'. . ., ten
diendo el último ángulo de la serie á cero. Y aná logamente 

. . . Z E 'AB^ > Z E ' A B > ¿_ E.'AC > Z E ' A C , . . . > Z E'ACM . . . 

ó Z ABre L > . . . > z A B L > Z A C , L > . . . z ACra L , 

tendiendo el último ángulo de la izquierda á un ángulo llano ó á 
dos rectos. De modo que la recta móvil tiende á confundirse en sus 
dos posiciones extremas con las semirectas A E ' y A E . 

E n vir tud de la simetría, respecto á la perpendicular AP, á cada 
oblicua situada á un lado, corresponde una oblicua igual al otro 
lado; y á cada ángulo otro igual, pero en distinto sentido respecto 
á la perpendicular, es decir, simétrico. De manera, que oblicuas 
iguales equidistan de la perpendicular, y rec íprocamente . 

De esta correspondencia entre la recta móvil, el ángulo que 
forma con L L ' y el punto en que la corta, se deducen todas las 
proposiciones acerca de la igualdad y desigualdad de t r iángulos . 
Así, supongamos ¿_ APC > ¿_ ACP. Se tendrá 

Z C A P > z APC < z ACP. 

Y si desde P se trazan las rectas correspondientes á los puntos 
de CA, resultará que los ángu los en C , C", irán aumentando 
desde ¿_ PC A hasta Z P A C ; y existirá un punto Q para el cual, 
Z AQP = Z APQ. Y, en vir tud de la relación un ívoca (á ambos 
lados de la perpendicular AP), por ser AQ = AP, resulta A C > AP. 

Recíprocamente: Si A C > AP, se hará AP = AQ, y resul tará 
que Z APC ^> Z ACP, de manera que: E n un triángulo, á mayor 
lado se opone mayor ángulo. Las oblicuas crecen conforme se alejan 
de la perpendicular, etc. Y, basándonos en la correspondencia u n í 
voca, resul tarán demostrados los teoremas relativos á la determi
nación del tr iángulo, etc. 
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Respecto á la semejanza, simetría y . relaciones métricas, la ex
posición sistemática aquí reproducida, según se publicó en las 
obras citadas, se reduce á observar que la generalización necesa
riamente introducida por el empleo del número como medida de 
las magnitudes geométr icas , depende de la correspondencia exis
tente entre los ángulos que las rectas AC y ACI forman con L L ' y 
la longitud de éstas (íig. 117). Á cada recta corresponderá una ra
zón distinta. Pero se tiene 

AP ' AP 
A P = A B A B ' A P = = A C A C ; 

AP AP A B AP AP 
A B A B = A C A C y A C = A C : A B 

A B ? (C) ^ ( Q AC 
A C = - 7 ( B j ' A B - . ( B ) A C ' 

siendo © (C) el símbolo de las funciones t r igonométr icas , según se 

expone en su lugar. 

La relación que permite pasar de A B á AC ó que transforma 

A B en AC, es 
AC sen B , A _ sen B 

= o AC = ^ A B . 
A B sen C sen C 

E n el caso de ser una de las rectas A B la AP, será 

AC = ( 1 : ^ ) AP = — ^ AP = m . AP, 
\ AC / sen C 

indicando m el coeficiente que transforma AP en cualquiera de las 
rectas que consideramos. 

Pero esta transformación se aplica ahora á la faja comprendida 
entre L L ' y la paralela trazada á ésta por A (fig. 118). La conside
ración de la semejanza permite una nueva generalización. 

Si se toman partes iguales á AB y BC, se obtienen puntos A , , 
A2, , C., C2, , y las rectas A..C,, A2Cr, , AWCW son pa
ralelas á la AC, pues en las diferentes fajas se obtienen los tr ián-
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Figura 118 

gulos A A ^ ' , A ^ C " , . . . . iguales al ABC, siendo A{C\ A.C", 
paralelas á A C y recíprocamente: Si AnCn es paralela á AC, será 
BA» B A 
^ = ; pues si se tuviese BAW = n . BA y BCn = n'. BC, se 

tendría BA?l = n . BA y BCn = n . Be, siendo c distinto de C y 
e\ , / c distinto del C; y según 
la proposición directa, tomando 
n segmentos, á partir de A y ¿:, 
se obtendr ían los puntos An y 
Cn, sin ser AnCn paralela á AC, 
puesto que lo sería á la Ac; y 
se tendría que Z- Cn = /_ c; y 
por consiguiente Z.Cn^= Z . C , 
contra lo supuesto. 

No hay necesidad de insis
tir en este desarrollo s is temá
tico de la geometr ía elemental, fundada tan solo en la correspon
dencia un ívoca de dos elementos homólogos . 

La correspondencia un ívoca entre la variación de los lados y 
ángulos de un tr iángulo conduce á las funciones llamadas circula
res, á' saber: seno, coseno, tangente y cotangente, partiendo de 
todos los tipos de t r iángulos rec tángulos que pueden reducirse á 
los posibles, en el primer cuadrante de la circunferencia de referen
cia, obteniéndose la ley de la t ransformación de unos t r iángulos en 
otros, de modo que: 

Por la alteración ó deformación de tmo de ellos, pueda pasarse á 
todos los triángulos posibles en el plano, refiriendo todas las líneas 
trigonométricas á un radio común, ó sea á la circunferencia cuyo 
radio es aquél, según el que están calculadas las tablas. 

Este tránsi to se efectúa: 1.0 Por la formación de todos los trián
gulos homotét icos á un tipo de t r iángulos . 2,0 Por el t ránsi to de cada 
tipo á todos los demás , al recorrerse los diferentes puntos del cua
drante, que originan cada t r iángulo, cuyos lados son el radio, el seno 
y el coseno correspondientes. De esta manera la Tr igonomet r í a es 
un capítulo de la Geometr ía , y las demás Geometr ías , ya la cartesia-
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na, ya la vectorial en sus diversos modos, son distintos puntos de 
vista de considerarse las figuras geométr icas . 

Examinada la Geometr ía desde el punto de vista de la variación 
continua, queda subordinada á la teoría general de los grupos, cuyo 
más amplio estudio se ha hecho en las obras de Lie. 

Citaremos como los más sencillos ejemplos, los grupos de: las 
translaciones, las rotaciones, las transformaciones afines, los movi
mientos del espacio. (Todos los movimientos del espacio euclídeo 
forman un grupo). E l estudio de los grupos se complica según el 
número de parámetros que se considera, y entra de lleno en el estu
dio de las ecuaciones diferenciales. 

Sean x ¡ = / ¿ . . . ,rre), x { = (.r/ . . . x¿) ( 2 = 1 . . . n) 

una transjormación y su inveisa; la transformación idéntica será 

xi = Xi {i = 1 . . . n). 

Efectuemos sucesivamente las transformaciones 

^ i ' = f i (*i • • - - O , = ( > / • • • *¿% (¿ — 1 • • . « ) 

y obtendremos la transformación 

== ¿i (/1 W • • • A (^)) (2 = 1 . . . n). 

Dada una serie de transformaciones, éstas forman un. grupo, 
cuando efectuadas sucesivamente dos cualesqiñera de ellas, se obtiene 
una de la serie dada. U n grupo finito continuo de transformaciones 
se representa en general por n ecuaciones, 

x i = f i {xi . . . xn, ay.. . ar) (¿ = I . , . n) 

que contienen r parámet ros arbitrarios. 
La superior generalización á que se ha llegado en la teoría de 

los grupos, aplicada á la Geometría , es la obtenida por Lie, expuesta 
en la Introducción al tomo I I I , que constituye sus dos soluciones al 
problema de Riemann-Helmholtz, relativo al espacio. 

E n particular la Geometría sintetiche delle sfere de Reye trata de 
una variedad lineal de cuatro dimensiones. 
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C C A P Í T U I f O I I I 

Superficies cuyos radios de curvatura son funciones 

el uno del otro. 

§ I.0 SUPERFICIES MÍNIMAS Ó ELASOIDES 

2 9 6 . CONDICIÓN PRIMERA. Sean una superficie ó parte de 
superficie continua S, limitada por un contorno, x, y, z Jas coorde
nadas de un punto de S, c, c\ c" los cosenos directores de la normal 
en este punto; y tomemos como coordenadas curvilíneas u y v los 
parámet ros de las líneas de curvatura de la superficie. 

Si R y R' son dos radios de curvatura en el punto considerado, 
las fórmulas de Olinde Rodrigues darán 

( 1 : 

Pero se tiene 

^ 'de le' le' de" le" 
tu d v ^ l u ~ l ~ 3¡7 ^ = 0, 

Ix 7¡x 3j/ 2)j/ dz Iz 
lu Iv ^ CÍU 0' 

(2) 

Y, haciendo, por brevedad 
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se tendrá E3 = & R'2, G'2 = R'4 g\ 

y la expresión del elemento lineal de H será 

ds* — R2 ^ ^ 2 + R7'2 ^ ^ 2 = E- du + G2 ^ 2 . (3) 

Consideremos ahora la superficie E' infinitamente próx ima de S. 
La normal de un punto M de S encuentra á £ ' en un punto M ' . 

Sea X la distancia M M ' . La superficie S' quedará definida, si se 
da X en función de u y v\y las coordenadas X, Y, Z de un punto 
de ^ ' quedarán determinadas por las fórmulas 

X = x - V el, Y = y + Í 'A , Z = ^ + c"X 

que dan 

dX = (A — R) — du + (X — R') — ^ + fí/X, 

dY = (X — R) — ^ + CA —R') — ^ + c'dX, 

dZ = (> 

E l elemento lineal de S' será 

^'•2 = (X — R)'2 ^ du* + (X — R)2 dv1 

(4) 

3c" f 'he" 
R) — ^ 4- (>—R ) — + ^ d\ 

di* (5) 

y el elemento superficial 

R V. + 
y2 7)1 V2 

Comparemos ahora una porción de £ , limitada por el contorno C, 
con el área de una superficie infinitamente próx ima S', que pasa 
también por C. Entonces, X deberá ser una función infinitamente 
pequeña, que se anula en todos los puntos de C. Y el área de E' 
estará representada por la integral doble 

= / / E G ( I -R) 
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extendida á todos los valores de ti y v, correspondientes á los pun
tos de S, situados en el interior de C. Esta área, desarrollada según 
las potencias de la cantidad infinitamente pequeña , que entra como 
factor en X, podrá escribirse así 

i i S = / / E G dudv — / / E G > ^ - + ^ j d u d v 

+ / / E G [RR7 + -2e*R*- + ^ T R ^ J 

(8) 

despreciándose los términos de tercer orden. 
Si se hace 1 = 0, se obtiene el área H. E l incremento del área, 

cuando se pasa de S á Z' , quedará determinado por la fórmula 

AS = — / / E G l 

+ / / E G 1^1 
[RR' ^ 2 / 

(9) 

con el mismo grado de aproximación que anteriormente. 
Así pues, para que la superficie sea mínima, es necesario que 

la suma de los radios de curvatura principales sea nula en cada 
punto; porque si esto no se verifica, podremos tomar para X una 
expresión de- la forma 

siendo <p una función de « y de v, que deberá anularse para todos 
los puntos del contorno C y m una constante infinitamente peque
ña. La expresión (8) tomará la forma 

dudv, 

despreciándose los términos de orden m .̂ La integral no es nula, 
porque todos sus elementos tienen el mismo signo. Se puede pues 

34 
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tomar m suficientemente pequeño para que los términos desprecia
dos, que son del orden de m\ sean menores que el precedente y, 
por tanto, para que cada elemento de AS tenga el mismo signo que 
— m. Dando á m el signo positivo, AS tendrá un valor negativo. 
Tendremos pues, para AS, una superficie cuya área es menor que S. 

Así pues, la primera condición para que el área de S sea la 
menor posible, es que la suma de los radios de curvatura principa
les sea nula para cada punto de la superficie, ó lo que es igual, 
que la indicatriz sea en todos los puntos una hipérbola equilátera; 
pero esta condición no es suficiente; por que, si hacemos 1^ = — R 
en (8), la expresión de AS será 

AS = / / ^ [ - ^ + + dudV' 

Los términos despreciados son de tercer orden con relación 
á X; y será necesario que la integral que figura en el segundo 
miembro sea positiva, cuando se sustituya en ella una función 
sujeta á la sola condición de anularse en todos los puntos del 
contorno de S. 

Podemos pues, definir las superficies mínimas por la propiedad 
de ser la indicatriz una hipérbola equilátera ó de cortarse las líneas 
asintóticas según ángulos rectos; y será ventajoso enunciar la 
propiedad característ ica de las superficies mínimas bajo la forma 
siguiente: 

Las dos familias de líneas de longitud nula trazadas en una su
perficie deben formar una red conjugada. E n efecto, la hipérbola 
equilátera es la sola cónica que admite por diámetros conjugados 
las dos rectas cuyos coeficientes angulares son + i, — i. 

2 9 7 . MODO DE GENERACIÓN. Tomemos como variables in 
dependientes los parámet ros a y ¡B de los dos sistemas de líneas de 
longitud nula. Puesto que forman una red conjugada, las coorde
nadas rectangulares -r, y, z serán tres soluciones particulares de 
una ecuación de la forma 

— A - B-7T = o. 
3a33 3a 3(3 
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Se tendrá pues, — A — — B — = o. 

— A ^ - — B ^ = o, A — — B ^ - = o (1) 

y además , por la elección de a y !J, 

©•V(|)V(|)=O, (DVíD+d) '^. (2) 
Diferenciando la primera de las ecuaciones (2) con relación á ¡ 3 , 

la segunda con relación á a, y sustituyendo los valores de las deri
vadas segundas dados por las ecuaciones (1), se tendrá 

/ I Í X "bx 'hy by I z bzX 

Y, puesto que no puede ser nulo el trinomio, entre paréntesis , 
sin que el arco de toda curva trazada en la superficie sea nulo, 
tendremos A = o, B = o. Las ecuaciones (1) se reducen á 

tfx 3 V 322 
daájj dajji 3a 3p 

cuya integración es inmediata, y se tiene 

* = / i ( a ) + y = f M + ^ ) , z ^ f M - h m M - (4) 

Y para que las ecuaciones (2) queden satisfechas, se necesita 
que se tenga 

# ( « ) + ( a ) + / s " 2 ( « ) = o . c p / 2 ( P ) - f - c p 2 ' * ( P ) + ^ = o . (5) 

Las ecuaciones (4) manifiestan que las superficies mínimas 
pertenecen á la clase de las superficies que pueden engendrarse de 
dos maneras distintas por la traslación de una curva. 

2 9 8 . FÓRMULAS DE MONGE. Podemos, sin cambiar el siste
ma de coordenadas, sustituir a y [3 por funciones cualesquiera de 
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estas variables, es decir, hacer 

fx (a) = a, ( ( 3 ) = [ 3 . 

De las fórmulas (5) deduciremos 

,r = a + ¡ 3 

^ = / ( a ) + c p ( ¡ 3 ) j (6) 

z = ¿ I i i + f * («) ^ + * / ) / 1 + f 2 (P) J 

2 9 9 . FÓRMULAS DE WEIERSTRASS. Sea 

; = U , 

la primera ecuación (5) dará 

Por consiguiente, las relaciones de las tres derivadas serán 

/ / (*) 11 / / M = 
I — ^2 Z ( i + W2) 2^ ' 

siendo « función de a. Podremos representar á ^, prescindiendo del 
caso en que sea constante, por 

y tendremos 

1 _ du 
2 da. 

U (a) = W ( l — 

2 ; • (7) 

f .á{v.)=zju'& {zt) du. 

Análogamente se obtendrá, haciendo 

^ p / ( ^ ) - ( 1 3 ) 

- Ta' (P) " * 
(8) 
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y siguiendo un método análogo respecto á (3, 

'f. ( P ) = ^ / ( i ^ 2 ) 3 r 1 K ) A , 

Las fórmulas que definen la superficie serán 

z z ) (n) 
y = ~ ¡ i i - { - u 2 ) $ { u ) d u — - f {i + u*) o , )duu ' 

¿ 2 

Sustituyendo ^ (w) por la derivada tercera de una función / {ti) 
de u y 3l {uA) por la derivada tercera de otra función / , («,), resul
tarán las fórmulas de Weierstrass 

i — u* 
x = — — - / {u) + uf {ti) ~ f { u ) 

I — 2/ 2 

+ — ( « o + « i / ; («,) - / . 
i + « á 

^ = 2 — 2 — / " {t i) — iu f {u) + zy (^) 

I 4- ẑ ,"2 

— 2 — ~ f \ M + iuJ i w — ^ 
^ = u f {ti) - f {M) + u J S {u{) - f ¿ (z/,). 

E n el caso de ser u constante, se tendrá 

MÁ*). A » /a' 

(IO) 

zr Z ( l + Zí2) 2Z¿ ' 

y si se expresa por - 6' (a) el valor común de estas relaciones, se 

tendrá 

I M2 j 
^ = — J - Ka) + - / ( i - ^ . ^ ^ (z ,̂) du„ 
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I -U 2¿2 I 

y = i —: 0 (a) — - / ( i + u?) 3X dMx, 

z = uf) (a) + / ul &l (UÍ) dur 

Las curvas = o serán rectas paralelas que encuentran al 
círculo del infinito. La superficie correspondiente será un cilindro 
imaginario. (*) 

De las ecuaciones (9), resulta para los elementos fundamentales 
de primer orden 

E = o, F = ^ ( i + M U ) * % {tí) % = 0, G = o 

y el elemento lineal de la superficie será 

ds'2 = (1 + uu)* 5 {u) $ {ux) du düy. ( n ) 

E n virtud de las expresiones de a, b, c (pág. 244) y de las fór
mulas (9), obtendremos, para los cosenos directores a, b, c de la 
normal á la superficie ó las coordenadas de la imagen esférica de 
la superficie, 

U + U. i (U. U) UUi I / -
a = b = c = — (12) 

1 + uuí 1 + utít 1 + mil 

y para el elemento lineal de esta imagen esférica, 

¿\dudu. 
ds* = dar + db* - f dr = -—¡ ^ . (13) 

u ( i - h ^ i ) ' 
Los elementos fundamentales de segundo orden serán 

D = — § r ( « ) , D , = i o , 0 " = — ^ ^ , ) . 

De la condición (pág. 293) para la existencia de las líneas asin-
tóticas, resulta 

(«) du1 - | - ^ (2^) du* = o 

y por ecuación (5) de las líneas de curvatura (pág. 290), 

(ti) dtt- — Ŝ j (&,) du? = o. 

(*) Darboux, Leqons tur la théorie genérale des surfaces, t. I , pág. 230. 
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y las ecuaciones (6) y (7) de la pág . (291). 

h— 1 + 1 k 4 

(1 - | - uu^f 

3 0 0 . EJEMPLOS: I.0 DADA UNA CURVA, OBTENER LA SUPER
FICIE MÍNIMA QUE PASA POR ELLA. (Lagrange, Miscellanea, T a u -
rinensia). 

Dejando indeterminados los límites entre los que se halla la 
curva, podemos reducir el problema á: 

Hacer mínima la integral j í | / i -\- p'2 -\- q'2 dxdy. 

Escribamos 2 - j - sô  en vez de z, para determinar una super
ficie muy próxima á la primera; p se reduce á 

7)02 7)oz 

p h ? — 

Hagamos )/1 + + q- = W , y deberá verificarse que 

/ — ^ — 

entre los límites para los que / / W dx dy es un mínimo. Pero 

P — 
TÍX p 

W " ^ = W ^ ~ ' ^ 
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siempre entre los mismos límites. Y tenemos la ecuación 

dxdy — 

dxdy = o. 

y puesto que es arbitraria, excepto en los límites, deberá veri
ficarse que 

^ : ^ + s w : 3 - r = 0-

Las superficies que satisfacen á esta ecuación, resuelven el 
problema. Diferenciando se obtiene 

p pr + qs 
^ W vvr ^ W 

r + / V + — — pqs r { i + — /g-y 

~ w * = 

y multiplicando por W3, tendremos 

r í l + — 2 / ^ - f / ( i - f / 2 ) = o, 

que corresponde á las superficies para las cuales la suma de los 
radios principales de curvatura es nula ó son iguales y de signo 
contrario. 

2.0 Dados dos circuios paralelos entre sí (fig. 119) tales, que 
sus centros se hallen en una misma normal, hallar la superficie mí
nima que pase por ellos. 

Desde luego la superficie buscada es de revolución. Por consi
guiente si trazamos en cada círculo dos radios paralelos á los del 
otro, y en otro lugar de la superficie otros dos pares de radios que 
formen ángulos iguales respectivamente á los primeros, las dos 
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fajas superficiales serán iguales entre sí, pues de lo contrario no 
sería la superficie mínima. Podemos escribir 

^ = ^ + ^ , ^ - = L ; / = / ^ ) ? = = / | y W ^ Í ^ 

hagamos = L y tendremos la ecuac ión diferencial 

- = 0 o 2L + [ x — -\~ y — -— = 0, 2>x 

_ , r 3L 3; 3L 
o 2 L + i _ = 0) 2 _ + r = 0. 

Integrando, tendremos 

2 log | -f- log L -|- const. = o 

1 / ' 
r2L = ^ 

Figura 119 

\ 3 ; / ^ v ^ y ^ J / ^ - ^ 
é integrando 

z — a = ^ log 
j/;2 — dl 

donde la constante arbitraria es — a log 3, y escribiendo a . e* en 
vez de b, tendremos 

z = a log + a 

de la cual resulta 

_a8(^ — | / ^ — ^ ) 

Por consiguiente ? 
- + a _ A _ a ) 

- ^ + ^ « ( 
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ecuación de la catenaria. La superficie mínima es la superficie de 
revolución formada por la catenaria. 

3.0 Consideremos ahora las superficies en coordenadas curvi
líneas. Sea una superficie de revolución cuyo eje es el de las z, y 
r la distancia de un punto del meridiano al eje. La ecuación de la 
superficie será z = f { r ) . 

Sea OJ el ángulo que forma con el plano de las xz el meridiano 
que pasa por el punto dado. Tendremos 

x = rcosv, jj / = r s e n f l y ^ = ^r2 ( 1 + / ' - ) + r W . (1) 

Las curvas r = const. son los paralelos y las ^ = const. los 
meridianos. Si se hace 

dr i ~ í f"1 = du, 

r será la función de u, y la ecuación (1) tomará la forma 

ds* = diP + iu) dv\ (2) 

4.0 Sea la superficie de revolución engendrada por la revolu
ción de una catenaria alrededor de su base. Se tendrá 

a i 
r = - I + ^ 

y resultará sin dificultad ti 4= yJr'L — a1. La fór
mula (2) dará 

^ 2 == du* - f - f d1) dpK 

Esta superficie es el aliseíde ó catenoide. Como 
la catenaria es la única curva cuyo radio de 

curvatura es igual y de signo contrario á la normal, la catenoide es 
la sola superficie de revolución, para la que los radios de curvatura 
en cada punto son iguales y de signo contrario. Se llaman superfi
cies mínimas á todas aquél las cuyos radios de curvatura se hallan 
en esta relación. La aliseide es por tanto la sola superficie mínima 
de revolución. 

Se sabe que si se considera una catenaria cuya base es Oz y 
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desde el pie P de la ordenada del punto M se baja una perpendi
cular PQ á la tangente en M , el arco de catenaria, contado á partir 
del vértice S, es igual al segmento de recta MQ. Por consiguiente, 
el punto Q describirá una de las evolventes de la catenaria. 

Puesto que PQ es constantemente igual al parámet ro a de 
la catenaria, el lugar de punto Q será la curva de las tangentes 
iguales ó tractriz. Expresando por cp el ángulo PMQ, el valor 
del arco descrito por el punto Q, cuando © aumenta en estará 
expresado por 

da = MQdi, = a cot -¿dz,. 

Además , puesto que la expres ión de la perpendicular bajada 
desde Q sobre Oz es r = a sen cp, el elemento lineal de la superficie 
engendrada por la revolución de la curva de las tangentes iguales 
alrededor de Cte estará dado por la fórmula 

= de'2 + dv* == a* (cot2 ydf- + sen2 'fdv*)._ 

Hagamos cot a^cp = du lo que da sen a> = eu, 

y tendremos ds'2 = a- {du11 - f e^ dv1). 

Observemos que en el t r iángulo r ec t ángu lo RPM, se tiene 

MQ . QR = a \ 

Los centros de curvatura principales de la superficie son evi
dentemente los puntos M y R; luego los radios de curvatura princi
pales satisfacen á la relación RR' = — per0 esta pr0pieciad n0 
caracteriza á la superficie. 

3 0 1 . REPRESENTACIÓN CONFORME. Las fórmulas (9) de la p á 
gina 517 dan la expresión siguiente del elemento lineal, 

ds1 = ( i + uuKf%{u) %x {uv) du du [, 

á la que se puede añadir la que determina el elemento lineal de la 
representación esférica 

¿02 = da* + db> + ^ = Adudu> . 
(1 - | - u u ^ 
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Y la comparación de estas fórmulas conduce al teorema de 
Bonnet: L a representación esférica de la superficie mínima realiza 
una representación conforme, un trazado geográfico de la superficie 
en la esfera. 

Además: Toda superficie distinta de la es jera, para la que el 
ángulo de dos cutvas es igual al de sus representaciones esféricas es 
necesariamente una superficie mínima, pues si consideramos una 
curva que pasa por un punto M de la superficie y la tangente M T , 
la representación esférica será una curva que pasa por el punto m, 
imagen del M , que admitirá una tangente perpendicular á la tan
gente conjugada de M T . Por consiguiente, si dos curvas que par
ten de M , admiten dos tangentes M T , M T ' , y el ángulo de sus re
presentaciones esféricas en m será igual al de las tangentes M U y 
M U ' , conjugadas de M T y M T ' . La indicatriz de la superficie bus
cada debe por consiguiente ser una curva tal, que el ángulo de dos 
cualesquiera de sus diámetros sea igual al de los diámetros conju
gados, propiedad que solo pertenece á la circunferencia y á la hipér
bola equilátera. La superficie que se busca será ó una esfera ó una 
superficie mínima. 

E n general, si existe en una superficie un sistema ortogonal, 
cuya representación esférica es un sistema ortogonal, que no se 
confunde con el formado por las lineas de curvatura, se llegará á 
igual conclusión, pues la hipérbola equilátera es la única cónica 
para la que dos diámetros rectangulares, que no se confunden con 
los ejes, pueden admitir como conjugados dos diámetros rectan
gulares. 

Supongamos, según esto, que dado un sistema ortogonal (S) 
cualquiera, trazado en la esfera de radio i , nos propongamos obte
ner todas las superficies (S) tales, que si se efectúa su representa
ción esférica en dicha esfera, las curvas de la superficie correspon
dan á las del sistema esférico ortogonal. E l problema admitirá una 
doble solución, ó el sistema fS') está formado por l íneas de curva
tura de la superficie, y entonces la cuest ión se reduce á: obtener las 
superficies, cuyas lineas de curvatura . admiten por imagen esférica 
las curvas de un sistema ortogonal dado; ó bien el sistema (S) no 
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estará formado por líneas de curvatura y, en este caso, la superficie 
será una superficie mínima cualquiera. 

Minding, al estudiar todas las superficies cuyos meridianos y 
paralelos forman un sistema ortogonal, obtuvo las superficies mol 
duras y las superficies mínimas. Estos son resultados inmediatos 
de las consideraciones precedentes y M . Darboux añade (*) que en 
toda superficie mínima, la red formada por los paralelos y meridia
nos será siempre isoterma, porque corresponde á un sistema iso-
termo de la esfera, pues empleando las fórmulas (12) (̂ e la página 
518, se ve que los paralelos se hallan definidos por c = const. ó 

uUi — const, y los meridianos por ^ = const, ó — = const. 
o ul 

Si pues se hace u = teití>, ui = ce—iM, la expresión del ele
mento lineal será 

Las curvas ? = const. son paralelos y las w = const. meridia
nos, lo que muestra que las dos familias constituyen un sistema 
isotermo. 

E n particular, si $ {u) = Aum, ^ (uj = A^u™, el elemento 
lineal será 

ds* = A A t ( I - f p2) frn [¿pS _ j _ p S ^ í J 

La superficie será aplicable sobre otra de revolución, corres
pondiéndose respectivamente en las dos superficies los paralelos y 
los meridianos. 

Haciendo corresponder al punto O, û ) de la superficie el punto 
de un plano, cuyas coordenadas rectangulares , se determinan 
por las fórmulas 

•«•i + z>, = jV 2 ^ {u) du, xi — iyx = Í Í2&iui du,, (1) 

el elemento lineal tomará la forma 

^ = ^ (1 + ^ i )2 f ^ W ^ A j h ) {dx? + dy?) = R {dx¿2 + <fyx*) 

(*) Leqons sttr la théorie general des surfaces, t. I , p. 311. 



526 LIBRO 4.° CAPÍTULO 111 

siendo R el radio de curvatura principal, y el elemento de la re
presentación esférica 

d s j ^ i d x j + dyty (1) 

lo que conduce á la proposición: Las líneas de curvatura que forman 
en la superficie un sistema isoteimo, admiten por representación esfé
rica tm sistema también isoterma. (Darboux, obra c i t , t. I , pág. 313). 

Introduciendo en las fórmulas las dos funciones 

a = xx + iyx, S = x\ — iy,, (3) 

se tendrá 
1 1 

u = / ( « ) = A, u, = 'f (P) = B, ^ {u) = ^ 7 7 , ^ («1) = (4) 

siendo A ' y B ' las derivadas de A y B. Los elementos lineales serán: 

( I 4 . ABYdadp , 4 A / B / ^ a ^ ^ 

d'2 = Í A 7 ! 7 ' 0' _ (1 + AB)2_ ' 

resultando el 
TEOREMA DE BOUR. Si se ha puesto, de una manera cualquiera, 

el elemento lineal de la esfera bajo la forma ds02 — ^ da d^, el ele- • 

mentó ds'2 = — da d^ será el de una superficie mínima, para la que 
k 

a _ j _ ai) a _ (3 serán los parámetros de las lineas de curvatura. 
Introduciendo en las fórmulas de Weierstfass las notaciones de 

las fórmulas (3) y (4), tendremos las fórmulas dadas por Enneper 

E n fin, para estudiar la superficie mínima de Enneper, M . Dar-
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boux considera la proposición siguiente: Para obtener todas las su
perficies, cuyas lineas de curvatura son planas, se construirán dos fa
milias diferentes de esferas, cuyos centros se hallan sujetos á describir 
respectivamente dos mi vas de segundo grado, focales entre si, cuyos 
radios varien según una ley cualquiera, para cada una de las dos 
familias. E l plano radical de las dos esferas y (S), perteneciente 
á las dos familias diferentes, envolverá á la superficie btiscada. Si 
se asocian á (S) y á (S) las esfei'as infinitamente próximas (S') y (S'), 
el centro radical de estas cuatro esferas describirá la superficie. 
Los planos radicales de (S) y de 
(S'), de (Z)y de (L') serán los pla
nos de las lineas de curvatura de 
los dos sistemas, según se esta
blece en la pág. 132 (t. I) de la 
obra citada. Considera el caso en 
que en las fórmulas de Weiers-
trass se sustituyen ${u) y &{u{) 
por una misma constante, por 
ejemplo igual á 3, obteniendo 

,r = R (3 u — u3), 
y — Ri (3 u + u3), £ = R 3 u-2. 

Siendo A = a, B = ¡3, si se hace u — a. 
parámet ros de la curva, y se tendrá 

^ = 3a + 3*P2 — a3, y = 3 [ i + 3a2 ¡3 - ¡rS3, z = 3 ^ _ 3 ^ . 

Las ecuaciones de los planos de las líneas de curvatura son 

,r -f- — 3a — 2a3 = 0, y —fiz — 3Í3 — 2¡33 = o. 

Las líneas de curvatura son unicursales de tercer orden y recti
ficables, pues el elemento lineal se expresa por 

( l s = 9 [ l + a2 + {da} + dfr1). 

Para |3 = const. se tiene ds = 3 ( 1 + a2 + ¡32) da., é integrando, 

* = 3 ( I + í"2) a + a3. 

Figura 121 

i$, a y ¡3 serán los 
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La ecuación del plano tangente en el punto a, ¡3 es 

2*x — 2$y - f (a2 + ¡32 — I ) ^ 4 - 3 ^ — 3a"2 + P4 — a4 = o, 

(.r—4<*)2 + 2a2 + i ) 2 — ( j / - 4 ^ ) - — ^ — (^ + 2^ —l)2 = o, 

que es el plano radical de las dos esferas de radio nulo 

(x — 4 a ) 2 + / + — 2a2 + 1 ) 2 == o, 

+ \ y - 4p)2 + + - i)2 = o, 

cuyos centros describen dos parábolas respectivamente focales entre 
sí, concluyendo M . Darboux«de la proposición anterior, la siguiente, 
que expresa la gene rac ión de la superficie de Enneper: 

Consideremos en el espacio dos pa? abólas peales entre sí. L a su
perficie es la envolvente de los planos trazados perpendicularmente 
en los puntos medios de las cuerdas que unen los puntos de una de 
las curvas d los puntos de la otra. Los planos normales á las dos 
parábolas, en los extremos de una de estas cuerdas, son los planos 
de las líneas de curvatura que pasan por el punto de contacto de 
la superficie y del plano perpendicular en el medio de la cuerda (fi
gura 121). 

3 0 2 . SUPERFICIE ADJUNTA DE BONNET. Este geómetra, en su 
Note sur la théorie genérale des sur faces, estudió la cuest ión de las 
superficies mínimas que permanecen tales, después de una defor-
ción continua. 

Consideremos una superficie mínima A, cuyo elemento lineal es 

• ds% = (1 + miT ^ ( f ) dudv. (1) 

Para obtener todas las superficies mínimas cuyo elemento lineal 
es (1), consideremos una de éstas A , y sea A ' una de las superfi
cies mínimas á que pertenece el mismo elemento lineal. Tendremos 
por elementos lineales de la representación esférica, respectivamente 

ds* = — kds\ ds',? = k'dsrh 

Puesto que se tiene para puntos correspondientes, ds'2 = ds"¿ 
y k = k', será dsd2 = ds'Q. 
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Es decir, que si efectuamos sobre la esfera la representación de 
dos partes A y A ' correspondientes de la superficie, las imágenes 
son iguales ó simétricas. 

E n el primer caso, podemos orientar A y A' , de modo que se 
superpongan las imágenes respectivas. Así pues: 

TEOREMA I . Sz dos superficies mínimas son desarrollables, la 
una en la otra, podremos orientarlas en el espacio, de modo qtie las 
superficies normales sean pai'alelas en los puntos correspondientes. 

E n las fórmulas de Weierstrass, las funciones/(?/) y su conju
gada cp(z;j en A, deben ser las que engendran la superficie A, y el 
elemento lineal de ésta será 

ds'1 = ( i -f- uvf f{u) {u) dudv\ 

y puesto que ds = ds', resulta 

^ { u ) ^ { v ) = f { u ) viv). 

Podemos establecer, mediante la cantidad auxiliar a, las relaciones 

/ ( « ) = eicc ${74), cp {v) = e-ia- cFj [x], 

de manera que, por la primera, es a función de ?̂  sola, y por la se
gunda lo es de v\ es por tanto una constante real, puesto que y / 
son funciones conjugadas, y por consiguiente cF y 3 ;̂ luego 

TEOREMA I I . L a superficie mínima más general que puede redu
cirse á otra dada por deformación continua, se obtiene sustituyendo, 
respectivamente ^ ( u ) ^ Sr, {u) por ^ ^ { u ) y por e — ^ ^ ( v ) en las fór
mulas de We'mstrass, siendo a una constante real. 

Si a var ía de una manera continua, se obtendrán pues, oo1 su
perficies mínimas por medio de una dada. 

Las superficies elicoidales para las que $ {u) — A t i — '¿, son 
superficies mínimas asociadas. 

Las superficies qué corresponden á a — o y a = — se llaman 

superficies adjuntas, como son, por ejemplo, la catenoide y las su
perficies elicoidales. 

Sean x, y, z las coordenadas de un punto de la superficie A, .ra, 
Ja , ^a las del punto correspondiente de la superficie asociada á la A . 

35 
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Tendremos, para el ángulo 6 de los dos elementos lineales ds y 
dsa, la expresión 

dxdxy, + dydy^ + dzdZa e1* -|- ^~ía 
eos 0 = —3 == = eos a. 

dsdsa 2 
Así pues; La constante a lepresenta el ángulo comprendido entre 

dos elementos lineales con espondientes de A y A'. En el caso de dos 
superficies, adjuntas los elementos lineales son ortogonales. 

En resumen: Si consideramos las superficies mínimas, definidas 
por las fórmulas de Monge 

x = A (/) - f A , (T), ^ = B (/) + B i (T), ^ = C ( / ) + C1(T) ( I ) 

en las que A, B, C, A ^ C! satisfacen á las relaciones 

rfA2 - f ^B2 + dQ? = o, dAr - f ^B,2 + rfC,2 = o, 

el elemento lineal será 

ds* = 2 (dAdAi + dBdBi + dCdC,); 

y todas las superficies definidas por las fórmulas 

x = eia A (7) + ¿-ia A , (T), y = eia B - f ^-!'aB, (T), ¡sr. ===..., (2 ) 

en las que a es una constante, son aplicables entre sí, definiendo 
una familia de superficies asociadas. 

Para a — o se tiene la superficie definida por (1), para a = 7r, la 
Tí 

simétrica; para a = —, la superficie adjunta (3) 

. r ü = / [ A ( / ) — A ^ t ) ] , J 0 = / [ B ( / ) - B 1 ( T ) ] , z0=i[C{t) — Ci{T)l 

Para cualquier sistema de valores que se emplee en la determi
nación de ,r, jj / , z, X o , y o , las coordenadas X , Y, Z de un punto 
cualquiera de la superficie asociada, correspondiente á cualquier 
valor de a, se expresan de la manera siguiente: 

X = ^ eos a+^o3611 a' Y = j o c o s a ^ sen a, Z=^cosa-f-2'oSen a. 

Expresando que el elemento lineal de dicha superficie, 

¿ X 2 - t - ^ Y 2 + ^Z-2 
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es independiente de a, se obtienen las relaciones 

dx2 + ¿ y + ds* = dx* + + fi?^^, | 
dxdXt-]-dydy0-[-ds!dj30 = o. \ 

Por tanto, no solamente una superficie mínima y su adjunta 
son aplicables mutuamente, sino que sus planos tangentes en los 
puntos correspondientes son paralelos, y las tangentes á dos curvas 
correspondientes son perpendiculares. 

También puede establecerse que: 
Si dos superficies son aplicables entre si, de manera que los ele

mentos correspondientes formen entre si un ángulo constante, son nece-
sanamente dos superficies mínimas asociadas, y los planos tangentes 
son paralelos en los puntos correspondientes. 

S i dos superficies son aplicables entre si, con ortogonalidad de los 
elementos correspondientes, no pueden ser más que superficies adjun
tas entre si, lo que puede verse en la obra citada de M . Darboux, 
tomo I , lib. I I I , cap. V . 

Ejemplo, en el caso de ser 

2 ^ 1 v 17 2 % f ' 

las fórmulas de la familia de las superficies asociadas son 

Z - ~ log ^ — log ^ + C, 

siendo C una constante cualquiera. 

Hagamos ^ = ^ - ? \ ^ = ¿r- P- + ^ y obtendremos 

X = - ÍT ^ eos (v + a) - f - / eos (v — a). 

Y ^ ^sen (v-f a) + ^ / sen (v — a ) , Z = [x cos + v sen a. 
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3 0 3 . MÉTODO DE SCHWARZ. Las fórmulas (4) de la pág. 531 
sirvieron á Schwarz para obtener la superficie adjunta por medio 
de un método sencillo y elegante. Sean X , Y, Z los cosenos direc
tores de la normal 

14- uuy 1 + ' 1 + UU\' 

expresando ,r, y, z, xQ, y0, las coordenadas de los puntos corres
pondientes de la superficie mínima dada y de la superficie adjunta. 
Se tendrá 

Xdx + Ydy- \ -Zdz = o, Xdx0 + Y dyü + ZdzQ = o. (6) 

Con la últ ima de estas ecuaciones y la segunda de las (4) se 
determinarán las relaciones de dxQ, dy0, dz0, lo que dará 

dx0 _ dy0 dz0 
Zdy — Ydz == Xdz — Zdx ~~ Ydx — Xdy' 

La suma de los cuadrados de los numeradores es igual á la 
sama de los cuadrados de los denominadores, en vir tud de las fór
mulas (3) y (5). E l valor común de estas relaciones es por tanto 
igual á + 1. Pero si se sustituye en uno cualquiera de ellos X , Y, Z, 
dx̂  , dx0, por sus valores deducidos de las fórmulas de 
Weierstrass (9), de la pág. 517, las de la superficie adjunta y las (4), 
se obtendrá — 1 por valor de las tres relaciones. Se tiene pues, 

d x ^ Y d z — Zdy, dy0 = Zdx — Xdz, dz0= Xdy — Ydx, (7) 

y ^0, ^0 quedarán determinadas por la integración de estas tres 
diferenciales con dos variables independientes, que pueden formar
se, cuando se conoce la ecuación de la superficie. 

Con este precedente, puede exponerse el método de Schwarz, 
que se funda en las dos proposiciones: 

Una superficie mínima queda completamente determinada, cuando 
se dan una curva analítica, trazada en dicha superficie y la curva 
coriespondiente, trazada en la superñcie adjunta. 

Si se conoce una curva L en una superficie mínima y los planos 
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tangentes en cada punto de esta curva, la curva correspondiente de la 
superñcie adjunta puede obtenerse por simples cuadraturas. 

E n efecto, si xs y, z son las coordenadas de un punto de una 
superficie mínima y X , Y, Z los cosenos directores de la normal 
en el mismo, las coordenadas -r0, zQ del punto correspondiente 
de la superficie adjunta es tarán determinadas por las fórmulas 

dx0 = Yds — Zdy, dy0 = Zdx — X ^ , dzQ = X ^ — Ydx, ( i ) 

en las que los segundos miembros son diferenciales exactas; y en 
vir tud de las expresiones ( i ) y (3) de la pág . 530, se t endrá 

x — z>0 = x -\- i j {Zdy — Ydz) = 2A {t), \ 

y — iy(j= y + i j (Xdz — Zdx) = 2B (/), (2) 

z — iz0 = z -h i j {Ydx — Xdy) = 2C {t), ] 

y también 

x + ix0 = x — if {Xdy — Ydz) = 2Ai (x), etc. (3) 

Sea L el contorno dado. Cuando se mueve un punto en éste, 
x,y, z, X , Y, Z se reducen á funciones de cierta variable X, y las 
fórmulas precedentes, en las que las integrales de diferenciales 
totales se sustituyen por integrales de una sola diferencial di, darán 
las funciones de una sola variable. A, B, C, B,, Cp expresadas 
por medio de X. Sean 61 (X), (X), (2 (X), ^ (X), (X), e i (x) las ex
presiones obtenidas. 

Si el contorno L es real, y si los valores de x, y, z, X , Y, Z se 
dan por relaciones numér icas ó leyes físicas, que no-permiten deter
minar estas variables por valores imaginarios de X, las funciones 
d , 06, S, eBj, Qi se rán conocidas de un modo incompleto; y las 
fórmulas relativas á la superficie 

x' = a (X) + ^ (x), y' = cs (x) + ^ (x), z' = e (x) + e1 (xj (4) 

permitirán determinar tan solo puntos que corresponden á valores 
reales de X y X .̂ Pero si el contorno (L) es una curva analítica, real 
ó imaginaria, y si las funciones X , Y, Z que deben satisfacer á las 
ecuaciones 

X2 + Y* - f Zá = I , Xdx + Ydy + Zdz = o, (5) 
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son también funciones analíticas de X, es decir, si z, X , Y, Z 
tienen una significación determinada, lo mismo para los valores 
imaginarios que para los reales de X, lo mismo sucederá para las fun
ciones £1, . . . que deberán considerarse como completamente cono
cidas, y determinarán completamente las dos curvas mínimas, cuya 
traslación engendra la superficie. Sustituyendo estas funciones por 
sus valores en las fórmulas precedentes, se tendrá para las coorde
nadas y z' de un punto cualquiera de las superficies, 

A'. + i / X2 
* ' = -3-!r-J? + - Oídz - Z ^ ) , (6) 

y aná logamente para y' y z', expresando xv yv z{ los valores de 
x,y, z para X = X! y ,r2, /2 , ẑ  los valores de las mismas variables 
para X = X.2. Se podrá dar á X, y X* valores imaginarios cualesquiera, 
de modo que los puntos obtenidos dependerán de cuatro pa ráme
tros reales, como debía ser. 

Si el contorno (L) es real, y se expresa por X0 el valor de X co
rrespondiente á un punto real determinado del contorno, se podrá 
hacer 

a W = f + '-jl m - Ydz\ a (x) = | + e (x) = . . . , (7) 

y la parte real de la superficie quedará definida por 

x' — m ( 2 á ) = $l[x.~i-z (Zdy — Ydz)] 
J 0̂ 

y = oH (2oB) = oH [ 7 -|- z {Xdz—Zdx)] etc. 
(8) 

"0 
debiéndose dar á X un valor imaginario cualquiera. 

Por consiguiente, la superficie definida por las ecuaciones (6) 
y (8) es la única que puede satisfacer á todas las condiciones im
puestas; y solo falta probar que las satisface. Pero, según la defini
ción, las funciones £1 (X), . . . ^ (X), . . . satisfacen á las ecuaciones 

dW 4- d®* + d& = o, Xda + Yd® + Zd® = o, 

da* + d&f - f d&* = o, -h Y^SB, + Z d ^ = o; 
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luego: 1.° La superficie obtenida es una superficie mínima. 2.° Pasa 
por el contorno (L) y admite, en cada punto, el plano tangente 
dado. Lo que resuelve el problema propuesto. 

3 0 4 . APLICACIÓN. Obtener las superficies mín imas que contie
nen una recta real dada y admiten, en los diferentes puntos de esta 
recta, planos tangentes dados. 

Las fórmulas (6) se reducen á 

2 / Z'2 
= - / Xdz — - \ Ydz, 

i f Z i i í z i z 

2 J o 2 J o 2 

satisfaciendo X , Y á la relación X"2 + Y'2 = i : 
Se ve que, si se cambia zi en z' no cambia, x \ y ' cambian de 

signo, sin cambiar de valor; luego 
Toda recta real, trazada en una superficie mínima, es necesaria

mente un eje de simetr ía de esta superficie. 
Observación. M . Darboux demuestra el teorema de Catalán: 

L a única superficie mín ima real reglada es el tornillo de filete cua
drado, fundándose en esta simetría, pues si (¿J?,) y (¿/2) son dos po
siciones de la recta, la recta d5, simétrica de con relación á 
(¿/2), per tenecerá también á la misma. Tomando la simétrica de (¿Q 
con relación á (Í/3), y repitiendo indefinidamente esta operación, se-
obtendrá una serie indefinida de rectas, situadas en la superfi
cie, etc. Llegaremos así á obtener un n ú m e r o ilimitado de rectas 
equidistantes de la superficie mínima. Si las rectas { d ^ y ( 4 ) se 
aproximan á la superficie, las rectas comunes al helicoide y á la 
superficie se aproximarán indefinidamente. La superficie coincidirá 
con la posición límite del helicoide. 

§ 2.° CASO EN QUE LA RELACIÓN ES GENERAL 

3 0 5 . DEFINICIONES. Hemos visto que en todo punto M de 
una superficie S existen dos puntos especiales M , y Má que son 
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los centros principales de curvatura de las dos secciones normales 
principales que pasan por S. Cuando el punto M se mueve en la su
perficie S, los centros de curvatura M , y M2 describen una super
ficie, que se llama evoluta de la superficie S, mientras que ésta se 
llama la evolvente. La evoluta se compone de dos hojas S, y S.2, 
descritas respectivamente por los centros M , y M2 de curvatura 
principales. 

Las superficies, cuyos radios de curvatura r, y r2 se hallan liga
dos entre sí por una relación ¡a (r , , r2) = o se llaman superficies W . 

3 0 6 . TEOREMA DE WEINGARTEN. (Primera parte). Cada hoja 
de la evoluta de una supeificie, cuyos radios de curvatura principa
les r, y r2 se hallan ligados entre sí por una relación cp (i'i, r2) = o, 
es aplicable sobre una supetficie de revolución. 

En efecto, en la primera hoja Sj de la evoluta de S las líneas 
rx = const. son geodés icamente paralelas entre sí, y su curvatura 
geodésica es 

1 1 

Si suponemos ahora ligados y r̂  entre sí por una relación, 

será — constante á lo largo de las líneas rx — const. y por tanto, 

la S será aplicable sobre una superficie de revolución. 
Analí t icamente veremos que 

ds* = dr? + E ( 1 — —) du*. 

Si calculamos 

obtendremos 

i ^ l o g 

n dr % 

~i)rx 2)V 1 rl — r^ 
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y en virtud de la primera fórmula de la pág . 296, tendremos 

Tsv r2 {rx — r2) dv' 

^ 1 ry — r ' 
luego 

é integrando, 
dr 

fórmula que demuestra el teorema. A d e m á s vemos que: 
Z,^ forma de la superficie de revolución sobre la que es aplicable 

S, depende tan solo de la naturaleza, de la 1 elación cp (r,, r2) que liga 
á los radios de curvatura de la evolvente. 

La segunda hoja S.2 será aplicable sobre una superficie de revo
lución, cuyo elemento lineal es tará expresado por 

dr. 

ds¿- = drc* + e Jr* r̂  dv *. 

E n general, las dos hojas Sj y S2 de la evoluta no son aplicables 
la una á la otra; pero esto sucederá en casos particulares, por ejem
plo, cuando tp (?-,, r.¿) = o es simétrica respecto á los radios r, y r r 

3 0 7 . SISTEMA DE OO55 RECTAS. Para demostrar la segunda 
parte del teorema de Weingarten, es necesario recordar algunas 
nociones acerca de las congruencias de rectas, es decir, de los sis
temas de rectas distribuidas en el espacio de modo que por cada 
punto de éste pase una sola recta (ó un n ú m e r o finito) del sistema. 

Si cortamos el sistema por una superficie arbitraria S, conside
raremos como punto de partida de cada recta (rayo) del sistema, al 
punto (ó uno de los puntos) en el que corta á S. Supondremos un 
sistema de coordenadas curvil íneas en la superficie S, y represen
taremos por x,y, z las coordenadas cartesianas, ortogonales de un 
punto O, z;) de S y por X , , Y , , Z, los cosenos directores del rayo del 
sistema en el punto (z¿, v). Así x,y, z, X / , Y , , Z, serán funciones de 
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u y v, que supondremos finitas y continuas, juntamente con sus 
derivadas parciales; y si expresamos con t la longitud del rayo, 
desde el punto inicial {x , y, 2) hasta un punto arbitrario (s, 
tendremos 

í = = , r + ^X1, v) ~ y -h t Y ^ ^ = z ' i - t Z l . (1) 
Vamos á obtener la condición para que el sistema de los oo2 

rayos, definidos por estas fórmulas, sea el de las normales á una 
superficie S. Si existe dicha superficie, todo rayo del sistema la 
encontrará normalmente en un punto, donde la longitud t será una 
función determinada áe u y v. Para determinar esta superficie, hay 
que suponer para ¿ en las (1), una función de t i y de v tal, que los 
cosenos directores de aquélla sean Y, , Zy. 

Hecha en (1) esta sustitución, si se dan k u y v incrementos 
infinitamente pequeños arbitrarios du y dv, los incrementos corres
pondientes d i , d-^ dX, de \, % ^ deberán satisfacer á la condición 

X ; ^ + ¥¿¿7) + = o. 

Pero se tiene 

d t = du ~ dv + í d X , - } - X ^ t , 

¿ir = — d u - \ - — dv t d Z , -\- Zxdt, 

i x t x 
Supongamos U == S X , — , V = S X , — . 

La condición buscada será 

¿t = — {Udu - \ -Ydv) . (2) 

Para que exista la superficie E, es necesario y suficiente que 
U d u -\- Ydv sea una diferencial exacta, ó que sea 

— = — . (3) 
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Supuesta satisfecha esta condición, la (2) integrada, dará 

t = C ~ j {\Jdu-\- Ydv). (4) 

Y sustituyendo este valor de ^ en (1), tendremos un sistema 001 
de superficies (paralelas) normales al sistema dado de rayos. 

3 0 8 . TEOREMA DE BELTRAMI, Si un sistema ooá de rectas, que 
parten de los puntos de una superficie S, admite una serie de superfi
cies ortogonales, imaginando cada recta terminada en una de las 
sziperfieles E ortogonales, en toda deformación, por flexión de la su
perficie S, que lleva consigo las rectas unidas invariablemente á la 
superficie, el lugar de los mismos extremos no dejará de ser una su
perficie ortogonal al sistema de rectas. 

E n efecto, la condición (3) puede escribirse bajo otra forma, i n 
troduciendo los coeficientes E, F, G, del elemento lineal de S y los 
cosenos de los ángulos a, [3 que forma el rayo del sistema, que 
parte del punto {u, v) de S, con las direcciones positivas de las 
líneas v = const. u — const., respectivamente. Se tiene, pues 

eos a = ^=rr —- = -—• , eos p = S X , - — : 
1/E ^ | / E / G ^ — | / G ' 

y la (3) puede escribirse así: 

a p / E eos q) _ a ^ G eos (3) 
1v (5) 

Supongamos satisfecha esta condición, é imaginemos que se 
deforma la superficie S por flexión, transportando consigo al siste
ma de rectas, de modo que los ángulos a, [3 no varíen, esto es, de 
modo que cada recta se halle ligada invariablemente al plano tan
gente de la S en el punto de partida. Puesto que no varían E, F, G 
durante la deformación, la (5) quedará satisfecha siempre, esto es, 
después de la deformación, el sistema co2 de rectas será siempre el 
sistema de las normales á una serie de superficies paralelas. La 
longitud t dada por la (4) 

¿ = G — / ( | /E eos aa^ + j/ 'G cos f J^ ) , 
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relativa á una superficie determinada de la serie ortogonal, perma
nece también sin variar por la deformación, y el teorema queda de
mostrado. 

3 0 9 . TEOREMA. L a condición necesaria y suficiente para que 
un sistema 002 de rectas, tangentes á una superficie S, sea el sistema 
de las normales de una stiperficie 2, es que las lineas envueltas en S 
por estas rectas, constituyan un sistema oo1 de lineas geodésicas, pues 
al suponer que las rectas del sistema sean tangentes á la superficie 
S, existe en S un sistema oo1 de líneas, cuyas tangentes forman el 
sistema oo2 de rayos considerados. Tomando estas líneas por lí
neas coordenadas v y las trayectorias ortogonales por líneas u, 
tendremos cosa== i , eos [3 = o, y por consiguiente la (5) se re
ducirá á = o, es decir, que las líneas v = const. son geo-

i v 
désicas. 

E n este caso, la superficie S es una de las hojas de la evoluta 
de S, y la longitud t será uno de los Eadios de curvatura de la evol
vente E. Si se toma por parámet ro u el arco de las geodésicas, 
contado á partir de una trayectoria ortogonal fija, se tendrá E — 1, 
y por consiguiente t = C — u. 

Podremos pues, considerar engendrada lasuperficie evolvente 
S, tendiendo un hilo que termine en una de las trayectorias orto
gonales. Desarrollando en cada geodésica el hilo, su extremidad 
describirá la curva evolvente, y el lugar de todas estas curvas será 
la superficie evolvente S. 

La segunda hoja de la evoluta de S, según el Sr. Bianchi, se 
llama la superficie complementaria de S, respecto al sistema de las 
geodésicas . Podrá pues, definirse como el lugar de los centros de 
curvatura geodésica de las trayectorias ortogonales de las geodé
sicas trazadas en S. 

310 . TEOREMA RECÍPROCO DE WEINGARTEN. Si excluimos las 
superficies regladas aplicables sobre la catenoide, cualquiera otra su
perficie aplicable sobre una superficie de revolución, puede conside
rarse como una hoja de la evoluta de una superñcie, cuyos radios de 
curvatura principales son funciones el uno del otro. 
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Supongamos que la superficie S sea aplicable sobre una super
ficie de revolución, y consideremos el sistema oo1 de líneas geodési 
cas, deformadas de los meridianos. Excluj^endo por ahora el caso 
de que estas geodésicas sean líneas rectas, sus tangentes constitu
yen un sistema oo'2 de rayos, que admitirá una serie de superficies 
(paralelas) ortogonales. Fijemos una de ellas S, y demostremos 
que sus radios de curvatura principales ^ , r2 se hallan ligados en
tre sí por una relación depediente tan solo de la forma de la super
ficie de revolución, sobre la que es aplicable S. 

La superficie S es una de las hojas de la evoluta de S, que su
pondremos la relativa al radio Entonces ^ es igual al arco de las 
geodésicas deformadas de los meridianos, á contar de una trayec
toria ortogonal fija. Por otra parte, rl — r.2 es igual al radio de cur
vatura geodésica de estas trayectorias ortogonales (deformadas de 
los paralelos); luego ^ —r.2 es una función de dependiente tan 
solo de la forma de la superficie de revolución sobre la que es 
aplicable S. 

Las superficies regladas (lugares de rectas), aplicables sobre las 
superficies de revolución, se presentan como caso de excepción, 
puesto que las generatrices se distienden sobre los meridianos, 
ofreciendo un ejemplo de superficies de esta especie el helicoide 
reglado de área mínima, aplicable sobre la catenoide. Esta es la 
única excepción, como es fácil demostrar, s egún se puede ver en 
las obras citadas de los Sres. Darboux y Bianchi. 

311. EVOLUTA MEDIA. Si tomamos el punto medio M0 del seg
mento M , M2, ya considerado (pág. 326), y se traza por M0 un plano 
paralelo al plano tangente en M á la evolvente S, tendremos el 
plano medio; y la superficie S envolvente de los planos medios, se 
llama evoluta media, s egún Ribacour, á quien se debe el estudio de 
la misma. -

Las coordenadas del punto M0 son 

x0 = x — — - ~ X , fo—y — — Y, £0 = ¿ r _ - L ^ Z ; 
A ¿ 2 

y expresando por ^ la distancia (algebraica) del plano medio al 
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origen, se tiene 

0 2 

Pero la suma S X # representa la distancia del origen al plano 
tangente de la evolvente S, que se expresa por la letra, W y resulta 

r, -+- r2 
2 

fórmula que resuelve el problema: Dada la evolvente hallar la evo-
luta media y el inverso: Dada una superficie 2, hallar la superficie 
S de la que es la evoluta media, según puede verse en la obra 
citada del Sr. Bianchi (pág. 230). 

312. Los TEOREMAS DE WEINGARTEN. Sea el elemento lineal 

ds* = A2 du1 + C2 dv\ (1) 

y supongamos además que los ejes de las ^ é jj/ del triedro T coin
cidan con las tangentes á las líneas coordenadas, y que p = q = o. 
Las fórmulas fundamentales (A") de la pág. 377 se reducen á 

I 3A l q̂ I i 7ípx 
r ~ C" ~~ V ; 1 A 3^ ~ q 

<)r ^ 
Iv ' ~ ' íu== ~qPy 

(2) 

Pero si R y R' expresan los radios de curvatura principales co
rrespondientes á los arcos Kdu y Cdv, se tiene 

A r C 
R = , R = x - ^ 

Mediante estas relaciones las fórmulas (2) se reducen á 

• (4) 

I 3<7 , 3R, 1 S/. ^ , 
— ; = — — (R R), — = R — R), 
~bv q 1v ' 'hu pi ou 

tv \ p i ^v) l u \ q ^ u ] 
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Y puesto que el elemento lineal, en la representación esférica, 
adquiere la forma 

d^ = g* du* + p * d v \ (5) 

el sistema (4) contiene todas las relaciones existentes entre esta 
representación esférica y los radios de curvatura. 

Supongamos que sea R' una función de R. De las dos primeras 
ecuaciones (4) resulta 

C dR r dR' 

t ^ v J * - * , A = v . (6) 

expresando U una función de ^ y V una función de v. Pero si con
sideramos la fórmula (5) que define la representación esférica, se 
ve que, eligiendo convenientemente los parámet ros de las líneas de 
curvatura, se podrá sustituir la unidad á U y V; y tendremos 

f dR (• dR' 
R ' - R L ~ R ^ R 

q = eJ p i = z e J . (7) 

Por sencillez en las aplicaciones, podremos hacer desaparecer 
las cuadraturas, escribiendo 

R = c p ( ¿ ) , R ' = ? ( ¿ ) _ ¿ c p ' ^ ) , ( 8 ) 

por medio de la variable auxiliar k. Y tendremos 

* * í ' ^ = ^ ' (9) 

Las fórmulas (3) darán los valores de A y C, 

A = — C = 
cp' {k) (10) 

Cuando se da a priori la relación entre R y R', las variables k 
y «p {k) se determinan por las fórmulas 

dR 
, R — R' 

k = e J , ? ( ¿ ) = R. ( M ) 

Para verificar la últ ima de las relaciones (4), sustituiremos los 
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valores de ^ y en ella, y tendremos la ecuación de derivadas 
parciales, 

cuya integración dará á conocer k en función de u y de v. Pero 
como esta ecuación expresa que el elemento lineal u se halla defi
nido por la fórmula (5), es decir, por 

d** = ^ du* + dv\ (13) 

podemos enunciar el 
TEOREMA DE WEINGARTEN. L a obtención de las superficies para 

las que los radios de curvatura principales son funciones, el uno del 
otro, ó sea las sttperfcies W , se redtice á la de los sistemas esféricos 
ortogonales, para los que el elemento lineal toma la forma 

d^2 = ^ du2 + - r r ^ dv2 
k- ' <p (k) 

ó lo que es igual, de2 = adu2 + a> (a) dv2. 

RECÍPROCAMENTE. Siempre que el elemento lineal de la esfera se 
reduce á la forma (13), ^ (k) quedará determinada, prescindiendo de 
una constante, y por consiguiente las fórmulas (8) (10) darán á cono
cer una familia de superficies paralelas, cuya representación esférica 
se hallará definida por la fórmula {\^),las cuales serán todas super
ficies W . 

Si el sistema ortogonal es completamente conocido, es decir, si 
se dan las expresiones de los cosenos directores c, c, c" de la nor
mal á la superficie, en función de ^ y ^, las fórmulas de O. Rodri
gues, dan las coordenadas del punto correspondiente de la superfi
cie, mediante las cuadraturas 

x 

Tí M ^' , \ 
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Pero si tan solo se conocen las expresiones de y q, la deter
minación exigirá la integración de una ecuación de Riccati. 

Si se trata de obtener la superficie de los centros de curvatura 
de las superficies W , ó evoluta, observaremos que: 

Para la primera hoja de la evoluta, que contiene los centros de 
curvatura de las curvas cuyo parámet ro es v, siendo xA, y , , zx las 
coordenadas del centro de curvatura, tenemos 

expresando x , y , z las coordenadas del pie de la normal y c, c\ c" 
los cosenos directores. 

E n vir tud de las fórmulas de O. Rodrigues, se tiene 

, ^ te }¡x 7)c • ' 
— + R - ^ = o, — + R - - = o 
m t̂i tv tv 

y aná logamente para y , z. Tendremos pues, 

dx, = (R — R') ^ ^ + ^ R , dy, = (R — R') — dv + c'dK, 

te" 
dz, = (R — R') — d v + c"dR. 

Los elementos lineales para cada una de las hojas serán 

ds? = Z,2 (R — R')- dv*' + d K \ ds? = f (R — R ' f du* -\- d R ' \ 

Si sust i tuímos por />,, q, R, R' sus valores, será 

d s f = k-di? + {k) d k \ d s i == cp'2 (k) d 0 + k*'*"* {k) d k \ 

Luego: S i se consideran todas las superficies W , que correspon
den á tma misma relación entre los radios de cwvatura, la primera 
y la segunda hoja de todas estas superficies son aplicables d las su
perficies de revolución, cuyos elementos lineales dependen únicamente 
de la relación entre los radios de curvatura, y por consiguiente, per
manecen los mismos para todas estas superficies. 

Aplicación. i.a Sea el elemento lineal de la esfera correspon
diente á las superficies isotermas 

ds* = X2 {du* + dv*). 

36 
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Tendremos V = = -TATT , de donde (k) = k. 

Prescindiendo de una constante, cuya introducción daría lugar 

á superficies paralelas, se podrá hacer cp̂  = — ; y entonces será 

k 1 „ k I fe ^ * ^ L r 
R = 2' ? = = r A = = - 2 ; R = ~ T ' c = = = ~ 2 -

La relación R - | - R' = o entre los radios de curvatura carac
teriza las superficies mínimas. 

Observación. Si tenemos 

¿a '2 + dv"1 + 2 eos to 
sen- w 

y hacemos ?í = — - > ^ — 2 > 

se tendrá ^ 2 == + ^ ) 
ü) „ tu 

sen2 - eos- -
2 2 

y recíprocamente, pues = Azi' = I , luego: S i se sabe determi
nar las lineas geodésicas de una superficie, se s ab rá también reducir 
su elemento lineal á una de las f ó r m u l a s precedentes. 

Podemos demostrar el recíproco del teorema último, conside
rando la superficie referida á una familia de geodésicas y á sus 
trayectorias ortogonales. Su elemento lineal es 

ds? = dtC- + C W . (1) 

Sea el triedro T , formado por la normal y las tangentes á las 
curvas coordenadas. Las tangentes á las geodésicas v = const. son 
normales á una familia de superficies (232), y podemos determinar 
una cualquiera de estas superficies paralelas á las que son norma
les dichas rectas, pues, en cada punto, la tangente á la geodésica es 
el eje de las ,r del triedro T . U n punto, de este eje, á la distancia A 
del vértice, se halla definido por las fórmulas 

^ = -\- a l , j/0 + a% 20 = 21 + a 'X (2) 
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Diferenciando, por ejemplo la primera, y sustituyendo dxl y da 
por sus valores, resulta 

dx = adu - j - bCdv, 

y obtendremos 

dx0 = ad (ti + X) -f, ¿ + X ^ \ dv — c\ {qdu + q, dv), (3) 

y aná logas fórmulas para dy0 y dz0. 

Para que la superficie descrita por el punto (.r0, 0O) sea nor
mal al eje de las x, bas tará que sea nulo el coeficiente de c en la 
ecuación anterior, es decir, X - j - ¡J. = const. 

Limi tándonos á una de las superficies normales, tendremos 
= — u, y sustituyendo en (2), será 

x = xs — au, y — j/l — a'u, 0 = xr, -— á'u, 

ecuaciones que definen una superficie S normal á todas las tan
gentes de las geodésicas . 

Por otra parte, si se quiere que la superficie descrita por el 
punto (..r0, JJ/0, sea tangente á las mismas rectas, y que cons
ti tuya, por consiguiente, con ( S , ) la segunda hoja (S2) de la 

evoluta (S), es necesario tomar K = — C : - — , valor que anula 
ou 

al coeficiente b de (3). Las coordenadas #2, z% del punto de S2 
serán pues, 

'r2 = ' r - " ( C : S ) ' y * = y - * \ 

1 c 

obteniéndose para los dos radios de curvatura de S 

R = u, Rr = ^ — C : — . 
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E n el caso de ser C una función de la variable u, lo que carac
teriza á las superficies de revolución, R y R' dependerán, de la única 
variable ti y además , la relación que liga á estas funciones será la 
misma para cualquier superficie S,; luego 

Si tma superficie S es aplicable á una superficie de revolución, 
las tangentes á aquéllas geodésicas á las que corresponden los meñ-
dianos de la superficie de revolución, son normales d una familia de 
superficies paralelas W . L a relación entre los dos i adiós de curva
tura principales de cada superficie W permanece la misma, cuando 
se deforma Si de todas las maneras posibles. 

Además si se sustituye X en (3) por el valor que corresponde á 

la superficie , se obtiene 

/ C \ s e . 
dXt = W _ _ _ ) + C : - + tidv) c, 

con análogas fórmulas para dy.2 y dz .̂ 
E l elemento lineal de la hoja S2 será 

Q2 
ds* — 

2u. 

E n este caso C depende solamente de u, y la expresión 

C{qdu -\- q^dv) 

es una diferencial exacta, reduciéndose el elemento lineal á 

SC\2 

3 1 3 . APLICACIÓN Á LAS SUPERFICIES PSEUDOESFÉRICAS. To
mando el radio igual á 1, tendremos 

= — 1, i\dr2 = — r%dr̂ , 
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(rá positivo i \ negativo); y expresando por to un ángulo real com-

prendido entre o y —, podemos hacer 

y E = eos co, }/ G = sen OJ, r% = cot w, rl = — tg to; 

co es el ángulo que las asintóticas de un sistema forman con las lí
neas de curvatura v = const. La condición k — — i se traduce 
para w, en la ecuación 

:--5 — r—; = sen w eos w; f i ) 

luego: ií"/ elemento lineal de toda superficie pseudoesféríca de radio i , 
referido á las líneas de curvañira, puede escribirse bajo la forma 

ds- = eos2 OJ du- -\- sen2 w ¿f^2, (2) 

siendo to una función de ^ y que satisface á la ecuación (1). Los 
radios de curvatura se dan por 

r.x — tg to, r2 = cot co. 

314. APLICACIONES Á LAS SUPERFICIES DE CURVATURA CONSTAN
TE POSITIVA. Suponiendo r i r i = 1, será 

fK== | / G = 

Podemos hacer r2 = tg /zco, y será 

)/ E = sen kw, ]/ G = eos ka-, r% = tg //to, r, = cot /z to. 

La condición = + 1 da, para co, la ecuación de derivadas 
parciales 

c)'2to 32to 
r r i + r - ; = — sen ^w eos ^w. r 1) 

E l elemento lineal de toda superficie de curvatura constante 
k = + I , referido á las lineas de curvatura, puede reducirse á la 
forma 

ds- = sen ^2to du* + eos /z2to dv'2, 
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satisfaciendo OÍ ( U , V ) á la condición (1), y siendo 

r, = cot ^w, r.¿ — tg hu. 
315. APLICACIONES Á LAS SUPERFICIES DE WEINGARTEN. Com

p a r á n d o l a s expresiones (1) de la pág. 546 y (13) de la 544, resulta 

y 

k — sen —, -J ik) = eos — 
2 1 2 

c p ' ( ^ ) d k = — eos2 — ÍÍW , » (.é) 
-j- sen OJ 

Tendremos, para las dos hojas de la evoluta, 

Estas dos expresiones se reducen la una á la otra, cambiando 
en )/ i — /£"'. Las dos hojas de la evoluta son pues aplicables, la ttna 

á la otra. 

§ 3 . ° SUPERFICIES DE CURVATURA CONSTANTE 

316. RESULTADOS DEL SR. BIANCHI. (*) Son de gran impor
tancia las investigaciones del Sr. Bianchi como aplicación de los 
teoremas del Sr. Weingarten á la teoría de la pseudoesfera (*), de 
que trata M . Darboux, en su obra citada varias veces, y el Dr. G. 

Bolke en su Inaugura l -Díser ta t ion , DleComplemen-
tdrfldchen der Pseudospherischen rotations Flachen. 

Consideremos la pseudoesfera engendrada pol
la revolución de la tractriz, cuyas tangentes son 
iguales á a. E l elemento lineal tiene la forma 

ds* = a* (du* + e2u dV2). (1) 

Enseguida deberemos considerar la superficie cuyos meridianos 

Figura 122 

(*> Richerche sulle superficie a curvatura constante e sulle elicoidi (Annali della R Sctwla 
nórmale superiore di Pisa, t. I I , pág. 285.) Ueber die Fldchen mit constanter neqaliver Krüm-
mung (Math. Anuales, t. XVI) 
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cortan al eje de revolución en un punto, siendo 

551 

[ / e u — e~u\1 
du? + y j dv* ; (2) 

y por último aquélla en que los meridianos no cortan al eje, 

a11 ĵ 2̂ + 
eu + e 

(3) 

Puesto que estas diferentes formas son aplicables entre sí, de 

infinidad de maneras, diremos que: E l elemento li

neal de toda superficie, cuya curvatura total — ] 
a-

Figura 123 

puede reducirse, de infinidad de maneras, á cada 
una de las formas (1), {2)^)\y estas foi^nas son las 
únicas para las que las geodésicas, cuyo paj'ámetro 
es v, puedan 7 educirse, después de una deformación, 
dios me7'idianos de una supe7Ücie de revolución. 

E n el caso de la fórmula (1), las t7'ayectorias 
ortogonales de las geodésicas tienen un radio constante, igual á a. La 
propiedad característ ica puede enunciarse como sigue: 

Si existe en íma superficie una familia de curvas paralelas, 
formada por círculos geodésicos, cuyo 7 adió de curvatura geodé
sica tiene el mis7no valor a, la curvatura total de aquélla es cons
tante é igtial á --. 

a'-
En efecto, siendo ds* = dií1 - f 0?dv* 

la expresión del elemento lineal, referido á curvas paralelas y á las 
geodésicas ortogonales, la propiedad enunciada se expresa por 

1 SC 1 
7 7 T = ± — que da L, áu a C = Ve 

siendo V función de v, y deduciéndose de esto que 

1 1 
C Sw"2 a1 
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Para la fórmula (2): Los radios de los círculos geodésicos son 
menotes que a, decreciendo hasta cero, de manera que las geodésicas 
pasan por un punto j i j o (u = o). 

Para la fórmula (3): Los radios de dichos círculos son todos su
periores á Siy aumentan indefinidamente, de manera que uno de ellos 
(u — o) se convierte en una geodésica á la que son normales todos 
los demás. 

Escribamos una de las tres expresiones del elemento lineal, así: 

y supongamos que se trazan las tangentes á las geodésicas , cuyo 
parámetro es v. Serán normales á una superficie W , cuyos radios 
de curvatura principales se determinan por las ecuaciones 

R : a — M, R' : a = u — C : C , 

y serán tangentes á una segunda superficie S' que formará con la 
primera S, la evoluta completa de la superficie W , por lo que el 
Sr. Bianchi la denominó superficie complementaria de S, siendo 
el elemento lineal de B' 

ds* = 

Si se hace C = eu, tendremos 

R = au, R' = au — a, C — C = C". 

La relación entre los radios de curvatura de la superficie co
rrespondiente es R — R' = a, y el elemento lineal de la superficie 
complementaria S' se reduce á 

ds*- = a* {du- - f e - ^ d w 1 ) . 

L a curvatura de esta segunda hoja, r , ^ Por consiguiente 
a 

constante. 
Y aná logamente obtiene 

/ , , cp \ am 
^ = ^ eos + log tg - , r = sen ct. 

2 
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siendo r la distancia al eje de revolución; m es una constante y s 
tomará uno de los valores o, i , — i , s egún que se trate de la fór
mula ( i ) , (2) ó (3) págs . 55o y 551, para s = o se tiene la tractriz. 
E n los otros dos casos las tractrices alargadas ó acortadas, s egún 
la denominación del Sr. Bianchi. 

317. SUPERFICIE PSEUDOESFÉRICA. Puesto que todas las super

ficies de curvatura constante — i - , como se ha visto, son aplicables 

las unas á las otras, consideremos aquéllas cuyo elemento lineal es 

ds- = a? {du? + e2udv*), 

engendrada por la revolución de la tractriz (pág. 550) 

r = ¿2; sen cp, z = a (log tg ^ + eos o), 

alrededor de su base. Si hacemos v = ,r, e~u = y , el elemento l i 
neal se reducirá á 

( o y 

Transformemos, empleando las coordenadas simétricas, 

a = - f z>, $ = x — iy. 

E l elemento lineal adquir irá la forma 

ds*- = — Aa1 *— . (2\ 

Las transformaciones de a y (3, que conservan el elemento lineal, 
se obtendrán resolviendo la ecuación 

dv.d$ dv.xd$x 

que admite dos especies de soluciones 
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siendo ^ , ^ constantes cualesquiera. 
Las primeras, aplicadas al plano, constituyen lo que llama 

M . Darboux una transformación circular. Si mq — np^> o, la trans
formación hace corresponder á cada punto de la parte superior del 
plano, un punto comprendido en la misma región. 

Las (5), que se reducen á las primeras por el cambio de a1 y [ i , , 
conservando el elemento lineal (2), no hacen corresponder la parte 
superior del plano á la parte superior más que cuando mq—np<S>. 

Observación. Si se considera a y ¡ü como coordenadas simétricas 
en la fórmula (5), tenemos una transformación en la que se conser
van los ángulos . Pero si se consideran a y ,8 como coordenadas si
métricas de un punto de la pseudoesfera, la transformación conserva 
los ángulos y las áreas . La transformacción efectúa una aplicación 
de la superficie sobre sí misma. 

Y en efecto, para resolver la ecuación 

da. d$ daidfii 
(a - fy2 _ - W2' 

observaremos que, solo puede admitir soluciones para las que a, y 

dependan solamente de una de las variables a ó [1 Sea a, = / (a), 

^ = f i (¡3). Demos á |3 un valor particular ó; y tomaran va

lores 6V ¿>t\ y se tendrá 

da b/ daLl 
= (al - b . r 

I V , 
é integrando 7 = r T - C' 

0 a — o — ül 
a es pues una función lineal de a, y [i de ¡3,. 

La sust i tución de estas dos funciones lineales en la ecuación 
por resolver, muestra que deben ser idénticas. 

S e gún la forma del elemento lineal (1), en el plano, las parale
las al eje de las y representan geodésicas de la superficie: Las dife-
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rentes geodésicas de la suptificie tienen por imágenes, circunferencias 
cuyos centros se hallan en el eje de las x. 

E n efecto, si hacemos una inversión, tomando por polo uno de 
los puntos en que una de las circunferencias B M M , C corta al eje 
de las -r, ésta se transformará en una recta ^ « w , , paralela al eje de 
las y. Y como esta recta es la imagen de una geodésica, y la inver
sión no ha cambiado el elemento lineal, 
la semicircunferencia B M M j C representa 
una geodésica. Además , se puede cons
truir siempre dicha circunferencia, defi
niéndola por la condición de pasar por un 
punto y ser tangente á una recta dada. 
Por consiguiente, representa la geodésica 
más general, trazada en la superficie. La ecuación de esta geodé 
sica será pues 

,r2 + y2 + 2 + ¿: = o, 

expresando ó y c constantes arbitrarias. 
E l Sr. Bianchi llega á la expresión de la distancia geodésica, en 

conformidad con la definición de distancia de dos puntos dada por 
el Sr. Klein, fundándose en la expres ión del arco 

Figura 124 

e^dií 
|/^2M:R ^2 

= R log ^ R + | / ^ 2 « : R — ^ 

pues si M , y M.2 son los dos puntos imágenes en el círculo 

R2 

é y i , y sus ordenadas, su distancia geodésica o será 

o = R log 
R . / R* 

f-2 + 
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Si A y B son sus intersecciones con el eje de las x, a la tan
gente en A, ¿, mv, m.2 las rectas A B , A M ^ AM2, se tendrá 

R , . R 1 9 ?a k sen í amy 
^ = ^ sen (2 / ¿m,), - + y - ^ - k * = k ¿ b m , 

R , - i /R5 ^ ^ sen /_ am.2 

y o = R log \abmxm¿ = R log [ A B A ^ M J . 

Por consiguiente: distancia geodésica de los dos puntos ob
jetivos de y M.¿ es proporcional al logaritmo de la relación anar-
mónica que los puntos M , y M2 forman en el circulo imaginario con 
los dos puntos A y B en que la circunferencia coi ta al eje de las x. 

E n el caso de reducirse el círculo á una recta paralela al eje de 

lasjr, se obtiene 

l = R log — . 

De estas representaciones resulta que: Por dos puntos reales M 
y M ! de una superficie, solo puede pasar lina geodésica. 

Vemos (fig. 124) que 

hmx t g M ^ B 
are m m l = a log ̂  = ^ ^ g - - ^ , 

que expresa la distancia geodésica de los puntos M y Esta 
distancia se hace infinita, cuando uno de los puntos se aproxima al 
eje de las x. Así: Los puntos de este eje representan los puntos del 
infinito de la superficie. 

318. REPRESENTACIÓN DE BELTRAMI. Este matemát ico dió una 
interpretación de la geometr ía no euclídea en la pseudoesfera (*). 

La fórmula 

{a? — ^ ) du- + 2ti.vdudv + («- — w2) dv* 
^ = R — ^ _ ^ _ w 

(*) Saggio di interpretazione della Geometría non-Euclidea. Qiornale di Matemaliche, 
V. V I . , 1868. 
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representa el cuadrado del elemento lineal de una superficie de cur

vatura constante — —. Los dos sistemas coordenados u = const., 

v = const. están formados.por geodésicas . Llamando 0 al ángulo 
que forman en el punto {u, v), se tiene 

uv , a Í a? — u1 — v* , . 
eos 0 = = = = , sen 0 z= , (2) 

j/^'2 — tr) {a2 — v-) na1 — zr) {a'- — v1) 

siendo para u == o ó v = o, 6 — 90o. Luego las geodésicas 
u = const., son ortogonales á las v = 0 del otro sistema, y las 
v — const, á las u — o del otro sistema. Las fórmulas (2) condu
cen á la relación, entre u y v 

Entre estos límites E, F, G son reales, monódromas , finitas y 
continuas, las E, G, E G — F2, positivas y diferentes de cero. La 
porción de superficie terminada en el contorno de la ecuación 

- f z;2 (3) 

es simplemente conexa. Dos geodésicas del mismo sistema no tie
nen n ingún punto común, y dos geodésicas de sistemas distintos 
no pueden ser tangentes. 

Si expresamos por x ó, y las coordenadas rectangulares de un 
plano auxiliar, las ecuaciones x — u, y = v establecen una re
presentación de la región considerada. Á cada punto de ésta co
rresponde un solo punto del plano, y recíprocamente . Toda la re
gión se halla comprendida en un círculo cuyo radio es ^ y cuyo 
centro es el origen de las coordenadas. 

Una geodésica que parte del punto {u — o, v = o) puede re
presentarse por las ecuaciones • 

u •-= r eos u., v — r sen p-, (4) 

siendo r y ^ las coordenadas polares del punto correspondiente al 
punto {u, v) en la recta que se representa, en el plano auxiliar, á la 
geodésica considerada. Suponiendo constante, la ecuación (1) 
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da, para dichos valores, 

adr R a + r 
do = R — •, o = — loer ; 

o es el arco de la geodésica, contado desde el punto (u — v— o); 
y puede escribirse también 

? = - iog ,/ , • (5) 
2 a — f u —j— z> 

Este valor, nulo para 7- = o, crece indefinidamente cuando 
crece r ó V ^ - l - v* desde o hasta a, y se hace infinito para r = a, 
ó para todos los valores áe u y v que satisfacen á la ecuación (3), 
é imaginario para a. E l contorno expresado por la ecuación (3) 
del círculo límite, en el plano auxiliar, es el lugar de los puntos del 
infinito en la superficie, lugar que puede considerarse como un 
círculo geodésico, descrito desde el punto {u — v = o) con un radio 
infinitamente grande. De manera que el círculo límite representa 
toda la región real de la superficie. Si en las ecuaciones (4) se con
sidera á r como constante y á u. como variable, la fórmula (1) da 

Rrtx 

donde a es el arco de círculo geodésico, representado en el plano 
auxiliar por un arco de círculo de radio r y ángulo en el centro [/.. 
Las geodésicas forman entre sí, en su origen común, ángulos igua
les á los radios que les corresponden en el plano auxiliar. De la 
ecuación (5), resulta 

r = ^ Í u* + vl = a i g h eos ^ ¿ = — , (6) 
R R iv 

donde w indica el radical yja1 — u1 — i;'2, y en virtud del valor de r, 

puede escribirse c = u-R sen h ^ . Así, el semiperímetro de la cir-
K 

cunferencia geodésica, cuyo radio es p, estará expresado por 

, P I / P - £ \ 
7rRsen/z^- ó —7rR\<?R—e Rf. 

R 2 x ' 
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Resulta pues, que las geodésicas se hallan representadas en su 
total desarrollo, por cuerdas del círculo límite, no teniendo repre
sentación real sus prolongaciones. Además , dos puntos reales de la 
superficie están representados por dos puntos, también reales, en 
el interior del círculo límite, los cuales determinan una sola cuerda 
del mismo círculo. Así pues, dos puntos reales de la superficie, ele
gidos arbitrariamente, determinan una sola geodésica, representada 
en el plano auxiliar por la cuerda que pasa por los puntos corres
pondientes. 

Sea [u, v) un punto de la superficie, (Ü, V ) un punto cualquiera 
de una de las geodésicas que pasan por él. Las ecuaciones de dos 
de estas geodésicas son 

V — v = m(\] — u), V — v = n (\J — M). 

Expresando por a el ángulo de las geodésicas en el punto (», v), 
se tendrá 

(n — m) ) /EG — F2 
te a E -jr {n -f- m) F - j - mnG • 

ó para los valores actuales de E, F, G 

a {n — m) W 
te a ( i -1- mn) d1 — [v — mn) {v — nu) 

Expresando a! el ángu lo de las dos cuerdas y [JS v los ángulos 
que estas forman con el eje de las x, tendremos m = tgit., n = tg v, 
a' = v — p,; por consiguiente 

azv sen a 
ts a = a'2 eos a' — (v eos ¡A •—• u sen a) {v eos v — u sen v) " 

Consecuencias. i.a Á dos cuerdas que se cortan en el inte
rior del círculo límite corresponden dos geodésicas que se cortan 
en un punto á distancia finita según un ángulo comprendido entre 
0o y 180o. 

2.a Á dos cuerdas distintas que se cortan en la circunferencia 
del círculo límite corresponden dos geodésicas que concurren ha-
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cia un mismo punto á distancia infinita, que forman en éste un 
ángulo nulo. 

3.a Á dos cuerdas que se cortan en un punto exterior al 
círculo límite ó que son paralelas, corresponden dos geodésicas 
que no tienen ningún punto real común en toda la superficie. 

319. GEODÉSICAS PARALELAS. ÁNGULO DE PARALELISMO. Aten
diendo á la representación hecha por Beltrami de la superficie en 
el plano, tenemos que la geodésica g se halla representada por una 
circunferencia G (figs. 125 3̂  126) ortogonal á la F, y el haz de 
geodésicas que parten de o por el haz de rectas que parten de O. 

Sean A y B los puntos en que G encuentra á F. Las 
rectas que se hallan en el interior del ángulo AGE 
encuentran á G en puntos reales. En la superficie 
geodésica objetiva de O A y OB se hallan las dos 
geodésicas oa y ob que se llaman paralelas kXa. g 
(fig. 126), hal lándose sus puntos de intersección 

Figura 125 
con g en el infinito. 

Si trazamos por o la geodésica op normal á g, tendrá por ima
gen la distancia mínima OP de O á la circunferencia G. Puesto que 
los ángulos AOP y BOP son iguales, será también Z aop = Z bop. 
E l ángulo a = aop se llama án
gulo de paralelismo del punto o 
respecto á la geodésica g, que 
depende tan solo de la distancia 
geodésica o = op del punto o á 
la geodésica g. Para obtener la 
relación entre a y o, observaremos que, expresando con C el centro 
de G, en el tr iángulo rectángulo CAO se tiene 

GA2 + O A2 = (CP -h OP)2 = (CA + OP)2 

Figura 126 

de donde CA = 
OA2 — OP2 

2 . OP 

7 u 

Si O A = 1, CA = tg a. Además , por las formulas o — igh ^ 

de la representación que consideramos, sustituyendo en la prece-
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o 
dente, resulta cot a = sen h—, ( i ) 

K 
I 1 

que puede escribirse también así: cot — a = £R. (2) 
2 

Luego: Por todo punto o de una siiperficie pseudoesférica pasan 
dos geodésicas pai'alelas á tma geodésica g. E l ángulo a de paralelismo 
y la distancia geodésica o del punto o á la g se hallan ligados por 
las dos fórmulas obtenidas (1) y (2). 

Observación. De las varias aplicaciones expuestas en la obra 
de M , Darboux, citaremos ún icamente la que sigue: Empleando la 
transformación arriba expuesta, se puede admitir que g se halle re
presentada por el eje de las y (ñg. 127). 
Entonces habrá dos geodésicas que pasan 
por M y encuentran á g en el infinito. La 
una es tará representada por la paralela MP 
al eje de lasj^; la otra por la circunferencia~ 
OMK tangente en el origen ád icho eje. Así: 
Una geodésica real puede considerarse con Figura 127 

o, 1 ó 2 puntos reales en el infinito, según 
que pertenezca á las superficies de curvatura positiva, nula ó negativa. 

3 2 0 . APLICACIONES DEL TEOREMA DE WEINGARTEN. Para 
terminar esta exposición, resumiremos las investigaciones debidas 
al Sr. Bianchi, respecto á las superficies complementarias de las 
psettdoesféricas. Consideremos una superficie pseudoesférica de ra
dio R. Cualquier sistema de geodés icas que parten de un punto de 
la superficie, sea este punto real en el infinito, real á distancia fi
nita ó ideal, puede considerarse como el sistema de las deformadas 
de los meridianos de una superficie pseudoesférica de revolución. 
A l elemento lineal, referido á estas geodésicas y á sus trayectorias 
ortogonales, se podrá dar, s egún los casos, la forma 

^ u 
(I) dsl = dii + R̂ dv\ (11) dsl = diC1 -f- A. sen k1 — dv\ 

, , u ' 
(III) ds'- = du~ -\~ A eos ¡i1 — dv1. 

K 

37 
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Y tendremos, en correspondencia, tres clases de superficies 
evolventes S, para las cuales debemos obtener las relaciones corres
pondientes entre r, y r2. Con este objeto, considerando la S como 
la evoluta de 12, respecto al radio r,, bas tará comparar las (I), (II) 
y (III) con la fórmula 

d s ^ d r * ^ eJri ^dv*, 

dada por el teorema de Weingarten (pág. 35^). Haciendo pues, 
w = r, + C (C const. arbitr.3), tendremos 

r dr c 

(I) (i.ercaso) eJr~r*^= e R ; luego (I ') r, — = R. 

[ dr + C ^, + C 

(II) 2.°caso) \ = l o g sen h " — r2 = Rtg/2 " I T " 

(III) (3.er caso) \ ^ = log cot R 

. n + ^ 
(111') n — r2 = R cot R • 

E l valor de C depende de la superñóie 2 de la serie paralela 
que se considera, pero en el caso (I) la relación (I ') es independiente. 

Observación, Para las evolventes de las superficies de curva

tura constante positiva ^ + ^ , se obtendrá la ún ica relación 
L-2 

+ c 
r, — r.2 = t̂  R 

3 2 1 . SUPERFICIES COMPLEMENTARIAS DE LAS PSEUDOESFÉRICAS. 
Hallemos ahora sobre qué superficies de revolución son aplicables 
las superficies complementarias de la pseudoesférica S, en los casos 
(I), (II) y (II I ) . 

E l elemento lineal dsl de la segunda hoja de la evoluta es 

ds* = dr;1 + e ^ dvl, ]rTr\ dnfi. 
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y tendremos en el caso (I) ds* == diy + e dv'\ y haciendo r2 

ú̂ fa2 = du1 + e*1 dv2, 

que es el elemento lineal de la pseudoesfera. Podemos pues enun
ciar él 

TEOREMA. Si en una superficie pseudoesférica de radio R se 
traza un sistema de geodésicas paralelas, y en cada una de las tan
gentes á estas geodésicas se toma, á partir del punto de contacto y en 
el sentido según el que las tangentes concurren en el punto común del 
infinito, un segmento = R, la superficie S', lugar de los extremos 
será una nueva superficie pseudoesférica de radio R. 

En el segundo caso, se obtiene para el elemento lineal de la se
gunda hoja, 

, , 74 + C . 9 dv1 ds~ = tg h' drxl + 
eos h- — - — 

R 

que pertenece á la superficie de revolución, engendrada por la curva 
R 1 

r ~ | / W 4 ~ T sen ' ' = R1 log tg 2 • + cos'-l" 

Esta curva es la proyección de la tractriz ordinaria sobre el 
plano que pasa por la asíntota, que es una tractriz acortada. 

E n el tercer caso tendremos para la curva meridiana 

r ~ ^1 RZ^ SEN ^ ^ = R [ l o g t g Í ? + COScp], 

que es la tractriz alargada. 
3 2 2 . TRANSFORMACIÓN COMPLEMENTARIA. E l teorema último 

puede enunciarse del modo siguiente: E l lugar de los centros de 
cmvatura de un sistema de oriciclos (*) paralelos de tma superficie 

(*) Siendo L una l ínea de curvatura constante en una superticie pseudoesférica, po
demos considerarla como un c í rcu lo geodésico, d i s t inguiéndose tres especies de c í rcu
los, con centro real á distancia finita, con centro en el infinito y con centro ideal. í.os 
segundos se llaman oriciclos en la geometr ía de Lobatschewsky. 
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pseitdoesférica es una superjicie pseudoesférica del mismo radio, lo 
que da el modo de construir una nueva superficie pseudoesférica 
S', cuando se conoce una sola S, y en ésta una serie de orí-
ciclos paralelos. 

Pero en este caso, las geodésicas ortogonales se determinan 
por cuadraturas, puesto que, según las fórmulas del núm. 317) se 
conocen los OD' sistemas de oriciclos paralelos y de las geodésicas 
ortogonales, y pueden construirse las co l superficies complementa
rias pseudoesféricas de S. E n cada sistema de éstas, por ejemplo 
S', conocemos un sistema de oriciclos paralelos, es decir, las líneas 
que corresponden á estos oriciclos paralelos de S de que hemos 
partido, y después de efectuar una cuadratura, nos hallaremos en 
S', según las mismas condiciones, que respecto á S. Y podemos re
petir sobre S' las mismas construcciones, y así sucesivamente. 

La construcción efectuada, para transformar la superficie S en 
la S', se llama transformación complementaria. 

Consideremos en S un sistema de geodésicas paralelas, y sea 
O, v) el ángulo que forma la geodésica que parte del punto O, v) 

de la superficie con la línea v = const. E n virtud de la ecuación 
(2) de la pág. 549, la ecuación diferencial de estas geodésicas es 

dv 
tg c& = tg 0 -—. ó sea 
5 ' ^ du 

sen a> eos 6 du — eos cp sen 6 du = 0. (1) 

Pero debe verificarse á lo largo de cada una, la ecuación de las 
geodésicas (pág. 301, núm. 191), que se reduce á 

^ = - \ V u d V + H<da) 0 [tu + J ' i U + W + S¿) , fo = 0 

la cual, comparada con la (1) demuestra que la función ¡p {u, v) debe 
satisfacer á la ecuación 

JL 1 ) Sen 0 eos + + — ) eos 6 sen = o. (2) 

Además , puesto que las trayectorias ortogonales de estas geo
désicas deben ser, por hipótesis, oriciclos, su curvatura geodésica 
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deberá ser igual á la unidad en valor absoluto; pero, en virtud de ( i ) 
la ecuación de estos oriciclos es 

eos 0 eos cp du + sen 0 sen » dv — o, 

y, por consiguiente, 

sen Ocos 0 ) Vu (sen 6 C0S ^ + ^ (C0S 6 sen ^ J " ± ^ 

fe + sen 9 sen ^ - W + ^ j c o s \ c o s 0 = + s e n 0 cos 0' 

que combinada con la (2), da 

3» 30 Seo 30 
-h — = + cos 0 sen -f, — - ( - — * = 4. sen 0 cos c e , 

3 « Sz' 3z; 3^ 1 

debiéndose fijar la dirección positiva de las geodésicas , para tomar 
el signo conveniente. 

Consideremos un caso particular, por ejemplo, el de la pseudo-
esfera, en la que se puede hacer 

1 
cos 0 tg ku, sen 0 = cos hu ' 

mientras que la ecuación a> — o define los meridianos en su direc
ción positiva, y concluiremos que: 

Si a (u, v) es el ángulo que forman las geodésicas de un sistema 
paralelo, según su dirección positiva, con la dirección positiva de las 
lineas v = const., qitedarán satisfechas las ecuaciones 

3:& 30 Sa. 30 
— 4- — eos 0 sen x, i — = — sen 0 cos cp, (3) 
3^ 3^ 3^ 3« ' VJ/ 

y rec íprocamente : Toda ftinción a> (u, v) que satisface d estas ecua
ciones de derivadas parciales, define, en la superficie pseudoesferica S, 
un sistema de geodésicas paralelas (determinadles por cuadraturas). 

3 2 3 , PROPIEDAD DE LA TRANSFORMACIÓN. Hagamos la cons
trucción indicada en la transformación complementaria, á saber: 
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Tracemos por cada punto P = ( . r , ^ , z) de la superficie, y en el pla
no tangente en P el segmento PPi = 1, inclinado respecto á la lí
nea de curvatura v = const. en el ángulo ®, El lugar de los puntos 
Pi será la superficie complementaria S,. 

Expresemos por xx, y i , z\ las coordenadas de P,; por la cons
trucción, tendremos: 

1 1 ix 
x = $ + eos cp h sen cp — (1) 

1 ' eos 0 lu sen 6 2>v 
y análogamente paraje,, ^ j . Derivando esta ecuación respecto á ^ 
y z;, y teniendo en cuenta las fórmulas (e) de la pág. 331, y las (3) 
de la pág. 565 que se hallan satisfechas por cp , será: (2) 

lx: <>* 1 . t x 
— l - = eos- CÜ eos f — + eos c& sen c& eos 0 eos p sen OX, 
tu ' 7>u ' ' sen 6 ^ 

3,r, I lx ^x 
—1 = sen s eos » sen 0 —- -|- sen2 c& sen 0 — - f sen cp eos OX. 
Sz; 1 1 eos 0 dll 1 ov 

Expresando por dsx el elemento lineal de la superficie S,, ten
dremos: 
:ds¿ — eos- cp dti- + sen- cp dv'1; (3) 

y para la curvatura k, de S, de la (3), = —- 1, lo que prueba 
que la es una superficie pseudoesférica de radio = I . Además, 
si expresamos por X , , Y!, Z, los cosenos directores de la normal 
á S,, tendremos por las (2) 

l ~bx I 1x 
X. = sen c& eos a> r —, 

1 ' eos 6 2w ' sen 6 3?7 
y análogamente para las Y,, Derivando, y teniendo presentes 
las fórmulas anteriores, obtendremos 

2)X1 ^r, 3Y, _ ^ 1 _ t í£i 
" 3 ¡ ^ = : t g ' ' ' ^ 7 , "í)« " " " ^ V ^ ' ^ ~~ g ' f S^' 

— L = — cot'f — , —^ = — c o t c f - , — i = — c o t ' f — , 
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lo que demuestra que también en S! las l íneas z¿ = const., v— const. 
son las líneas de curvatura y, por tanto, las líneas 

u — v~2c ( . — const. zi - \ - v = 2$ = const. 

las asintóticas y ¿/a, dft sus arcos; luego: L a transformarwn com
plementaria conserva las lineas de curvatura, las asintóticas y los 
arcos asintóticas. 

Podemos ver ahora si las funciones de 0 y cp , que se hallan en 
las ecuaciones (3) de Darboux son las más generales que satisfa
cen á la vez á la ecuación de derivadas parciales . 

-—; — —— = sen ^ eos <!>. 
ÚU1 dV' 

Para generalizar estas consideraciones, supongamos que se tenga 

— -H T- = F (0, y), v - + — = F^O, ?), (4) 

y vamos á-obtener F y F, , de manera que resulte 

— ^ — — v = F (0, 'D), — ^ — — - = sen '-5 eos - i . 

Para ello deduciremos de las (4), 

320 3"20 3F, 30 3F, 3f 3F 30 3F 3 i 
3̂ "2 3^2 30 3^ ~^ S'f 3w 30 3^ 3¿ 3^ ' 

3^ 3» 
y sustituyendo los valores de , —^ de las (4), tendremos: 

3& 3^ 

3W¿ ^ ~ \~30~ ~^ SiT/ 3?7 — \ 3^ • 30 / 3 - i ' 

3w2 3^2 ~ V 30 3? / "Sw \ 3-f / 3 0 ' 

Bas tará pues, que se tenga (6) y (6') 

3F, . 3F 3F, , 3F ^ 3F, _ 3F ; l 
— 1 H = o, — - A = o, F — L - F , — = sen 0 eos 0, etc. 
30 1 3«p ' 3tf 1 30 ' 3cp 1 3'f 

Las dos primeras expresan que F + F, debe ser una función 
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de rJ — » y F j — F una función de 0 + cp . Sea 

F + F ! = U (0 — c p ) , F1 — F = V (o + cp), 

y tendremos F , = - (U + V ) , F = ^ ( U — V ) . 

Las (6) quedarán satisfechas, y las (6') se reducirán á 

U V + V U ' == sen 26, — U V + V U ' = sen 2? 

U V ' = sen(0 — - - p ) cos(fJ + c p ) , U ' V = sen (6 + c p ) eos (6 — cp) (7) 

de las que se deduce 

U = s e n (0 — c p ) , V ^ ^ - c o s O + c p ) , U = ^ sen (0 — c p ) , etc. 

siendo k arbitraria. Hagamos 

I — & 2k 
- = sen CT, — —•—TÍ = cos ff) (0 < 5 < 27r) I + ŷ2 ' I + k 

1 — sen 1 1 I - j - sen 5 
y será k = — , T = — ~ ~ • 
J cos cr k cos 5 

sen tp cos G + sen c cos * sen 0 
F = COS <J 

cos cp sen 6 + sen s sen cp cos 0 

(8) 

F , = — 
cos 5. 

y las fórmulas de Backlund serán 

3s 30 sen cp cos 6 - | - sen G COS cp sen 0 

cos T 

30 cos cp sen 0 - | - sen ff sen cp cos 0 

3^ 3« eos 5 

Interpretación geométrica. A la solución inicial 0 de la ecuación 
(A) corresponde una superficie pseudoesférica S de radio = 1 y 
análogamente , á cada nueva solución cp deducida, integrando las (8), 
una nueva superficie pseudoesférica Y llegaremos al resultado 
siguiente: Por cada punto P ^ S 7, en el plano tangente en P, trácese 
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una recta inclinada respecto á la linea de curvatura v = const. el 
ángulo cp, y tómese en ella, á partir de P, tm segmento constante 
PP^ = eos <T; el lugar de los extremos P̂  será la superficie S,. 

3 2 4 . TRANSFORMACIÓN DE BACKLUND. Cuando d = o, se ob
tiene la transformación complementaria. Para establecer dicho resul
tado, observaremos que, conservando las notaciones empleadas, 
tendremos: 

/ i ctr 1 
xx = x -\- eos s I eos cp r h sen a- . (o) 

\ eos 0 û ' sen 0 ~bvl 1 

De las (8) y (9) deduciremos: 

/ . 1 'hx 
— (eos- .9 eos G — sen <T sen s eos 2, sen 0) 
djf 1 ' ' 7 sen 6 3^ (10) 

I 
+ (sen 5 eos- cp sen 0 4-sen a- eos co eos 0) - — — cosacos*sen 0X 

', sen 6 d« 

, > t\ 1 ^ 
— = (sen c sen"'2 cp eos 0 -f- sen cp eos sen 
^ ' 1 y eos 6 3^ (11) 

1 ¿Ir 
+ (sen2cp sene — sene; sen© eos ? eos 0) 4 - eoss seno, eos0X 

' sen e 'hu 

dsx - = eos2 cp du* - f sen2 cp dv-; (12) 

así pues, la superficie, lugar de los puntos P, es ciertamente la su
perficie buscada S,. 

La construcción anterior, que transforma la superficie pseudoes-
fériea S en la S,, es la transformación de Backlund. 

Expresándo la con el símbolo Ba, para poner en evidencia la 
constante arbitraria contenida en la misma, tendremos que la Ba 
coincidirá con la transformación complementaria. Con la transfor
mación se obtienen 001 nuevas superficies pseudoesférieas, de S. 
Pero basta conocer una sola de éstas, S, , para poder obtener las 
demás por cuadraturas. La aplicación sucesiva de la misma trans
formación B(:r á las superficies sucesivas, se ha rá con simples cua
draturas, pudiéndose decir que también: 

L a transformación general de Bdckhmd Ba conserva las líneas 
de curvatura, las asintóticas y los arcos de las asintóticás. 
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E n efecto, los cosenos directores X , , Y , , Zj de la normal en P, 
á S, se expresan por las fórmulas (10) y ( n ) , y de éstas resulta 

i U i ^ 
X . = eos a sen es 7 — — eos c eos cp sen a.X, 

1 1 eos O 2\u sen 6 TÍV 

de la que se obtiene 

1 = tff © —1, — 1 = tg © —1, — 1 = tg © —- , 

= — COt © , —— = — COt cp — , - — = — COt cp — - , 

lo que demuestra, en vir tud de la (3) de la pág . 568, el teorema. Ade
más , el ángulo ü comprendido entre las normales en P y Ppen virtud 

de — S X X , = sen <?, está dado por la fórmula ü = — — s. 

3 2 5 . TRANSFORMACIÓN DE LIE. Esta transformación cambia 
también una superficie pseudoesférica en otra pseudoesférica; y 
se halla fundada en que, si Q (a, (3) es la integral de la ecuación 

j _ = sen ü , también la función íl (¿a , — I es una nueva integra^ 

que contiene la constante arbitraria k. Observaremos que si » { M , V ) 
es una integral de 

—- — = sen 9- e o s » , {a) 

es también una integral con la constante arbitraria 7, la función 

í u + v sen o ^ sen (T H- ^ \ „ , . /7, 
}> , ) = © a {U, V ) . {b) 

\ COS n C0S 5 / 

Á la primera función »• (w, v) cor responderá una superficie i n i 
cial pseudoesférica de radio = 1, y á la función (¿) una nueva su
perficie pseudoesférica S, completamente determinada, de forma. 
Para obtener las coordenadas de un punto móvil en S, reducire
mos ante todo el elemento lineal esférico 

ds'1 — sen2 B du1 + eos-2 8 dvl á ds'1 — d ^ + eos'2 o J-f2, 
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lo que exige la integración de una ecuación de Riccati, después de 
lo que se obtienen las coordenadas de los puntos de S, con cua
draturas. 

Indicando con LG la transformación de Lie, cuya constante es a, 
u-i-vsena usena-4-v 

que hace pasar de los argumentos u, v a los -~, - —'—, 
COS a COS a 

la inversa, que hace pasar de {ti, v) á 

í u — v sen G — ^ sena + ^ \ , _ j 
I , ) se indicará con L . 
\ COS rr COS ¡j. / 5 

La transformación de Backlund BJJ se puede obtener, como ob
servó Lie, combinando la transformación complementaria con la 
de Lie, de modo que = L ^ B^ L " 1 . Es decir, que si se aplica á 
una superficie pseudoesférica la t ransformación de Lie L ^ , á la su
perficie S, obtenida, la complementaria, que la cambia en Sá y á esta 
la inversa L ^ 1 de L a , se llega á S', deducida de S por la transforma
ción de Backlund Ba. 

Por la repetición de los métodos de transformaciones de las 
superficies pseudoesféricas, resulta el teorema de permutabilidad: 

S i S, y S2 son dos superficies pseudoesféricas ligadas á la misma 
superficie pseudoesférica S por dos transformaciones de Backlund 
B ^ , B ^ con constantes distintas cr, y ffá, existe una cuarta superficie 
pseudoesférica Sa, ligada respectivamente a las S, S2 por las trans
formaciones de Backlund BV , B ' - con las constantes invertidas 
cf2, c?,. E n símbolos: B ' ^ B .̂̂  == B'(7) B',-^ 

3 2 6 . SISTEMAS TRIPLEMENTE ORTOGONALES DE WEINGARTEN. 
Se llaman sistemas de Weingarten los sistemas triples de superficies 
ortogonales que contienen una serie de superficies de igual curvatu
ra positiva ó negativa. Nos limitaremos á enunciar la propiedad: 

E n una superficie de curvatura constante de un sistema dado de 
Weingarten, las geodésicas se determinan con cuadraturas. 

Respecto á la t ransformación complementaria de los sistemas de 
Weingarten, diremos que se halla caracterizada por obtener, me
diante la transformación complementaria y la de Backlund de un 
sistema de Weingarten, una infinidad de los mismos. 
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3 2 7 . APLICACIONES. D é l a s fórmulas obtenidas en la pági -
dv , 

na 295 resulta inmediatamente que siendo = + 1, la ecuación 

diferencial de las asintóticas y u -\-v = const., u — v — const. la 
ecuación de éstas, refiriendo la superficie á las mismas, con lo que 
bastará hacer u- \ -v == 2a, u — v = 2t3, la expresión del elemento 
lineal será 

ds- = ¿/a2 — 2 eos ¿/a ¿/p - | - ¿/(3"2, 

y la ecuación (1) de la pág . 549, se reducirá á 

32 2» 
- - 5 = sen 2 1 , (a) 

siendo 2}> el ángulo de las asintóticas entre a = const. y ¡3i= const. 
Esto sentado, si partimos de la solución 8- = o evidente de la 

ecuación (a), y aplicamos la transformación general de Backlund 
para pasar á una nueva solución cp, ésta quedará definida por las 
ecuaciones s imul táneas 

3 c& 1-4- sen G 3 á 1 = sen a 
— = sen s, —1 = sen -f, 
2iu eos <y ' dv eos (7 

que integradas dan tg Ce cosa 

cuya constante puede hacerse = 1. 
Introduciendo los parámet ros u v — U, u — ^ = V, el profe

sor Bianchi llega á las expresiones 

sen V eos V U - f V sen 5 
,r, == — cose: 1/ = eos c • —, a = • , 

eos ka eos ka. eos T 
^ , = 1 1 — eos cr tg ka. = eos 5 (a — tg ka.) — sen crV, 

por las que las superficies de que se trata son helicoidales, cuyo 

perfil meridiano V = o, definido poi

cos^ 
y, = r - , = eos c (c — tg /¿y.), 

coska. ' . 
es una tractriz que tiene el eje por asíntota, eos a por longitud cons • 
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tante de la tangente y sen a por parámet ro del movimiento helicoidal. 
Para el elicoide de Dini , correspondiente á 

9- u v sen nl (ti — v) 
— = e*1, = 1 
2 COS ti.. 

tí 

tendremos la transformada de Backlund con la constante cr, 

cos 
tg 

+ 

sen 
i + e 

siendo 
u -f- v + sen a [u — v) 

cuando c = ^i , 

Q 
tg - == 

COS <T 

- | - sen ff1 - j - Í/) - | - C 

cos ^ cos 

Para la superficie complementaria de la pseudoesfera que co
rresponde á hacer a, = o en la últ ima fórmula, el valor de C no 
influye en la forma de la superficie, y podremos hacer C = o; luego 

Q u — v V 

2 
ts - = 

cos ^ {u - j - ^ ) cos 

sen 
2 V cos 

cos 
cos/^-U — 

Figura 128 

COS V U - f V2 ' ^ " COS /22U + V'2 " 

Y geométr icamente , se verá que el sistema de g e o d é 
sicas de la pseudoesfera, respecto á las que se halla 
construida la superficie complementaria, es el de las 
geodésicas paralelas á un meridiano en el sentido en que 
se aleja de la asíntota. 

3 2 8 . SUPERFICIES COMPLEMENTARIAS DE LA PSEUDOESFERA. 
TEOREMA. L a aplicación del proceso ilimitado de las transforma
ciones de Backlund á los elicoides pseudoesféricos de Dini, en particu
lar, á la pseudoesfera (a = o) requiere tan solamente cálculos alge
braicos y derivaciones. 
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