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LECCION PRIMERA.

Integracion de las funciones diferénciales mas sen—
cillas de una sola variable,

1. Una funcion diferencial de primer érden de una sola
variable estd en general representada por X d «, siepndo X una
funcion” de x: esta funcion diferencial es siempre ¢l resultado
de una diferenciacion practicada sobre una cierla funcion y
de la variable #, de modo que se tiene ' '

' i dy |
dy=Xdzx y -—=X
daz

6 por lo menos se puede siempre mirar como el resultado de
una operacion semejante. La operacion, pues, llamada inte-
gracion consiste én hallar la’ funcion y cuando es dada la
diferencial X d x, 6 en general hallar una funcion 'de = que
diferenciada dé la expresion X d x. Esla funcion y que tiené
por diferencial X d =, se llama la integral de dicha diferen=
eial, y. para indicar esta operacion, se coloca el signo 'S de=
lante de X d x; asi, supuesta la ecnacion d y = X d z, se ve-
tifica por consecuencia’ de ellaesta otra y = § X d =, y tam-
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bien reciprocamente. Pero conviene observar, que, aun des-
pues de hallada una funcion de 2, que diferenciada dé por
resultado X d =, todavia se le podra anadir una constante cual-
quiera C, sin que por eso deje de tener la misma diferencial:
luego si la funcion que se trata de hallar no nos es conocida,
sino por la condicion de que diferenciada di por resultado
X d », debemos, para oblener su expresion general, compren-
der en ella la cantidad constante y arbitraria C. Segun esto la
integral de la funcion diferencial propuesta X d x se debe ex-
presar en general de este modo

y=C+SXdzx

En esta ecuacion S X d » representa el resultado inmediato
de la integracion, esto es, la funcion de z, que diferenciada
daria X d w; y G es la constante arbiltraria que se debe agre=
gar 4 esla funcion -para dar a la expresion de la integral y
toda la generalidad necesaria. Afiadiendo esta constante, es
como quedamos satisfechos de que y comprende tedas las
expresiones analilicas formadas de la variable x que dan por
diferencial comun X ¢ @, porque tampoco se podria adadir &
lIa cantidad § X d x sino otra cuya derivada fuese nula, es
decir cero. :

Mientras la integral ¥ no esté determinada por otra cir-
cunstancia que la de tener por diferencial X d «, la constante
arbitraria € permanece enteramente indeterminada; pero en
las cuestiones que se resuelven por medio del cileulo integral
siempre hay condiciones, en virtud de las cuales se puede fijar
su valor, y llegar & un resultado enteramente determinado.

Desde luego podemos: decir én genéral, que la constante
arbitraria C, queda determinada siempre que, dada la diferen-
cial X d @ cuya inlegral y se pide, se aiadel la circunstancia
de que'd un ciertp ‘valor dado @ de :.-:__wrre:.ponde tambien
otro wvalor._dado, b de y, pues sustituyendo' en la ecuacion
Y=L+ SX dwtendremos € == b — f (a):s

2.°  No carece de fundamento el hiabér adoptado por signo
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para indicar la -integracion la lefra 'S inicial de ‘la palabra
suma: en efecto, una funcion cualquiera se puede siempre
considerar como la suma. de. un nimero infinito de valores /de
su diferencial, Para hacerlo ver claramente volveremos & ha-

cer uso de la consideracion ya cmpleadu otras veces de: los
valores subcesivos.

@, w, 8 B2, 2% v, T xS (=),
x, +ndx, dados & la variable independiente z, y que se di-

ferencian constantemente en la cantidad & =z, ¥ los correspon-
dientes valores

|!I;0)'yr?. Yasess n-i; yll

que toma entonces una cierta funcion y de dicha variable.

‘Representando por Ay, Ayy, Ay a.... Ayt las diferen-
cias entre dos yalores conseculivos:de y, y supueslo que entre
los valores z =2, & =z, la funcion y no liene valores infi-,
mlos. se uene e\rldentemenle

J,==y°+ Ayn+Ay1+A1¢+&y3+ +&yn-t
Cl.l_}’d expreswn puede escribirse lamblen asi:

a yo a !h A y: ; Ay-("”)
Y=y, + —_+;_+_-—+.... 5 3 a:
x v X

S x

ﬁg_uremonos ahora que la cantidad &  disminuye ecada’ vez

mas, aproximandose 4 cero, y que el nimero'n aumenta al mis=

mo liempo y en la misma relacion, de modo que- la cantidad

7 8 x no varia; entonces el mimero de términos contenido en

el paréntesis aumentard mas y mas y el valor de cualquiera
Ay

dt. ellos, tal como —— se acerca sin cesar al del coeficientle
2z

A . v . '
diferencial ‘-‘——, que corresponde al valor z, -} 3 & de la va-
St eite i



riable 2, luego, & medida gue & x _disminuye, la cantidad

LAy, 4 qp, Bioiary o il 1 i >
( i el il DT SR S Sz
3 x B0t nlind 3 x

se aproxima & un-limite, que es la suma de }os infinitos valores
dy
que,toma la diferencial ;-_— dax de la l'uaclon propuesta,
€ A ,
cuando la variable = crece por inlér_vaios constantes & infinitas
mente pequeiios como d z desde z — x, hasta z—=am, + n 3 2,
Se sigue de todo esto que, para pasar de un valor cualquiera
Y, de la funcion a otro cha[quicra -y, hay que anadir 4 y, la

d
suma de lodos los va!ores que toma la dtferenc:al ;y_ dx
x
én el intérvalo comprendido entre Ios \falores &,y % que cor-
l'csponden dyoé .

Si representamos, pues, como arriba por X d x la diferen-

| oot o dgye- :
cial dela funcion y, es décir —— d x, podremos en lugar de
la ecuacion preeedente poner esta

y=yo+ 5. ¥dao

en la cual el signo S . denota que se ha tomado la suma de
los valores de la diferencial X d x correspondientes & todos los
valores xg, @+ da, x, 4 2dw, zo 43 d x. . .. ete. hasla
el valor x, ++(n- 1) d & que precede al valor de = correspon-
diente 5 la funcion y que esth en el primer miembro. De este
modo se especifica cuél es el valor particular' @, ‘correspon-
diente & y, desde el cual se cuenta aquella suma.

La ecuaeion anlerior subsiste ademas, cnalesquiera que sean
los valores correlalivos «, é Yoi ¥ sise hubiese dado simple~
mente una diferencial X d a, sin expresar desde cudl valor a,
de la variable se queria contar la suma de sus valores, ni cudl
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era el valor correspondiente y, de la funcion, entonees no ha-
bria alisolutamenie medio de determinarlos.

Considerando; pues, 4 la funcion y en la ‘ecuacion prece-
dente como sujela solo & la condicion de tener por diferencial
X d x, es pregiso mirar & @, 4 y, como enteramente arbitra-
rias: entonces es inutil marcar el valor indeterminado de x
desde el cual se ha contado la suma S X dz, y se puede es-
cribir como en el numero anterior y=C -+ § X d .

5.2 Esplicada ya la naturaleza de la operacion llamada inte-
gracion, nos resta ahora esponer los medios que la anélisis su-
ministra para efectuarla, es decir, para hallar la funcion finita
de la variable # que diferenciada daria la diferencial propuesta
X d x; 6 bien para hallar la funcion primitiva cuya derivada 6
cuyo coeficiente diferencial de primer érden es X. Pero debe-
mos hacer notar que, aunque la operacion que tiene por objeto
dada una funcion y dedueir su diferencial d y, se efectda por
un procedimiento regular y seguro que conduce siempre al
resultado apetecido, la operacion inversa que se propone por
el contrario retroceder de la diferencial & la funcion primitiva
no se puede efectuar completamente sino en casos particulares,
y como si digéramos, por escepcion de la regla. En .efecto,
hablando en general, no podemos tener seguridad de obtener
en términos finitos la funcion primitiva de & que corresponde &
una diferencial dada X d @, y muchas veces nos veremos pre-
cisados, como se vera mas adelante, 4 suplir por métodos de
aproximacion la imposibilidad de hallar exactamente la expre-
sion de la funcion primitiva. Conviene, pues, conocer los prin-
cipales casos en que la integracion es posible, y los métodos
que en cada uno de ellos se deben emplear. 1

4.° En primer lugar debe observarse que losisignos Sy d se
destruyen puestos el uno 4 contipuacion del otro, porque indi-
eando dos operacwnes contrarias dejan ¢n el mismo ' estado &
la expresion 4 quien afectan. Esto supuesto, es evidente que
se obtendra desde luego la; integral de una diferencial pro-
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puesta cuando. esta presente la misma forma que algunas
de las que obtuvimos para las funcionés simples en'fa lececion
i * del caleulo dlfercncml Asn se ve desde;luégo que

d Yi== -:cm_d:z se lended

dz
dJ:-—-
@
dy=exdm

d‘,g—-—.a fla:

g.{Js:.sen mdm |
by =cos. zdx:
il othm
Ay =
l k1 cos * @ :
BT e
1£J=r———
sen” x
dx

'.‘/.'l-—'-:r.".
daz :
Vio
dm |
1-{-:;. :
- dx i
14 a?

La l‘ormula S u'“ d 3=t

. '
LH 1

dy=-

.dJ

dyt::_.

mo

[l il )

' xm-1
S dymy==0+ LT
y=Ctlz
y=¢e-}e*"
e
ymc—cos.a:
Y = e sehox
J=e+t¢m9 @
i Al < mich

y =Y arc. ('seri. _5——«-:.3):

it g et F-are (eoss ==z} 00

Y =0k are. (tang.=i)io

e ooy

.m+1 atin 1o o1z

i.‘ subslste en’ g.eneral para

todos las valeres positivos' 6 negativos; entéros ¢ fracclonanos
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v hasta irracionales del exponente m, siendo dignos'de notarse
los dos casos siguienles:

dx L] dzx =
S— = —- S =22
x? x Vv =z
que se presentan con mucha frecuencia. Examinando el caso
dz. 1
en que m= — 1, la formula da —- — - | y no debemos por
@ 0
esto inferir que el analisis dé un valor infinito para la integral
dx
de la funcion diferencial —- , lo que seria un absurdo. Para
y x

esplicar este caso, debemos tener presente que la integral se
ha de completar con una constante arbitraria, y lo que necesi-
tamos venir & deducir es tan solo que la expresion general
m -1 k! 4
C 4+ ——— da el resultado que deba corrcsmnder'- en lodos
m -1
los casos y por consiguiente en el de m.=——1.
e’k o m_—]— 1 ) |

Para ello en la expresion y = ¢ 4+~ ———— delerminemos.
la constante por la condicion general de que ¥ sea cero, cuando
®=iay tendremos

am+1 ' am-l—l !
m 1 e v i A

Y sustituyendo ser .
e Ligmd
' m ‘1

que con m == — 1 se rcduce a - hbrcrnu:, de |||l1l.‘lr.‘|m|||nurm
0

derivando ambos li’l‘lllinns de Tafraceion en conceplo dé m

Y=
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= i sllor
variable y tendremos y = . En'efecto este debe ser ¢l valor
. )
de la funcion y, cuando m =1 ; porque sabemos que —- es-
: ¥ _ :
presion diferencial & que se reduce la propuesta 2™ d x cuan-
' dx
do.m = — 1, proviene de L x es decir que d l@=~--~ Lo

' z
espuesto sobre la expresion diferencial @™ d @ da lugar & dos
observaciones.

. 1.* Que en toda espresion de la formay =e¢+4 SXd z
no porque la parte S X d « incurra en un valor indeterminado
6, oo debemos decir que lo es la funcion ¥, sino que a esta le
corresponderd el valor que resulte de la suma € + S Xd &
luego que sea determinada la constaute C.

; _ 0
2. La circunstancia de incurrir en - la . espresion
gm+1_,m41 AR SER
Y= con m — — | ocurre en, el mo-
m + s | ; t

mento en que y — S a™ d x# cambia de naturaleza como se ha
observado en otros casos, pues de ser ahora y algébrica con
cualquiera valor de m, pasa & trascendente con m = — 1.
5.° Obtenidas las integrales de la tabla pugsta en el axticu-
lo anterior pasaremos & dar reglas para obtener las; corres-
pc - dientes & las demas espresiones diferenciales y desde luego
podemos ' decit que para oblenerlas es preciso emplear dife-
rentes procedimientos que tienen siempre por objeto, 0 ya
descomponer la funcion en olras mas sencillas Y que, puedan
reducirse a4 las esplicadas, 6 ya variar su forma mediante la
sustitucion de una nueva variable en lugar de la @, & fin de
que la diferencial propuesta tome una forma de aquellas cuya
integral se conoce inmediatamente, 6 ya por dltimo hacer de-
pender la integral pedida de otra integral mas facil de.obtenery
Este ullimo es el método que se conoce por el nombre de
integracion por partes, que es uno de los mas generales, 'y
- 4T ;(p - é:.,



=

que con mas [recuengia se emplean en ¢l caleulo integral. Para
es‘p[marlu, observaremos | que d u v'==wd v 4-vdu, loego
Seri recjprouamcnla uv=8(wdvtvdu)=8udv4
S v .du véase el mimero 7, advertencia segunda) de donde se
sacaSudp=ur—Svdu

Asi, pues, con tal que se consiga poner la diferencial ‘pro-
puesta.en la forma wid v, es decir bajo la forma de un produe-
Lo, en el que uno de los faclores sea una funcion finita w de z,
y ¢l otro una funcion diferencial d v cuya integral sea conoci-
ida, la inyestigacionde la integral pedida quédard reducida @ la
integral S v d u. No ¢s necesario advertir que la expresion de
la integral pedida se debesiempre completar con, una constan -
te arbitraria que no hemos expresado en la ecugcion anterior.

: Para hacer visible con un ejemplo la utilidad del mélado
e intézracion por parles, propongamos la diferencial d g Y=
cos. & d x la consideraremos compuesta de los dos faclores x y
¢os. & d z, de los cuales el segundo tliene por. integral ser}.. :
‘aplicando, pues, la férmula general diremos ' :
S ocos.x. d x=ux sen. x— 8 sen. @ d x=2 sen. a:-[—cos o
X completando la integral con una constante arbilraria, se diene
‘;. C—+ax sen. .,c—-]-cos. @, expresion cuya ex.mutud se Lom-
prueba facilmente por la diferenciacion:

El buen éxito de la aplicacionde este método depende sierti -
pre del acierto en la eleccion de los factores en que se descom-
pone la diferencial propuesta; si ‘en la diferencial anterior
cos. x 'd 2, hubiésemos descompuesto en los faclores cos. « y
® d  de los cuales el @ltimo tiene por integral -9— , hubiese-
mos tenido

x> cos. x 3 x* cos.!
—8 =X —senad x=
oy S E

S cos.x, x d w=

e
z*seniadw

2__

1oz slonla

7
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donde se ve que la integral pedida depende de otra mas com-
plicada queiella. Se debe, pues, descomponer, siempre que
sea posible, la diferencial propuesta de tal modo, que la inte-
gracion de uno de los factorés y la diferenciacion del otro con-
duzcan & espresiones mas sencillas, y cuya integral se presente
inmediatamente.

7.2 En la practica de la integracion de las funciones dife-
renciales conviene mucho tener presente las tres advertencias
siguienles que contribuyen a facilitarlas.

4% Que todo factor constante que afecte & una diferencial
afecla igualmente & la integral, asi
dy=aXdax dig=C+aSXdx (") .

2.* " Que cuando la funcion se compone de la suma de va-
rias diferenciales, la integral pedida es igualmente la suma de
las integrales correspondientes 4 estas diferenciales, y tomadas
separadamente, es decir que

dy=X,do+X,dotX,dz diy— S X.dz+SX,dz +
SX,da (**)

(®) Porque se sabe por el caleulo diferencial que la cons-
tanle @ que afecta a la funeion, afecta del mismo modo a la di-
ferencial, luego si en la diferencial hay wun factor constante,
sera porque Lamblen lo habia en la funcion primitiva ¢ en la
integral,

(**) Porque si suponemos

dX =X . dz (X! =8SX dx
dX" =X, dx ¢ bien X*" =8X,dax
dX"=X;dw X" — 8§ X3d
se tendrd segun lo dicho en el cilculo diferencial
dy=dX' 4+ d X"} d X" =d (X’ | X" -} X7) |
¢ integrando ambos miembros
Sdy=8d(X"+X" 4 X que ¢s lo mismo que
y =X’ 4 X" 4~ X", luego poniendo por X', X, X" sus va-
lores y anadiendo la constante sera por tultimo

y=C+SXdat+SX,dz+SX;da
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U5 Que crando uiia fuicion tiene porsi, 6 puede tomar,
niediante una transformacion, la forma /(X) d X, siendo X
una funcion cualquiera de 2, entonces dicha funcion puede ser
tratada como si X fuese una variable independiente; de mane-
ra que si £ (z) significa la funcion cuy@diferencial‘es [(x)dx,
es decir, si se liene F (z)=S [ () d
modo F (X) — S /(X) d X.
Sirva de ejemplo la diferencial

se tendra del mismo

(d y = a™1 xsen. (a4 ban') d z;
mulli'plicnn'da y"di'vidie‘n‘do por m b, se puede decir
1
' -dy —— sen. {a-!—bm"-)mbx“-'dx-’perombmm-lda:
m b
es Ia diferencial de; Ia funcwn a-}- b @™ que esta afectada ' del
slgno del seno, luego si hacemos X=a —]- b 2| tendremos

Ao

dy = ——sen, X d X, cuya mtegral es

: ,mb s

o5 : g !

y=0C— — ¢cos. X =C — — cos. (a4 ba:"’), como se
m b . mb

podria comprobar por Ta_ diferenciacion.

" LECCION 2.2

Integracion de las funciones &de’ﬁi‘icas.

. 8.% Las funciopes. algébricas pueden ser racionales ¢ irra-
monnles Cualquiera que sea la, natuealeza de las primeras po-
demos presenlarlas hﬂ]o la !orma

@)+ —-
F (z)

siendo la primera 'par{e un polinomio racional en &, y la sc-
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gunda upa_fraccion cuyo denominador, sea de mayor grado
ﬂu& el |1um;rador por cuya razop la, Jqlograclon de esta, glase
de anglo nes quedara, exprespda,en. of grsinplons goio: il s

o : fiahN oidsiasy san sean N L) shaig
w i (‘(P [_Y)—i—-«-—--—)dml::S\b(.l} ({m*‘:l"‘s_'h' “‘3"
F.(x)/ o) sgai) & €@hianh 29

La primera integral estd ya demdstrado Su meéo &c 613!

nerla, pues esti comprendida en 8 (4 + Bz 4 (o e 4

Kx™) do=Sd4ddaz 4.5 Baodot.oi. s SKemdz.
En cuanto & la segunda, se sabe que, toda fraccion ragio-
nal se puede descomponer en tantas fracciones, de primer
grado cuanlas raices. reales,conlenga su, denominados; y en
tantas fraceiones de segundo grado cuantas raices'imaginarias
I conjugadas contenga, todb ésto bajo el supuiesto:quetio dorw-
tengaiel denominador raices iguales; pues:en esle easo'son los
denominadores las potencias sucesivas de los faclores reales
de primero 6 segundo grade desde ¢l g‘llado mayor én que en-

tren hasta el primero segun se demostro ya en ei tratado de
las sérles

t ') -

Bajo este supuesto, la cspreamn —-)— solo puede ser. deg—
F (z

compuesta en [racciones de las formas siguientes:
Addaz Adde (A x4+ B)dax (dx+ B) da

wa (@m0 T ey Ve
Los denominadores de las dos ltimas espresmnes son los

factores de'segundo grado correspundlenlea i cada pa; de"vai-
ces imaginarias cvan;ugu&aq de 'la furma general o= a :l_-::

&

b/ -1, cuyo producto dc sus, factores de primer grado es (w-

a4 b /M) (- -a-b |/ - })-g-(sa)z—i— b2
1.0y 2% Haciendo en, las dos primeras %073 quedan
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thagsd shaup ogalng Y26 Re ) FONOIIBIIIVIEHRY 25
udumd'\s a las l'urmas S = 3 §— , por lo tanto sus
f o~

z e '
integrales son T 3 o i) i 5y
Adaz 'Ad? A
S ——, —C—i—A!(za}S—-—m—- e
ZT-a = (x a)‘n T (m 1) (m a) m‘l

L8]
3. Observando la forma de la 3.* se puede conocer que
si‘en vez del l’érinmo A d"™ q‘[ti\msemos otrd ‘de Ta forma
A (x-a)d =z, podria’ descompdiiersé dicha fraccion en otras dos
del mismo denominador, la primera de las cualés correspon-
derd & un logaritmo y la segunda-al arcp, funcion de.la tan-
genle. Para verlﬁcar eslo; pedemos dar al numerador la forma’

! (i

Ax_pé = A@a]+(Aa+—m A(r-a)d
—d x == - drte=——m7 -1 L
(x-a) 4 b _ '(:n a) 4 b* = Yem (x-a) *4-b
Ua+mdL B S S it
e ]
(2-a) *+ b° -
- I \ gig L
con lo cual la integracion pasara a ser i
Afwa)ds — (daBydl =Yy oo chode
S e e i DAL T
P x-a) -+ b? (z-a) 4 0 " _ 2
; (Aa.l..ﬂ]dm \ € —_ ! m fee 1. P
(r—a) + b e e, il -4
§ (=t k (*z -~ | . I/ B dhz~sw) &
andole a la altima mu,gml la Inrma‘ e S : .z. o=
a) b o v l _I-z‘
Aa + B R R e o

5 X are. tang, — ..|.. c.
i moo spp obom omezivt | laraotai emily sl noo obmeyigo
)(‘A & + B]Jd &x witatiae agoleos

5 > Fu el ulumo caso S ‘baci %
: ciendo las, mis=
[(@-a) "4 b m
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mas transformaciones del caso anterior queda bajo la forma

A (@a) d 2 *'T;{A a4 Bdz

S =—.
[ (z-a) "4 0* ] ™ [ (z-a) "4 > ] ™
i Aa—+ B . dgzs

S L2 (4)

2(m-A) (- a)‘*+5“)"+ b (m'iy (1 42

hsLa nluma mlegrnl no puede encnnlrarqe dlrectamemo, ¥y
hay que hacerla depender de otras mas sencillas. Para esto
dantlole la forma

| @lgh ot g gyl ol G0
S\_. LudhimenS &8~ Sz
(+=9n  A+m)m T agamtd
ad;'4=--'- L dz ~

Ly = § =l - -
14+zm+1 (l+z‘}"'+1 %xm(i-}-:‘)‘“-l—
1 dz

am (A4z)m’ __
cambiando m en m — 1 se obtendra,
k(e dz 3 o
S =S - — : +
A-a)n A42)=  2(m-—1) (142t )m-'
1 p dz dz SR o
2(m—1) (kk2)=— (142)m 9Am—1) (1422 m—"
2{”‘_ sy d'z i I |
< B B =
2(m — 1) {+z:)m——'_ . Q4

oy 9

operando con la tltima mlegral del" mismo modo que con la
analoga anterior, ¢ mejor) susmuyendo en el rpsultado ante-
rior ((B)) por'm, m-1, v asi sucesivaments quetlnrla fpnr ser



S, e

dz
m entero positivo) dependiente de S = arc. lang.=x;
142 .
eslo es
dz z
S = +
(A + 2 =1 2 (m-2) (1 427) =2
2 m-5 dz
S 3
2 (m-2) (1 4 22) =2
6 bien
dz z | : 3 14-2*
S T . mE" T2 —
(14+2)m 20 42)m-1 (m—1 m—1 m—>
3 (432 G
xm—*xi'x....-;-;-i-m—sxm—% \eadil /S
m—2 m—3 m—1 m—35

1

3

2 X 2 X arc. (tang.=2.)

b s |

cuyo valor sustituido en la ecuacion ((4)) da para la pro-

t z—a
puesta su valor final reemplazando por z su equivalente —-—;
: b
dz £955) a-+ax 2+ x4 2 i

8 et g iiogy | yl§uaias i
a'—xz' 2a a—x 20tz 2(xz-d)
L]

: 3 5
+2le—~Tllz—1)—TFl(z41)

x — 1

(2 — 1)d ST T e
S s x=f, A — —arc. (lang. = x)

@+ D)@ +1) VT
dax

S
(1+4-a) (2*4+-2)2* (a* 4 1) *

. e v
=W EFNEFTI-~+
£

re



—18—-

1 241 1 x x4 1
i ———4 — are. teang. ='—— — e
8 x4 6/2 V2 A& )

- arec, (tang. == x).
]

LECCION 3.=

Funciones irracionales.

9.* Las funciones algébricas irracionales no presentan ge-
neralmente reglas fijas para poderse integrar bajo una forma
finita; y solo en algunos casos puede conseguirse esto. Tales
son: 1.® cuando la irracionalidad es monomia, esto es, consis-

n - . .
te en términos de la forma v 2.° cuando la irracionali-~

ax®;
dad es de segundo grado, esto es, corresponde & un polinomio
de este grado afectado de un radical del mismo drden. Fuers
de estos casos no queda otro arbitrio que hacer depender la
integral de otras mas sencillas.

n) _ o
Va4 a8
:e:-|— Wz
irracional monomia. Para esto, si introducimos una nueva va-
riable tal que haga racionales todos los términes quedara la
integracion reducida & las lecciones anteriores. Desde luego
se concibe que si hemos de reducir los radicales & su mas
simple racionalidad haremos # = z X siendo este esponente el
minimo multiplo comun de todos los indices. Asi sucede para
este caso haciendo x =z 7P ¢ y la espresion’ propuesta pasa-

ria & ser
ampqf-zneqgfzhnpq
Snpgq zvpq—1idz
z2npqgtznp
Ia cual se integrard despues de haberla deseompuesto 3("'r-n
las reglas dadas para las fracciones racionales.

4.* clase; Sea ¥ d z , una funciow
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10... 2.* clase. Las funciones comprendidas en esta clase
son segun dejamos dicho, aquellas en que la irracionalidad

proviene tan solo de la existencia de un radial de segundo
grado, tal como

Vatbatcatoy a+t bx —ca’, siendo a y b cantida-
des constantes cualesquiera, y ¢ una cantidad constante y po-
siliva, siempre es posible hacer racional esta funcion, y por
cousiguiente siempre es tambien posible integrarla, empleando
los procedimientos esplicados en el articulo precedente.

En primer lugar, si el signo del término ¢ 22 es positivo,
tomaremos una nueva variable ¢ y haremos
Vat+bo4ca® =!—z|/c 6 atbr=1—
2tz ¢, y serd

f—a %l A Z
_ o de=_2(s_;_/c+b:+a|/c_)dt
2ty e b @ty e b)?
cuyos valores sustituidos en'la funcion la haran necesariamente
racional,

411. En segundo lugar, cuando el signo del término ¢ 2™ es
negalivo, la funcion se hara tambien racional, suponiendo
Vatbo—car=at—) a b b—cx=—x—2 Ly a,
que da

b+2¢) a 2@y a—bt—ry a)dt

e ==yl x el
e+ (e
Pero esta trasformacion, en el caso en que la cantidad a
fuese negativa, introduciria términos imaginarios en la dife-
rencial propuesta, por lo que procederemos del modo siguien-
te. Parliendo del supuesto de que se opera sobre cantidades
siempre reales, y por consiguiente sobre valores de x tales

que el radical /" @ + h & — ¢ &', se conserve siempre real,
observaremos que entonces el trinomio a + & x — c a2 liene
valores positivos, de donde se sigue que la ecuacion 2" —




.."

=
b a
- ® — = =0 liene sus raices reales ; si representamos, pues,
c ¢

por Py P*, estas raices podremos suponer.
Vatbzr—car=1 c@—P) (PP —a)=} clea—P)t
de donde sale; elevando al cuadrado.

Po—z—(x—P)0

P4 P, Qtde (P—P,)
y Mismma = dx =
PR (24 1)

estos valores sustituidos arriba harian ya racional la funcion ¥
sin introducir en ellas cantidades imaginarias.

42. Con la misma facilidad, se puede hacer desaparecer la
irracionalidad, cuando provenga de la presencia de dos radi.

cales de laforma a4z, y»b 4~z que solo contengan x

elevada 4 la primera potencia: entonces haremos /' b 4 2 — ¢,
que diz=1(* — b ydx=2tdt, con euya transformacion
desaparece el segundo radical, y el primero toma la forma
VvV a—b+4t* que se reduce al caso esplicado en el mi-
mero 10.

13. Indicaremos algunas de las aplicaciones mas sencillas
de los métodos que acabamos de esponer

d x
sea d y = ; empleando la trans-

s TR

formacion del nimero 10 esta diferencial se convierte en

2dt
dy= — "
2ty et b
que integrada es
‘ [ —
ye=—— (2t ¢4 b)-4 C: poniendo por ¢t su valor en
Ve ;

x, resulta



g
' oy
y== CH+—I(b+ 2cz+ 2y cyat batea’so

Ve
bien (*)
1 b = ot Db amie
y-=-C'+——_-l( -|-2:|/c+|/a+b:c+cn:t).cs-
Ve QV;

presando siempre C la conslante arbitraria que introdace la in-
tegracion.
dzx
14. Sea ahorady = » empleando la
vVa+t+bzrx—ca:?

primera transformacion del nimero 11, esta diferencial se con-

vierte en dt
2dt 2 ditye 2 Ve
dy=l— = e— ’ S — PR
etz Ve etz Ve 14 t*
' ¢
2
la eual tiene por inlegral y = — — arc. (lang —-—-) e
|/c Ve

C y poniendo por ¢ su valor

(*) El valor de t en funcion de x sacado del numero 11, es
t=yp a-tbzx+4ca®4x ) c, el cual sustituido en y da
1

l. (b42cx4+2y ¢c Vatboteca’)+C
Ve
dividiendo por 2 /"¢ dentro del paréntesis, y anadiendo fuera
para compensarlo 1 2/ ¢, se tiene

1 § 9 3=} s11kD 200 L1 O

y=_._.£( —i—:c;/c-l-;/m—[—b:c—!—cx')—l—
ve \2yc

ey oe.

y como el término I 2 1/ ¢ es constante, se omile supoméndolu
comprendido en la constante arbitraria C.

ym

L
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2 vat+yat+bz—czx?
y=¢——— arc.[ lang.= —
Ve zyc
Empleando la segunda transformacion del mismo nimero,
2 di
se tendrid y = -~— —— , cuya integral es
Ve t*41
2
€— —— arc. (lang. = t) y poniendo por tsu valor,y =¢ —
VAT
2 gy
— arc. (tang. = |/ ) esta espresion, teniendo presen-
c x— P
b
te que P y P, son las raices de la ecuacion &' — — & —
- c
a )
—— = 0, se podri tambien poner bajo esta forma
c
2 —2cx++b+VvihacH b
Yy =€ ——— arc. (tang. =/ ——)
Ve Qex—~bdy hac 4 b

Ambas espresiones de la integral pedida se pueden em-
plear indistintamente, pues no difieren sino en el valor de la
constante arbitraria,

15. En el caso particular de que se diese la diferencial

dx
dy=————hariamosa=14,b=0,c=1,y la
vVita® e '
férmula del nimero 13, nos daria y=c+4C(z 4y 1 + ")
dx
16. Si la diferencial fuese d y = ————— , se sabe que
vVi—az?*

entonces es y == ¢ -}~ arc. (sen,== x); y en efecto la primera
formula del numero 14, da



y=c2are. (tang. — —— . }: pero si hacemos

9 =arl. ( sen. = x) , esla espresion se convierte (®) en

(*) Haciendo 9 =arec. (sen.—=x) 6 = sen. 9, la espresion

1y 1-a*

y=—c— 2. arl.(lang.— —— ) se convierle en

39 1+4cos. 0
Yy =c¢—2arc. (tang, = — ——) —
sen. P
1 1
14cos.”— 9 — sen.?* — @
2 2
¢ — 2 are. (tang. )=
1 1
2sen, — pcos, — @
2 2i 3
_ ]
2¢0s.” — @
2
¢ — 2are. ( tang. = )=
1 1
2 sen. — @ cos. — @
o 2
i
cos. — @
2
¢ —2arl. (lang. = —————— ) =1¢— 2arc.( lang. =-
A
sen. — ¢
2
1 |

colhi3P)=c—2(—7m— —@)=C — 74 ¢
) (2 5 ) =

6 por 1ltimo, ‘éo‘mpréﬁﬂiondo la 7 en la constante
y=c- ¢, que ponicndo por ¢ su valor, esy =—¢ + are.
(sen. — =) como antes,



~$i—
| 4 cos. ¢
y == c-2 art. (lang, ———)==C —
sen. ©
1

cos, — P

2 are. (tang, = —1 = C -+ ¢, que es el mismo resul-

sen. — @
2

tado de antes.
Asi mismo la segunda férmula del nimero 14, da

y=c—2 arc.( lang. —_-’/ 1-z ) , que es lo mismo que (*)
i1+
-2

14

y=e —arc{ tang.=—————— = C — are, (tang.-_—

2y

Ve m.)
- »
y haciendo como antes ¢ = arc. (sen. = x)

cos. ¢
y=c¢ — arc. (lang. =

) = ¢ —are. (tang. —col.9) =e¢
gen. @

— (3 = — 9) = ¢ |+ ¢ como siempre.
17. Conviene observar que lambien se podria deducir la
: dx

por medio de
i-2

integral de la funcion diferencial d y —

2 tang. a
(*) Recuérdese que tang. 2 ¢ = ———o—

1 —tangta
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la formula del namero 15, haciendoenellaa=1,b =0, ¢c=

— 4: aplicando dicha férmula bajo este supuesto, se tiene
la espresion imaginaria

4 ——- —_—
y=c¢4— J(m A +|_//'l—a::')
V-1
18. Haremos notar todavia que podra acase parecer mas
sencilla la integracion de la diferencial
dz
- VvV a4 baca

no empleando ya ninguna de las transformaciones del nimero

14, si no refiriendo inmediatamente la diferencial propuesta a
dt

la espresion e Siguiendo este método se tendri

dy

dz dzx
= l/"__r?_"'z |/ b b 7
a a 2 2
— S i -! L3 — _——_$'_-_
Ve c+cmx Ve c+4c? ( ir)
dx
Va bt
do. 251 itz
4
Y , que tiene por integral
'/cP/ o Ve
A Ry
2¢
1
a b*
Vot —-
b 4.0



) -

b
w.,_.._...._
A 2.c
y=c¢ - " _ arc. R T = o bien
: [ e VvV oa b
¢ 4 ¢t
1 Sopm—— b
=c¢ -+ _arc.(fsen.—= "
Ve ( V & act b‘)

Esta nueva espresion lampoco se diferencia de la que hemos
hallado en el nimero 14 sino en el valor de la constanle arbi-
traria.

Del mismo modo se podria reducir la diferencial

dx dt
4 la forma ~ , cuya integral he-

Vv a+ba+ca? Vs U
mos dado en el nimero 15; pero no obtendriamos por este

medio un resultado mas sencillo que la férmula del nime-
ro 13.

LECCION 4.°

Binomias.

19. Se trata de integrar las diferenciales

binomias eom-
prendidas en la general

Kem@a4b 2P a2
siende m, n p positivas, negalivas, enteras ¢ fraccionarias.
En primer lugar, si p es nimero entero, desenvolviendo
el binomio resullard una espresion compuesta de niimero fini-
to de monomios, y por ello capaz de integracion exacla; de
modo que unicamente siendo p fraccionario hay dificultad e



Jou ),

la integracion, Yeamos en general lo que sucede, suponiendo
para ello

z==la- ba"

Despejando @ primeramente, elévese el resultado 4 la po-
tencia m -~ 1 y diferenciando despues hallaremos

m -1
1
3 e (z—a) n
@r== _—)?l’dex_( m+1 )

Por sustitucion de eslas espresiones, la general se (rans-
forma en

m - 1 i
(z —a) gt v eIk P

m-4-1

n

K

nb

m -+ 1

n

(z —a)

si es numero entero, desplegando el binomio

m 4 1

— 1 saldrin monomios todos sus términos; y

multiplicandolos por z P4 2 se hardn integrables por'la regla
de polencias, aunque p sea fraccionario. Luego, serd la di-
ferencial integrable, siempre que el esponente de x fuera del
binomio aumentado con la umdad sea divisible por el de x
dentro del binomio.

Aunque por la simplicidad del calculo se ha supuesto a —
b o™ = z, en la practica'se hace igual & zb, siendo entonces

1

en la propuesta p-='-.; , pues de este modo en el resultado an-
]



tevior desaparece la irracionalidad de los monomios, y es mas
comoda su integracion,

Para examinar otro caso dividase el factor (@ 4 b av)r de
la espresion general por 7P, y multiplicando por « *?; resultara

Kam (a4 ba")Pde=Kam-4np(bt+az-—0)Pda
m-+np-+41

n

que segun el teorema precedente serd racional, si

m -1 i
0 su igual ——— - p es entero. Luego tambien seré integra-
n

ble una diferencial binomia, cuando el cociente espresado en

el teorema anterior, aumenlado con p, sea numero entero.
Cuando se da, pues, una espresion binomia, se hace desde

luego el reconocimiento sencillo de si p es numero entero; y

m A
en caso e no serlo, si ——— se halla en esle caso; y cuan-

%
m -+ 1
do no, 4 lo menos la fraccion ——— -~ p; y despues de di-
n

cho reconocimiento se procede a la transformacion correspon-
diente segun lo observado. Para ensayo proponemos los dos
ejemplos que siguen: |

1. En la espresion S[23dax(a} ba$)*]
es p numero enlero; y desenvolyiendo el binomio, la propuesta
equivale a

1 1 1
Sa*z-dx4S2aba-da++Sbaz-dazx
5 6 5

2. En esta otra espresion que proponemos

—9 iy
z dz(a4 x3) -
S 3
m - 1
es p fraccionario, y ademas resulta e = — % : pero
1
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m A
—_ = —2
n

Visto que pertenece al tercer caso, preparese para la inte-
gracion siguiendo la marcha que esta determinada: se multi-

; als i - .
plica y divide primeramente por (#°) 3 que aqui es el factor

znp de la analisis general y resultara la equivalente & la pro-
puesta

X-Tda(l+ax=33
Suponiendo en esta 1 + a @ —3 = 23, por ser 3 el deno-

minador de p = — £, se halla

x:(ji;z)—‘}

Despejada ya a, elévese & la potencia — 6 que es aqui el
valor de m 4 n p 4 1, y diferenciando despues hay la igualdad

1
¥ —Tdy=—=———-(33—1)22dz
ul
sustituyendo por @ — 3 y  —7 d « sus equivalentes, viene
B 1
Se—Tdao (1 4+ax—3) —=8S—e—e (| —=z—3)dzs=
3 a’

— —-(z4 %2z —2) 4 const.

a a
y si en la integral hallada se sustituye (1 4- a z —3) % por z,
reemplazando tambien el primer miembro con su equivalente
funcion propuesta, se tendra
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5 d3a*4+2a
Sz—2dx (a4 a') 5= const. —-

20 @y [(@+a))

20. Cuando despues de hacer los reconocimientos se vea
que no pertenece la espresion & algunos de los tres casos, hay
que recurrir al medio de que la integral dependa de otra mas
simple, segun el método de integracion por partes.

1.6% cas0...... M, positivo.

P | mo— -1 r
Samrdx (a4 bax) =—;Sw X (a4 bar) ¥
n
n—1 1 m—mn-1 P41
nbx de———x (a0 )
nb(P 4+ 1)
m—n 41 m —n P41
—_——— S= dx (a4 ba) -
nb(p+1)
1 — 1 P41 —
wm n+ (a_!__ bfb‘“) + —:ﬂx
nb(p+1) nb(p+1)
m-—n P 1 m—n—4-1
Sx de(a+ba") (at+bar)=—— 3
nb(p-1)
Faslst a(m— 1 — P
(a - 1am) — _.(ji......"_-i_‘_._) Smm ﬂdw(a+bmﬂ)
nb(p+1)
(m —n 1) P

I, n
H(P—[-i)_ da (a4 bar)

y reduciendo, la dltima integral con la del primer miembro y
despejando resulta



=
8§ am ffx(a+bwn)P:m”"*’“{_+1 (@4 ban)P+1
b (m <41+ np)

a(m-—n-1) m—n P
—_— Sz dz(abar) ... (1)
b(m4 A 4 np) :

2.° caS0...s . M, Negalivo.

Despejando la formulas ((1)) 1a integral del segundo miem-
bro resulta

— 5 P — 1 n\ P -1
e nda:(a—l—bw“) _am n+1(a b gn)PH1)
a(m—n-1)
b(m-+1-4np) P

- Savdax (a4 ban)
a(m—n-41) ;

y cambiando m, en m -~ n tendremos la férmula para el caso
de ser m negalivo

— P —m = oy P41

. mdm(u—l—-bw“] ot B 4 (a4 b 2) o
a(m —1)

ok e N0y AR o P 2, O

a(m—1)
6 lo que es lo mismo
= (a4 ba")Pdx = _(a+bmn)P+‘l:(ﬂp+n—-m+l)
xm aim —1)am—1 a(m—1)
(a 4+ b2") d e
S

.xm_'ﬂ,

sl
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3.5 €a804 4 4.+« P posilivo.

En este caso conviene que p disminuya sin alterar m con
cuyo objeto se dispone la integral del modo siguiente:

P P—1
Sandx(a4bar) =Sa22dz(a- bav) (a4-b an)=
2= m - n P-1
aSa™dax(ait b FbSx dx(a-4-b an)

Sustituyendo en la formula ((1)) por m, m - n y por p,,
p— 1 resulta

m - n P~ :p'-»ié';’l(a-]-bx“)P
Sa dx(a-+ bam) = -
b(m +1+np)
a (m-+1) P— 1

- Savndx(a-4bav)
b \(m-[—l—f—ﬂp

é introduciendo este valor es el segundo miembro de la inte-
gral propuesta, resulta :

p P—1
Samda(atbar) —aSamdzx(a4 bar) +

sm+1(a4ban) P a(m-41) m P_1
= S d n
m+ 1 +np T b e

en la que reduciendo se obtiene el valor

d®+1(afbayp, anp

P
Sandx(at ba) = X
mdtl4np mtltnp

P—1
Sam dz (a 4 b av) e i)

£.* caso...... p, negalivo.

Despejando en la formula ((3)) la integral del 2.° miembro
resulta
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ab 4l el | uy P
Samdx (a4 bav) — xm—l_ i i i

anp
m414+np r
e Samdax (atbzr)

anp
en la que cambiando p,, en — p 4 1, dé por resultado

== m 1 rin i i
S g pigo g et o (8 J M@ BT

an(p—1)
m-41 —np4n — P41
Samdax (a4 b av)
an{p—1) ., e -
4 lo que es lo mismo
amd xm 1
S ——e - -—-——_——-—;'———- —t—

@+ banr  an(p—1)(a-+ban)P—1

m4-l—np+n. am d x

an(p—1) (a —|—_£'mﬂj'?’ =4

21.  Las cuatro formulas ((1}), ((2)), {((3))y ((4)), conducen
. , 1
a la integral de una espresion binomia K @™ (a4 + b2") d x,
por medio de una série de operaciones que resultan de some-
ter sucesivamente aellas la integral indicada, que viene por
término ltimo de cada opdracion. La formula ((1)) conduce &
una serie en cuyos términos el exponente de @ fucra del hino-
mio va decreciendo: y en la ((2)) decrece el expounente p del
binomio. Lo contrario: sucede en la ((3)) y ((4)) siendo dliles
por esta razon para integrar diferenciales binomias, en que es
negativo uno de los expanenles m o p.

Las férmulas que dejamos establecidas {l(']an de ser apll»-
|l
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cables soloen el caso en que m 4 n p -1 sea cero, pero en-
tonces la espresion
Kam (a4 bx® )P dx csta comprendida en el caso de ser

m 4 1
~——— -} p nimero entero pues que de m +np 4 1 =0
i

m -+ 1

n

viene

+p=0

Si aplicamos a las dos espresiones que se van a proponer
la formula ((1)) tendremos

am d x amd /(1) m-1 awm2dx
—— T — "
V' (1-2*) m m Vv (1-2%
a® d x oW1y (2 == 1)
8§ e e
W (a0 ==1) m -
m-1 z™%ay
S siuiiei i)

m (@ 1)

Haciendo fo mismo con las integrales indicadas en los ul-
limos términos de estas eeuaciones, vendremos por fin & que
las integrales propuestas dependan de

xda xda
S 5 —— cuanda m es impar
V(l-x’) x/ (@* == 1)
dx dax

SN0y 6 § ———————, cuando m sea par,
V(1 —2a) V(2 ==1)
pues el esponente m de @ deerece de dos en dos unidades. Es-

tas finales estan comprendidas en las reglas de la leceion pre-
cedente.
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Tambien por medio de la férmula ((3)) se halla

dzx vV (1 —z?)
s = —
amy/ (A —a?) (m —1)xm=1
m— 2 dz
S als oia ()
m— 1 am-2/(§ —x*

Cambiando m en m — 2, se tendra por la férmula ((h)) el
equivalente de la integral indicada en su dltimo término, y la
sucesion de operaciones nos conducira por fin hasta s¢ final
uno U otro de los términos

dx
S —————, 5im es par
V(1=
dx
S ——————— | sim es impar

zy (1 —a?
euyas integrales por las reglas dadas seran
dx

S__.___.._.__.
oo V(A —27)

dax i -
5___,=w&¢( i'i‘;z)

x

= ang. (sen. =)

LECCION 5.2

Esponenciales y logaritmica.

22. Cuando las diferenciales de esta elase no son’ int’e"g"i-h-
bles por las reglas de la primera leecion, el caleulador se di-
rige a transformarlas en algébricas, Empezando por las espo-
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nenciales, propénemos una'de H formula 0%
[(@%)yd s
en que d x tiene por coeficiente cualquiera funcion de a®. Su-
pongase az == u, y serd
lu du
[@)=fu; 0 =— ]doe ="—-=
_ la ula
De este modo la propuesta se transforma segun se  muni-
fiesta en
i fudu
Sf(as) do=—5 ——0
la u
¥ por tanto, sabemos que toda funcion del una espomencial
a* multiplieada por la diferencial del esponente, se transfor-
ma en algébrica, por la suposicion a* — u,
Otra regla de integracion se deduce de la diferencial

dfx
d(t'"’fm)me@ d:r(fa:—|——-)
T

en (ue representa ¢ la base de los logaritmos neperianos;
pues, integrando sale
- ' N dfx
he“dw(fex—k-—- e® [y
d x
y de aqui emana la siguiente regla. Cuando una espresion
compuesta de dos factores, de los que uno sea esponencial
afectado de la diferencial de su esponente, y el otro conste
de dos partes, de las que una sea derivada de la otra; la in-
tegral es el producto de la esponencial por la [uncion primi-
tiva del segundo factor. Conforme & esto:serd

Srevdz(ax +2ax+b)=(az" + b)e* 4 const.
"'Si la espresion esponencial no esta incluida en las dos
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que anteceden, se integra por partes, asi por ejemplo, supues-
ta v funcion algébrica de @ serd
_ v aZ 1
Sva*deg=— — —-Savdv;
la la

y como d v debe contener menor polencia de , que v en la
propuesta, serii mas simple que ella la int=gral indicada del
ultimo término; por lo enal, integrando este por partes y si-
guiendo en adelante llegaremos & ua  término final integrable:

Por ejemplo, siendo v = " la funcion v del caso mas ge-
neral que se ha discutido, sale

a® xn n
Sanatdoe = —-—= — -=Sazzgn-ld x
la la

Esta formula es propia para la integracion de la propuesta
cuando n sea entero positivo; pues el método mismo .aplicado
sucesivamente a la integral no efectuada, condueira & un tér-
mino en (ue no exista & y que por tanto sea integrable por
la regla de las espononciales.

Pero si n fucra negativa, convendrd hacer la integracion
por partes de modo que crezea el esponente de @ en las ope-
raciones sucesivas, como

ard ar la a*dz
(4 il S —— e + e T S i
Sup %5 (n-1) zn1  n-A xn-1,

Aplicando la misma regla a la integral indicada que resta
se debe Hegar & un término en (que'el esponente de x sea la

X
a“dx
unidad como § —————— ., Esta integral se tendra desenvol-
x
a’
viendo en serie ——- por la forma de Maclaurin, multiplican-
T
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do el resunltado por d @ ; ¢ integrando despues que esté asi
preparada. Las formus de la sevie é integral son

a®dax za, (la)? (la)s
e il e — 4 — x 4 m’-l—...)dx;
- 2.3
a“"aa: z*(la)?
ol gL o g le
y shuoilpai Ty .2 :

Este método de'preparar una diferencial descomponiéndola
enimuchas partes integrables, se emplea con frecuencla en
loda elase de funciones.

Si fuese n fraccionario en la esponencial de que se (rata,
el término ultimo contendra & elevada 4 un esponente cuyo
valor se hallard entre cero y la unidad positiva ¢ negativa.
En tal caso, se hard el desarrollo. y multiplicando despues los
términos de este por d x, la suma de sus integrales, serd la
del término final espresado.

25.  La funcion logaritmica v d & (L2 )" en que v es fun-
cion algébrica de z, se integra por partes & fin de hallar

Svda(la)n=(lz)>Svda —

dx
nS[(lx)n-l

Sv dz |
x
y como se supone conocido Svda por las reglas dadas, la
integracion-de la propuesta—dependera de otra semejante &
ella que es et altimo término; y la forma de esté indica que
al fin se ha de Hegar & uno afectado de (La)® cuando n sea
enlero positive, Suponiendo por cjemplo v==a ™, serd
m 1
i

CSEw(le)n dye=

‘ n
o g
n

m -1

S(la)otgmda
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Mas cuando n sea entero negalivo, la descomposicion. de

factores; para integrar ha de hacerse de otro modo, su,guu ma-
nifiesta la ecuacion

dx i
v(lz)" dx=ve(lz)n 3
T
dx ({:r,)"**"
y por ser S (lz)n — ———————, lendremos la for-
® T n1
mula '
v —n -+ 1
Sz (1) 1"dr'="— (lz) -~
n—4
1 —n+1 ' ;
—— S(la) d(va) L

n—1

Facil es conocer que del procedimiento resultara un tér-
mino final, & que no pueda-ser aplicada la misma férmula
de integracion; y para que todo lo de esle;caso se haga mas
visible, nos referiremos & un ejemplo. Sea v — xm en la espre-

sion geoeral; y segun ella tendremos | q .af
m 1
r M .dx @
ho o T e I el ST e e £ ke
(la)n (n —4)(lx)n—1 ]
m 1 _ &m,, .,
————— S Cmee . e "_—_l— —r (£ i
n—1 S 85 ol
vy L&y o
El método conducira al término final § ——————; y para
lx
m — 1 :
su inlegracion supongase @ =z de donde = ~ '
é =z L 1 Q0
(M) la=lz, yde aquid@w== s Ladlferencm

m -+ 1
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dz
de esta ultima ecuacion se reduce a z ™ d » = ——— |, cuyo
m 1
segundo miemhro se ha de sustituir por 2 ™ d z , asi como el
de la anterior por [ 2 en la espresion del término final que
se trata de integrar; y haciendo despues !z = u se liene
zm dzx dz e*du
k) =S =8
lz lz %

integral que se halla desenvolviendo en serie e® como ya se
sabe.

Cuando n es fraccionario, los procedimientos conducen al
término final en que ¢l esponente de [ & se hallara entre 0y
la unidad positiva 6 negativa; y la mlvgml de dicho término
final se obtendrd tambien por serie.

LECCION 6.2

Funciones circulares.

24. Pasemos & las funciones circulares no comprendidas
en la primera leccion.

Cuando estan afectadas del angulo funcion, con facilidad
se consigue que esta desaparezea; porque su diferencial es can-
tidad algébrica, ¢é integrando por partes de modo que en la
primera operacion sca constanle el angulo, resultard una fun-
cion sin él; como por ejemplo sucede en

Svdzang. (sen. =) = ang. ( sen. _-.9:) vdx—
Sdx Svdax

Vil —a*)
Libre ya la propuesta de la dificultad principal, su integra-

cion depende de las indicadas que hay en ella, pmcncnhles
por medios que se conocen.




Del mismo modo se hallan las integrales de
vdxang. (cos.=z)yvdaang. (tang. = z)

teniendo presente las diferenciales ( 34 ) de ang. (cos. =) y
ang. (tang. = x) pues la integracion por partes conduce 4 los
resullados

Svdaang. (cos. =2 ) = ang. (cos. =x)Svd 2+
dxSvdzx

Vit—a?)

Svdxang. (lang. = x)=ang. (lang. —z)Svdx —
daSvda

S

o
1 +~a*

Tanto en eslos dos casos como en el primero, vemos que
la cuestion se ha converlido en la de integrar funciones algé -
bricas, con tal que S v d = fuera de esta naturaleza.

17. Guando la linea trigonométrica es funcion del arco, en-
tre las muchas funciones diferenciales de esta naturaleza que
pueden presentarse para la integracion, merece particular
alencion por las diferentes espresiones formulares que de ella
se deducen; la de la forma

v==Sdzx, sen. ™ x cos. " x

la cual, no puede ser integrada desde luego en forma finita,
siendo preciso valerse del medio de hacerla depender de otra
mas simple; bien reduciéndola 4 la forma de inlegrales bino-
mias, ¢ bien aplicandola directamente la teoria de la integra—
cion por partes.

Para integrarla por el primer medio bastara simplemente
hacer sen.z =z, 4 que se sigue cos. x =}/ | —z*

dz
d = ———— , y por lo tanto
o 5 e
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n—1

Sdx. sen.® g, c08." x=Sdz.z2% (1 —2") 2

la eual, siendo n nimero impar, serd racional y desarrollan-
do’ el binomio, 'se hallardn las integrales parciales por la
regla sencillla de potencias. En el caso de no ser n numero
impar, serd preciso recurrir & las férmulas de reduccion de las
integrales binomias, escogiendo de ellas, la que corresponda
a los valores y signos de los esponentes m y n, pero el siguien-
te método de integracion por parles, conduce mas direcla-
mente al resullado, razon, por la que le emplearemos com
preferencia para deducir la espresion de la integral propuesta
y las de otras que de ellas se derivan. A este fin, distinguire-
mos todos los casos que pueden ocurrir, dependientes de la
naturaleza y valor de los esponentes m y n.

§.° Siendo m posilivo y queriendo que desminuya sin'que
n altere, dispdngase la integral propuesta bajo la forma

v==Ssen. ™! & (cos.? z sen, 2 d z )

de donde
| n—1 n+1
seti. X €os. x
v == — o n
n+1
m — 1 m— 2 n -+ 2
Sdax sen. T o8, T
n—+1

é lo que es lo mismo

m—1 n—+41
Sen. I COos. x
P == — VY

n-+1

m— 1
——— Sdwxsen. m2xcos. v (1 —sen.*x) ==

n-41
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m—{ n--1
sen. & C0§. @ m—1
—— = Sdxsenm—2 geos. "y —
n-+ 1 n-+1
m—1
vy despejando v
n -1
m— n+1
sen. & oS, x
ve=8Sdxsen. ™ xcos. 0 x = — =
m-+n

m—1
S.dizsen. M8 0 008 D Bty s.anscbasasess (1)

m-+n

2. En el caso de ser n positivo y de quererse que dismi-
nuya este esponente sin aumentar m se dispondra dicha espre-
sion en la forma: -

v=S5cos.n-1 x(sen. ™ x cos.x d x)

la que integrada del_mismo modo que la anterior, da por
resultado ¢

m-+1 n—1
sen, X cos. x
ve=S8dxsen. ™z cos. " x = -1
m-+n
n—i1
S.dx sen: "2 008, T2 XL 4onneomdn P o v wrvevree(D)
Mm-+n

3.° Si el esponente m fuera negalivo, despejando en la for—
mula ((1)) la integral del segundo miembro resulia.

m—1 n--1
' sen. T CoS. @
Sdaxsen. m=2 gz cos, 1" x—

+
m—A

m-n

m—1

S daxsen.™x cos. " xy cambiando m en — m - 2
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resulta
n n—41
cos. ax LOs, x
S—mdx = —
sen. ™ (m—1) sen. m—1 5
m—n — 2 cos. 0 @
— b‘dw-————.-......--.-..-..--. (5)
m—1 . sen. m—2 gz

4.° Si el esponente n fuese negalivo, despejando en la [0r-
mula ( 2 ) laintegral del segundo miembro resulla

m—-1 n—1
$ehe I cos. r
Sdxsen: ® @ cose V2 & = — S
_ n— |
m-n ?
——— Sd xgen. ®zeos. 0 .
n—1
y cambiando »# en — n -4 2 resulla
m -1
sen. Bz sen. a
Sdax —_ -
cos. " & (n—1)cos. 012
m—n-4 2 sen. ™ x
de-——..."-..---a....-.-..(&)
n—1i ¢os. "—2 '

5.0 'Si en la espresion de donde se dedujo la férmula
((3)) se sustituye por n, — m resulta y

sen, m—2 p sen, m—2 g 1
Sde—————— =8dax )( —
cos. M gz cos. "—2 g c0s. ' x
sen. =1 o

Sdatang. m=2 x (1 4 tang. * =) = -
(m—1)cog.m -1 o
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sen, m—1 g
Sdaztang. -2z -+ S d x tang. n x = ea
(m—1)cos. m—1 5

tang, m—1 g
S it - —— de donde

m—1
: tang. m—1 x
Sdztang. mp = — Sd x tang. m=2 z,(5)
m—1

6.° Por tdltimo, si en la ecuacion que produjo la férmula
((4)) se suslituye por m, - n,, resulta, siguiendo el mismo
procedimiento que en el caso anterior.

Sdzecot. "2z (1 4col.* x)=Sdzcot. "2 x

col. 1—2 g
Sdx.col.n g=— ——y porlo tanto
n—1
cot. n—2 x
Sdxeol.n g=— — S8dxcot.n-2x .., (6)
n—I1

Recopilando las seis formulas halladas, y ademas las que
de ellas se deducen, haciendo respectivamente nulos los es-
ponentes m y n resulta el siguiente cuadro

M POSIIVO evr.vsnsnssonece SAZ SER.M 2 cOS. 1 &= —
m—1 n—+1

sen. x cos. x m—1
+ ——8d xsen.m—2x cos, n z., (1)

m-n m--n

N POSItIVO.ssesoers svecoconane, SALIN™ L 08 0 @ =

m--1 n—1
sen. & COoS. x m—1
- Sdasen.™xcos. "2 .., (2)
m-n m-n




=4 =

n 41
. cos, 1 3 CO8: x
mnegalivo. ... Sdo ——— = —
sen. ™ g (m—1) sen, m—i
m—n—2 cos, 1 X
— g A A 8 NI e S 1
m—1 sen, W2 g
a m 1
sen. W sen. @
nnegalivo.... . Sdz =
i : ' cos. v x (h—1) cos V-1
m—mn - 2 sen. ™ x
——— e ers W atais ey (AR )
n—1 cos. -2,

tang. W1 g
} Sdxtang. " —= ———— —
m—1

M posilivo
ne=—m

S'd xlang, MAB 34 A oo vieseniaaen(B)

br col, n—1 g
n pnsmvo} % s,
s R deﬁ'.ﬂ‘. €T T_
Sdﬁc‘-‘ﬂlﬁ(ﬂy. n"—"_-_:rv' g.-‘o- --Ip-ooooun--(_ﬁ)
sen. x cos. n—1 x
m=0 -
LY . n ot
nposmvo....} i Anig n +
n—1 G A
————8dxc0s. 222 ...i0nninnnes (1)
n
' } dx i  sen.m
WRREAMS v cos. N (n—A1) cos. n-1
n—2 dx

._____..,.-—S ..-o-:o-o.-o.-(s)

n—1 o8, 1-2
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S ! sen, m-1 x cos. x
i VO .4
m posilivo Sd @ ser.m nae ke
N==0reuuins %
m
m — 1 :
N B DEX oy o'y o w0 s viaw ms D)
m
mnogalivo...] S 4& a4 by goeng
i UL sen. ™ x (n—1) sen. -1y
m — 2 dx
S % .-'.'.I‘ .‘II..I(’O)
m — 1 sen. m-2 gz

Por medio de estas formulas de reduccion, se podrin efec—
tuar las integrales propuestas, haciéndolas depender en niltimo
andlixis de las siguientes; en el concepto de ser enteros los

esponentes m y n.

Sdax= x4 const.

dx
S = [ lang. + )+ const.

€os. T

S cos. & d x = sen. x - consi.

sen. x. _

S — — dax— const, — l.cos. x.
co8. @

S sen. @ d x = — cos. & | const.
cos. x

S ———d x =1 sen, x -}~ const.
sen. @

1
Ssen. x cos. & d @ — — sen. * x 4~ const.
2

dx

S = | tang. & -} const.

sen. & cos. x
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d x 1

S =1 lang. — ¥ -+ const,
2

sen.

de las cuales solo ofrecen alguna dificultad en su inlegracion,
las que se consideran & continuacion

dx
S — Haciendo cos. z= z, y por lotanlo sen, @ ==
sen. x
i o d =z
V1—2",dx =— — . resulla
{—2z2
ad x dz i | B
s =—-S-—-==—Sdz( +2)—
z* - oo o R

sen. x j LSS

—dsz —dz i1-z
%{S- 4u8 2 S =z;(_#__)
142 1 —z) 142z 14-cos. x

y teniendo presente la féemula trigonomélrica tang. * £ & —

1 —cos. 2z
——— sera
1 4 cos. =
dzx
S —— =l tang, % = 4 const.
sen. x

dx
S - Haciendo del mismo modo ,, sen. z —=z ,, & que se

cos.

dz
sigue ¢os, * =}/ 1—z *, de=——— se oblien¢ siguiendo
Vv 1-z?

el mismo procedimiento

dx dz 142 1 tsen.z \ %
S -3 N MR S )

cos. A=z


file:///-/-z
file://-/-cos

i —

y en virtud de la formula de trigonometria

;)-.—__ 1 4 sen. »

tang.* ( } - e

1 — sen. x
d x 7 x
S —  —1 tang. (——]——)—I—canst.
& 2

CoS. T

dx dx (cos. *x -t sen, * o
5 — = S X )::

SE. X COS. & sén. x cus. T

cos. & sen, @

S - dx~+S———dzx=I1sen.x — Lcos. x 4 const, =
sen, @ €05. T :

l tang. x - const.

En el caso de que los esponentes m y n sean fracciona-
rios, las tllimas integrales de que dependerin las propuestas
serin de potencias fraceionarias_del seno y del coseno, y ha-
bri que apelar para su integracion, al método de intlegradion
por series,

Haciendo aplicacion de la formula ((9)) 4 la integral

4 =
t=—Er St sen.'zdx
5 i
resultard { *) 3
5 dislic® B aror
Y o S S S e I
ey 4 2 2 4

(*) Hemos presentado esta sencilla aplicacion, por que el
valor de = espresa el momento de resisteneia a la flexion de un
sélido cuya seccion transversal sea un eirceulo. (Elementos de
artilleria deSenderos, tomo 1.% apéndice al arl. 3.° parrafo 8.°)

¥
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LECCION 7."

Integracion por series.

25. La teoria general de series, y el teorema de Maelaurin,
proporcionan el medio de desenvolver en serie una funcion
por potencias enleras y ascendentes de su variable, y por con-
siguiente, el medio de reducir 4 una sucesion de integrales de
potencias una funcion dada: y asi sucede en cfecto, porque
siendo:

x? x?
F(z)=F(o)+zF'(0)+ ;F" (0)+F1""'(0) +....
.3

la forma general de dicho desarrollo, es evidente que la inte-
gral de una funcion diferencial que lo admita, estard farmula-

da en la espresion
a

"§F(x)dx=c+xp(o)+.:—Ff(a)—|-%pﬂ (0) 4

Al 4

LT
—F" (o) 4 ...
2.3. 4

siendo C la constante adictiva.

Cuando la funcion por incurrir las derivadas en el infinito
al hacer la variable nula, no es desarrollable por potencias
enteras de esta variable, pero si admite el desenvolvimiento
por potencias fraccionarias bien por medio del desarrollo del
binomio de Newton, 6 por enalquiera otro método algébrico;
en esle cuso la cuestion se resuelve del mismo modo, y la fun-
cion se halla sujeta 4 las mismas condiciones en su inlegra—
cion.

Pero ni en uno ni en otro caso la cuestion quedaria re-
suelta, si la serie que produce la integracion no fuese conver-
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gente; pues solo con esta condicion se puede valuar la funcion
primitiva con relacion al valor de su variable. Conviene adver-
tir, que dicha serie serd convergente, siempre que lo sea el
desarrollo de la diferencial que la produzea, por la razon de
aumentar una unidad el esponente de la variable y resultar
dividida por este mismo espouente, la integral de cada (érmino
de dicho desarrollo.

Cuando la operacion de integrar por series una funcion
produce una serie convergente, este método es de muy facil
aplicacion y el mas sencillo & veces que se puede emplear,
para obtener el desenvolvimiento de una funcion por potencias
de su variable,

Tal sucede en las espresiones

1
(4 2)=8Sdo——=Sdax(1—ztr2—adtat. )=
142
2 23 ozt o
B — —
2 3 & 5

1
are. tang. & = Sdox ——— = Sdz (1 —x2 4zt —
14z

a3 x5 27 29

.zﬁ—-l;us....)caa:—— —_t — — — 4 —....
. i 3 9

1 1.3
arcysen. x=Sdx ———=Sdx(l —]-%:c’+-—-—--x4+
] {]}J l/i — &

1:38.8 A i 5+ 3 o= : B TS a™
— =x s i) 9 i LN S35
2.4.6 24- +2.46X7+

sin constantes adictivas, por ser nula la funcion 4 la par que
la variable.
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Cuando por el contrario, la serie no es conyergente, enton-
ces es preciso apelar al medio de hacerla de esta naturaleza
por medio de convenicntes transformaciones que dificultan y
complican bastante la integracion.

LECCION 8.*

Integrales definidas.

26. Supongamos que [ (z) d x sea una diferencial cual-
quiera de la variable 2, y que F (2) sea su integral, esto es
la funcion que liene por diferencial f (x) d @, 6 si se quiere
mas generalidad que o [C + F 2] = [ (2) d =z siendo € una
conslante enteramente arbilraria: la funcion F () se podra
deduacire de la diferencial [ {z) d 2, evando esta sea dada, en
virtwd de alzuno de los métodos espuestos en los articulos que
preceden, Esto supuesto, y subiendo que una funcion cual-
quiera se puede siempre mirar como la suma de un niimero
infinito de valores de su diférencial; la espresion € -+ F (x)
representa en general la suma de un nimero infinito de valo-
res de la diferencial \f (@) o @: mientras la coonstante Ciper-
manezea indeterminada es ignalmente indeterminado el valor
de z desde el cual se ha principiado & tomar esta suma, y
por lo que respecla el valor de @, en el enal la misma suma
concluye, es el mismo que tiene esta variable en la espre-
sion F (x).

. La resolucion de un gran nimero de cuestiones importan-
tes exige eon [recuencia el conocimiento de la suma de un
nimero indefinido de valores de una diferencial propuesta,
pero contada esta suma desde un cierto valora  de 2, desde
el cuul se supone qae se suman unas con olras todas las dife-
renciales sucesivas, hasta otro valor fijo @ . de la misma va-
riable, pasado el cual no se toman ya en cuenta las ‘diferen-
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ciales que siguen: esta suma se espresa analiticamente con
toda generalidad de este modo

St daf(x)

poniendo en la parte inferior del signo S el valor de la varia-
ble, desde el cual se principian a sumar las, diferenciales, y
en la parte superior el valor de la yariable en el cual dicha
suma se termina. Esta espresion es lo que se llama una inte-
gral definida, cuyo nombre significa que la integral ¢ la su-
ma de las diferenciales esta tomada entre limites determina-
dos: x, es el limile inferior y 2, el limite superior de la inte-
gral. Las ‘integrales definidas constiluyen, como veremos
despues, una especie de funciones de un uso ‘muy frecuente
en el analixis.

En contraposicion a las integrales definidas se da tambien
con frecuencia el nombre de integral. indefinida i la espre-
sion € - F (@) de cuya investigacion nos hemos ocupado en
los articulos precedentes, que satisface de la manera mas ge-
neral i la condicion de tener por diferencial & f(x).d x y com-
prender todos flos. valoves de su diferencial contados desde
uno indglenminado, de - @ hasta el arbitrario que se quiera
dar & esta. variable. en  la funeion /2 (a). Ahora bien,
conocida la integral indefinida de una diferencial -propuesia,
se puede; siempre deducir inmediatamente el valor de. una
integral definida de la misma diferencial entre limites cuales-
quiera: en efeclo, sise hace @ =2, ‘en la espresion C—+F (x)»
se lendra € —+ F (ay) gue espresa la suma de los valores de
la diferencial f (#) ¢ @ desde un- eierlo valor indeterminado
de @ hasta el valor @g; y sise hace @ ==aa en la misma espre-
sion, sin variar la ¢oustante e, se tendriv € o= F. (.:c..] que es-
presaral da’ suma, de los ’valm'es de. esta diferencial eontados
desde ¢l niismo (valor indetérminado de &, hasta el valor @,,
duegoila diferepcia entre estas dos espresiones que €8 F (zq)—
F (x,) representara la suma de los valores de la diferencial
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comprendidos entre el que corresponde & x4 y el que corres-
ponde a 2.

Se vé, pues, por todo lo que precede, que la ecuacion
d F ()= [ (x) & = lleva siempre consigo esta otra

S:ﬁdmf(m)-=F(rn)—-F(mo)

es decir, que el valor de la integral definida se halla restando
uno de otro los dos valores que toma la integral indefinida,
cuando en ella se suponen & la variable los valores corres—
pondientes 4 los limites inferior y superior, entre los cuales
se quiere tomar la integral,

27. Resulta de todo esto que es siempre facil obtener el
valor numérico de una integral definida S:: d z [ (x) cuande

se puede espresar en términos finilos 6 en una serie con-
vergente el valor de la funcion F' () cuya diferencial es
d x [ (x). Como esto dllimo no es siempre posible cuando no
se puede conseguir, hay necesidad de caleular el valor numé-
rico de la integral por métodos de aproximacion de que habla-
remos mas adelante. Aun ¢n los casos en que la funcion F ()
se puede obtener bajo una forma finita, suelen ser muchas
veces preferibles los métodos de aproximacion 4 los que con-
ducen directamente a la determinacion de la funcion.

28. Las nociones que preceden se hacen muy sensibles si
se considera & la variable @ como la abscisa y & la funcion
F (x), 6 mejor aun & la [ C - F (x) ] como la ordenada de
una curva: una diferencial cualquiera d [C 4 F (z)]=f () d =
representa enlonces el incremento infinitamente pequeio que
recibe la ordenada cuando se pasa de la abscisa z 4 la inme-
diatamiente ‘proxima @ +'d x: la suma de todos los incremen-
tos que sucesivamente recibe la ordenada desde un cierto valor
@, de 2 hasta otro valor x, es evidentemente igual al esceso
que lleva la ordenada correspondiente al altimo limite 4 la que

corresponde el primero, es decir que es ya— Yo 6 bien
F(xn)“'F(mu) ! ¥
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29. Debe tenerse ademas muy presente que la ecuacion
S dzf(x) = F (x.) — F (z,) puesta anteriormente y en
la que F (x) es tal que d F (z) =d = [ (z) no se verifica en el
caso en que @ 6 ' () se hagan infinitas para un valor de
@, comprendido entre los limites , y @a de la integral defini-
da. En efecto, cuando presentamos las consideraciones, de las
cuales vinimos & inferir que una inlegral cualquiera representa
siempre la suma de un nimero infinito de valores de la dife-
rencial, no podiamos menos de mirar como escluido ¢l caso
en que las funciones de que se trata tomasen valores infinitos.

Cuando se pide el valor de una integral definida
S :: d z [ (x) y sucede que la funcion F' (z) se hace infinita

para un cierto valor @ de x comprendido entre los limites
x,y Za de la integral, no se puede en general obtener el va-
lor que se busea, sino dividiendo la integral en dos partes, de
las cuales la primera acaba, y la segunda principia en el valor
x = a, es decir, considerando separadamente las dos integra-
les definidas

S:odzf(a:) y Sitrdxf (%)

cuya suma dara el valor pedido. Esta suma tendra un valor in-
finilo, si las dos partes son infinitas con el mismo signo, 0 si
solo uno de ellas lo es: tendrd un valor indeterminado, si las
dos partes son infinitas y lienen signos contrarios; y por ulli-
mo tendra un valor determinado y finito, si las dos partes tie-
nen valores finitos.

Analogamente si entre los limites x, y #n hubiese dos va-
lores a y a, para los cuales # (&) se hiciese infinita, entonces
se deberia dividir la integral definida propuesta en tres partes
de este modo

S'x, daf(z) 4 S dof(@) 4 Srdzf(2)

y determinar por separado el valor de cada parte. Del mismo
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modo se procederia, si fuese mayor el nimero de valares in-
termedios que hiciesen infinita & F (z) _ :
30.  De lo dicho resulta que lo mismo es cambiar el signo
a una integral definida que invertir el érden de Ios limites den-
tro de los cuales se considera tomada: asi '

S amr(x)‘:-—.s, daf(z)

Tambien se puedé cambiar'la Saridble & que estd bajo el
signo de integral definida, eon tal que al mismo liempo ¢ va-
rien los limites de tal modo que conserven los misnios valores
absolutos. 8i, por ejemplo, én la espresion anterior se quieré
reemplazar la viariable @ por otra nueva ', “estableciendo en-
tre ambas una cierta relacion =@ (¢) entonces se deberd po-
ner en lugar dz, d 9(t) y en lugar x, y de @.los valores de ¢
que se deduurun re:pcull\'amcnlu de las ecuaciones x, — ‘PU),
Xy =0 (1)

. LEccmN s

Aph'cacion de las integrales definidas d.la determi—
nacion de !as iongzzudes de las curvas y a. la med:caon
de t'as arcas y wlumenes.

!".' Areaw dé 1{:‘5 curms ptanas

51, Consmdwl'arideo DA CurEn; cualqmvra rcfenda A e;es
rectangulares, propongimonos delerminar su ivea esto s, ]gl:,
espacio compirentlido entre ebiqje, la cunya:y dos ordenadas
cualesquieras Seajy == (2) la)ecuacion de;la curva @, y 2,
las abscisas que limilan el area qne se quigre; del,eln,unm. | Y=,
mos que designando por w el drea contada desde un origen,
cualquiera hasta la ordenada uurrespuudwute a la abscisa =,
la diferencial d dicha frea estaba esprésata por

vd ==y dox
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Ahora bien, el area que queremos determinar es la suma de
los infinitos valores que toma la d w, cuando en ella se dan a
x todos los valores comprendidos entre @, y @, ; luego, segun
lo Ji'chq en el articulo anlerior, esta frca estard espresupda por
la integral definida Sr y d 2, entendiéndose que z, y .,

son_en cllas dos nimeros dados que espresan los valores de la
abscisa. correspondientes i las posiciones de Jas dos ordenadas
que terminan el drea. El resultado, pues de la operacion in-
dicada en la cqprceiun analitica anterior serd tambien el nime-
ro determinado que representard el valor de esta drea.

Puede tambien imaginarse que solo séa-dido y fijo el pn-
mer limite @, y el segaudo z. quedeindeterminado yurbitra-
rio; entonces este segundo limite, se representard simplemen-
te por.a, y el resultado de la mlegmuon serd una fiiticion de
2 que significard ¢l area que principia & contarse desde Taor-
denada curreqmndteulv ala abscisa x, y couo[u}v en la orde.
nada correspondicnte 4 una abscisaarbitraria @ indeterminada
x. Espresaudo tambien por u este drea, debemos decir

= ¥y Nizh 2

l;==5:°ydm

32, “Si'la curva propuesta estuviese referida a coordénadas
polares, su ecuacion seria dada bajo In forma r = [ («) siendo
w el dngulo comprendido entre el rdio_vector cuya longitud
representa vy una linea fija. '

El area seria entonces el espacio triangular. camprendido
entre la curva y dos radios vectores que formasen respectiva-
mente con el eje fijo los dngulos e y u; y como hemos visto
que su diferencial es d s = % r* d u se teudri aqui

s'-_—a-&S:nr'du

33 Cuadra‘tura del ecirculo.
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Primer mélodo.

—_—

o Fyler,y=y r'-2" u=S§; dex=S* dzy/ -2

,.a_'zt
Tutegral indefinida Sdz |/ r*-2*'=Sdx Ll
Vri-z*
dz
dz dz'"" —
v*S P— = r's +
V’!"’-.’I}' ‘/l"_':’.b" P/ 1= (__E-) F
—2zdx x 5, 2
Sz2¥ —F————= r? ang, sen. — + Y r'®’ —
2y rizt g r
Sday/ r*-x?y despejando Sd a2/ r* - z* resulta
e gt T 1 il
sdml/f’_m'._—_—— gng' sen___i__ml/r,-x, }‘pnr
2 r 2

consiguiente la integral definida entre los limites &, &, , sera

x s ] L] .r’ Tl xo
S nday ra'=— lang. sen, — — — ang. sen, — —
2 r v

it pgteny Vn}
2

El érea del cuadrante corrgsponde & los limites z, = o
w, == 7 liene por valor

r? ' wrt
— (ang. sen. =1 — ang. sen.= 0)=——v , de donde area
2 4

del circulo e= = ¢ *
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Segundo mélodo.

2 tyt=rty=) . u=Suyda=—

x = : —_—
S x: dz/ r* 2" y haciendo / »* 2* = 2, 4 lo que es.con-
rl
siguiente r'—z’ = {'2, 2" =

, resulta la integral

i1t
indefinida :
= tz* L]
Sda)/ "o =St Xzdr—=—n— — S dit=—
2 2
Iz;/r’-a:‘ r* dt zy -zt o
o L e S = — ~— are,
2 2 144 2 2
Vri-z*
tang.
x

y por lo tanto la integral definida entre los limites z, ,, »,

n
P g R ar o Sy
L]

{

V-;?-?:‘ Vort-z *®
r* (arc. tang. = ———— — arc. tang, —————=) }
m' :0
o " L ar wr?
El area del cuadrante =% 7% ¢ —— = Yy por con-
2 &

siguiente el drea del circule == r*

34. Sea por ejemplo. la elipse referida a sus didmetros ree-
tangulares cuya ecuuacion es



—= =
@ y! b
4 — =1 doy=s—plgT-m? ,..... (figurad.*)

: i a.

z

siendo a y b los semidiametros O Ay o B el drea o B m p es-
tard rﬂu;_gscu_lmlla segun lo dicho (31) por

b . i
s Rin ol 5 W= Sidax a’-2*
a

siendo 'z 1a'abscisa o p. Para obtener el valor de esta integral,

consideremos primero la indefinida Sd 2/ «* - a*. Esta se po-
dria hacer racional; 0 b:en y esto serd mas sencillo, ponerla
bajo la furma

a’*-g3
Sdx -—i- considerada descompuesta en las dos partes
VAl R : :
= bt o . -,__— : e 7 ”—-_,L
Sde——— 4 Sd mw—'-_de las cuales la primera
Va®-z vVai-xz?

ge inlegra inmedialamente segun lo dicho y la wgumlﬂ conside-
rindola como una diferencial binomia, y procediendo semejan-
temente. d lo. que se praclied(33); pero es nicjor'y mas sencillo
iy :
—————— a :
que todo esto suponer |/ .a’~x* = que dd % = —_
B o " . . '!'+lg.,

siendo ¢ una nueva variable, y se tiene

Sd:c;/a ? =Stode=%3tx?*—%Sx?dl,=
a? dt a’
oy e Wi o7 U TS DI
2 e X "

(tang.=t): poniendo por ¢ su-valor

S'df-“/u"’—g":ﬂ—’—*g‘/me_'

3t x? —

= are,



oy sl SordiSate sutia _
ta?arclang = ———) -
2 :

Determinando la integral entre los, limites cerow. 2., - 1.},

5

, s -
Sldrya® z* =%z a?*-2* +%a? — — are.
i p ‘ " 2 visah
s Via sz ] : siidif?
(lange = —————— ) |—=(®) iz a?*-2*® + are.
el Jobusines 4o , . :
z : -]
(sen. = —) |
Fis 3
luego la espresion del area pcdiﬂu serd i
b x all’ “© ASNF Y gy
Y= V a*—g? 4+ — are. (sen. = - )= —— -}
28 uxn$ 2 ; - o o1 ! 25 ¢ ip
ab ;
——Logre. (sen. = -) IR COFE WO M. 15 DI
d . .

(*),, Parp determinar la constante, obser:\'értf'mos_;'qu euan-,
do @ — o ( qfe es el limite inferior) la integral ¢/sea el area
que se busca no existe, lnego, poniendo por & cero en la inte-
gral ‘que dé el calculo deberemos igualai & cero, y despejando

———— g . by~ 2k
C, resulla C =

m
arc, (tang. = o )= — X — . Puesto
(& 15 b & (i P S g g
este valor de ¢ en la integral indefinida, y sacando el factor
a‘ E £ A ] [, "
comun — , resulta la integral definida tomada desde cero has-
19 -';Q- '."nt".- '.:-_ :‘ ’ = ) £ I
ta un valor 2 que queda sin. determinar.
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Como __y_ es el area del tridngulo o m p, se vé que el dren
2 .

. ab z
del sector o' B m esta representada por w;— arc. (sene= —)
a

wab

Haciendo =z = a, resulta , que es el area del cua-

drante eliptico o B 4; luego el drea total de la elipse sera = a b.

35. La ecuacion de Ia p‘lmlmla, (Fig. 2.") conlando las
coordenadas desde el vértice es

y'=2paéy=y2pz;
luego el érea o m p eslard representada por

ﬂ=-|/W S,’dx;/;
. . , =
que eslomismo ‘que u =32/ 2p Xx 5 =3z y:
se ve que el drea o m p es los % del reclanguloo r m p, siendo
or m ¢l lercio restante. ;
36. Cuadratura de la cicloyde

P ::.==r(fq.v---arf:r.t1 w))
u=Svdxs dac—rdw(l-—co: W)
sy 19 u==r[!'—¢os w), :
> g l—ms Likfiariat somennatatlti. 4—-ms.Qw
cos. ) tz'= = 'n 9w, cos? I —
- AN o -

Siivdz=5Su T (1 — cos.0) X rdw(l— cos w) =

P S“" _(1 — cos, w)* dw

Integral indefinida S (1 —cos. w)* d w=Sdw (1 —2 cos. w+
05" W)=Sdw (1 —=2cos. w4 % —%cot. 2 w)=



Sgdw —2S5corwdw —3Scos.2wX2dw=Fw

2sen. w—  sen. 2w - C y por consiguienle:
r’S:; (1 — cos. w)*dw=r" [%(w, —_—w,)—
2 (sen.w, — 1 en w) — F (venl 2w '~ 'sein. 2 )]

siendo w,=o0 y w,= =, resulla,, (ﬁ;._:_ni‘n'-'i.") OB A=
70,04 H=3mr* = tres veeces el area d.1 circulo ge-
nerador. El avea cicloydal esterior O €2 A D M ticne  por va-
lo: OCADH=0CDH —0AH=4mwr* —3mr:=
w1 = drca del circulo generador y- el segmento O C A ==
HDA—OCAB —-0AB=2nr*—3nri=21nr'=
area semicicloydal esterior.

37. Siguiendo el método que acabamos de esponer, sera
posible siempre obtener la espresion del area que encierra un
contorno dado cualquiera-trazado sobre un plano. Sea por
ejemplo Mm,  Nm, (figura &%) el contorno dado referido &
coordenadas rectangulares: designemos por @, ; aalas abscisas
estremas o I, 0 ¢, por x una abscisa cualquicra o p, y por
Y. Y, las ordenadas m | p y m, p correspondientes a la mis-
ma absecisa, z en cada una de las dos ramas de curva que for-
man el contorno: esias ordenadas deben ser dadas en funcion
de @, y es facil comprender por lo que va dicho que el area
M m, Nm, esta espresada por la integral definida

s::d-‘f(y,-—y,)

Si el contorno Mm, N m, es discontinno, y esta com-
puesto de partes distintas cuyas ordenadas no se pueden es-
presar por una misma funcion de la abscisa @, enlonces se
podra dividir tanto el drea propuesta como la integral definida
que espresa su valor'en varias partes que correspondan res-
pectivamente & aquellas porciones _gle‘l contorno respectivo.

. r 4



38.  En‘las eurvas referidas al sistema polar,” la- formula
de las @reas es (32)

u=%8; rndw - -
\ o \

y se propone el signiente ejemplo:

P
Sea ru: S Lcuacion de laespiral de Arquim:deq Sus-
ERERRS 2P
umyendo en'la ecuacion por'du'su espresion mrr-espoudlenle,
i - " A &) e
que a‘qm es d =

d r-vcudr.a asalir para loslimités o yoa
a =

" a
=S5, —rldr=m— .
o oiSeggEon SUf Obolang ,
tercera parte del circulo, del ridio a '

B chiidd ohnh onolanos )

Rechﬁcaclon de !as curvas plmtas.

G0 LB

eHL 2SI -- 0 LU k i Hit bvo 2l v 1 ¥

] 3“'3' "Empleando consideraciones semejantes's las ‘espuestas
en'dl pariafs Gy recordandn que 1a diférencial del arco de
unda curm’-‘p‘?.nm (‘tn a etliac iod referida 4 coutdeuudas rec+
tangulares ds i “= 1 6sV4 esprésada’ por

ds=dz l/| +( ) 'se lendra evidenlemente

para la espresion_general :h- i 1antr:|ud dvl arco de cupva com-
prendido eutre los puntos cuyas : dl.la(:l:ul:: son z, y x la integral
definida.

w
21l 2
5t
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40.  Asi mismo si la curva se ha referido 4 coordenadas

polares, en cuyo ¢aso su ecuacion es r = / (u), la espresion
diferencial de su arco es 3 ey

o rr 1
i s :d u 2 + ' - )
o
y se tendrd por consiguiente la integral definida 05!
2
s— 8! du ":"|“"{“. s
: 3 dw

para la espresion gencval de la longitud del arco de curva
comprendidd entre los puntes correspondientes & los valores
u, u del angulo que determina la direccion del radio vector.
41. Tomemos por ejemplo la elipse referida 4 sus didmetros
" a2 yz !

rectangulares cuya ecuacion es + —— =1, queday =
bx

2

a
—~Ve —®*, § — = — — 0 & € . geendrd
a- dx y ::q‘x_p/al-—-n:z
x b= X
§=2S8, da { I O -
" oar L ar — 3*

o e b &

Sy da

a2 (a.!l — .'.62}
espresion del drea confada desdelel \'é{'lice de la curva _h_nst::
el punto cuya abscisa® es ¢ introduciendo la escentricidad
designada pore 6 lo que es lo mismo, haciendo a* — §* =
a*e’, la espresion anterior se podra escribir asi

. a,__}.,-ela at
S‘ZSK d X —_—
i 4 .
a — X

No es pasible obtener esla integral bajo una forma finita,
pero se la puede desarrollar en série convergente de diversas
2 ”
maneras observando por ejemplo que — es siempre una froc-
' A a '
3]
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cion, se puede suponer # = a cos. Vde donded &, =
—asen. VdV,y serd )il

v i
’="““s%dvl/i-—-e‘cas.’i’;

6 desarrollando el binomio

(4 — ¢° ¢0s." V);'} )

L

T v e* - b
s=a(——V)4a87 dV(—=cos!V43i—cos Vg
2 2 2 4

] ) | & gGE ¥
") s=—aS" dV{1l— —cos’V—%.—cos.® V—
2 2 &
1.3 e°
—— — ¢0s.% V elcy)
2.4 6
separando la integral del primer término
§ = —a Sﬂd V—-aSiV dV(— —cos. 'V —
2 2 2
et 1.8 et
3 —cost V— —— . — . 050 . V—=éte.) =
k 2.4 6
ar v B
—a(Ve—==)—=aST dV(— —cos>V —
2 2 2
et 1.3 &b _
3 .— .08 V= —— . —¢08.5 V— etc)
A 2.4 6

r L e*
mﬂ(;—V)+as%dV(‘;.003.’.V+

o1
o

et 1.

¥ .—.cost V4
&

e

=4 doa.%'V +clc.-)
6

s
S
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1.3 e°, 1.3. 6 ¢®
— —c08.°V 4 — c08.5 V 4-etc. )
2.4 6 2. k.6 8
ahora bien la sélima de las férmulas del nim. 24 aplicada
aqui, da
SdV cos*V=4%sen.Veos. V4-3SdV==%sen. Veos. V4
3V + ¢
§dVcostV = i sen. V cos.3 V +38SdVeostV =
1.3 1.3
sen. Veos. Vp—— V4 ¢!
2. 4

¥ sen. Veos.3 V4

2. 4
S'd V cos.® V=% sen Vcos’ VI 285dVeos* V=

1.5
sen. Vecos.? V4
6 .

zsen. Vcos.5 V

1.3.5 1.5.5
sen. V cos. V4
2. 4. 6 . k.

6
1 % it
SdVecos.®V—=—sen Vecos.ZV4—Sd V cos. 5 ¥ =
8 8

V—|—c"

1 1.7 1.8. 7 .
—sen. V co0s.7 V+——sen. Vcos.5 V4 sen.V cos.3 ¥V
g 6.8 £.6.8

1. 5. 6. 7. L8 B Ry 5
———gsen. Vecos. V4—— V1 ¢ ele.
2. 4. 6. 8. 2. £.6. 8.

cuyas integrales.zomadas desdes ¥ = — hasta V==V son.
¥ 2

vV 1 i =
Sx dVeos.®V=—sen.Veos. V——(——V)
g 2 2 -2

1 1. 3.
dV cost V= I sem, ¥V cos.? F+-§Tse{z.-¥ c0s. V—

Sx
5
3
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V { ;298 REL I X :
Sm dVieos:® Ve=sen.V ¢os_.-""i/+ sen. V.cosa V -
2 6 4. 6. :
$. 5 Ba . DL 451 3By
—sen. Veos,.V — —— (— — V)
2. 4. G. 2.4 By 2 Y
v 1 1.7.
3 w d Veos. 3V_——3en V cos. 7 V 4 —— sen. Vcos.’ V4
£ : 8 6. 8.
5.7 T W e 1.8 5.7,
sen Vcos 3V+——seﬂ Vios. Ve — 2
4.6. 8. 24 .8 2. 4, 6. 8.
7] ¢
(-—-—V)ch:.
2

Si se sﬁponeéc—a y por consiguiente cos. V=1 6 V=o,
la espresion anteriog de ,nos dara la longitud del cuadrante
de elipse, que es (*) .

(") Poniendo én la espleslon de s por cada uno de los
términos que estan bajo el signo integral sus valores hallados

poco ha; teniendo presente que V= o, sen, V=0, cos. V=1
resulla

- T e %\ I..'-i . V2E _184‘ l-3--'”__:_
e S LN BT Re SR R -
2 26 0.5 g« 9 2 & Pody R

4.3, oNWIB.IY 3 8 4 sasin
\ ol W X___ ""—'-‘—‘8‘0
2.4, &Y 2.4.6. 2
T . a® 133“ _1.3". 53 :
2( @ -'2'4-“ ol A e
1.8% - 67, 7 % ; = 5
=) o fptyad atsa e == N %200

2:498.3821

W o o P |

nCrp S T ___,.(.___ :B j'ﬁ".._ﬂ. 1{ C e'- );E,_' i
1 1. 3. b. 1 4. 3. 5 7 " it .
_'(__‘_"—8'; ) 2"'_'_"(-——'-“—‘*"\'84 )s-__“c _._:)
5 2 4.6 7 9 k& 6.8 G
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T @ 1 : i 6.
flp o) = — (o %)= — (L) t-
2 ’l 9 3 2.4 NI 5 2.4,6.
1 13.5.7 £
—( —————ef)tiigpelv v
7 2. %5.6.8.
: : o e
42. La ecuacion de la hipérbola — —
a.ﬂ bl
b dy © b x =

=—yr: —a?,

a dz " a Va*-a

¥y por consiguiente T can)

b's z?

s=8*% d@l/d—[— -
a® x»t=q*
a? bh? - *
S,“l/{ ¥t )5 -a
!{m’__al)-

6 haciendo como'antes a * }-b* —a?e *,
R

e* 2% —at
x | kB
s=8S.dax _—
z*—al®

esta es la espresion de la longitti'd_'_def"nrco de hipérbola con-
tado desde el vértice de la eurva hasta el punto cuya abscisa

es @ ; como aqui es siempre x > a , haremos
N asen.VdV

, con 1o cutl sera d'z =

'Y

24

‘cos. * ¥V

& =

cos. ¥V

s =a I/'/e‘—coc._.,_ _ gt 8

' c0s.*V




T —

v g Sel ,WF}"
ﬂS,‘dV . = . (.)
Yeos 2V .2 e?

cos. ¥V
desarrollando el hinomio (1 .~ ) & sale
c
v 1
s=q s,dz_ l—"—-'-.-"-‘—-cos\‘y""
cos. > ¥, i "
4 " 1.3 ¢ w1y
—_ o e - ¢os..° ¥ — etc.) 0 bien
2 het TTa N\ 2. 4 Ge® i
a . L |
8 =aeltang, V — V—aS'dV(—

cos. 2 V4
s, t2e N OB 243
41 : o B 3

2 53 2 a
= - e*—a*cos.*V
- =" '\a‘”\_\ |
B
’ _: - an._‘:élau 008-37

Aognfih P Tof "hamigfl X i

ziszds Bdsi> g

e ———— . T
lentl ggpirs gl ob o
zoaoisd . n < w atqme

‘I *! “r |!|..;.“ L)
! cosy oV, ns
e ————tas., 2 :
as'av _____I . 7 L bag: * | 5
cos. * ¥ P Fo

9
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.3 i o
- s c l-4 ‘F E‘cl ‘.' T
PWTRY p Fiat G )(‘)__

El valor de los términos de esta serie se hallara por medio
de las espresiones .S d ¥ ;08 d Vicosw? V,, S d V-cosud ¥, etc.
dadas en el niimero anterior y suponiendo 18 constante arbitra-
ria € igual & cero.

! imil s 8 by 200 sl i n
Puede observarse que siendo y = — =z la ecuacion de la
e gl aup sfgibam % B14091

asintota, la distancia del centro’de la'eurva 'al ‘punto ‘de ta

asintota cuya abscisa es z serd .. - | 1 .se8 — )

/a4 b N BE e _

By a'rbali4 e &= — (*'%) Sillamamos r, 4'esta
a cos. V
distancia tendremos = 1 obnsyn
| — sen. V a
r—s=—ae - +—¥
! ) ECOS?P,' : 2?"-. T e

z \:dp e /. L3eAeg " |
aS'adVv —c0s.* V —_— ———c08. ¥V

S R4 Sewr , s e

() Separando la integral de los dos primeros términos y
haciendo la multiplicacion de los del paréntesis por
' ssnnde svsuiios Yab prusindggy’

ERPTTRLE 4
(**) Porque dicha distancia se puede mirar siempre como
hipoteiiusa de un-tridngulo reetangulo cuyos catetosison & ¢y,
yoserd por lo mismo o o o L0 el ;

9
&3 - y"a.-_—a 4 & —— =
\ (i
@ .m' el s oo e ;
o2 a = s
s a b m=—0f=¢ &=
a-l/ ¥ obahes Is ertauy b afl:

B
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Lol
=) €08.%V 4 etc.)
2.4.6 8e”
Dol : I " ;
si'se supone x = —, y por consiguiente ¢cos. V=10,V =
0<
w
— , esta férmula nos dara el limite 4 quien se acerca la dife-
2 , :
rencia r — s, 4 medida que la abscisa x se va haciendo cada
vez mayor: este limite (teniendo presente que la espresion
A —sen. V A —sen® ¥V cos. ¥
= = se re-

cos. V. (1 4sen. V) cos. ¥V 14-sen. V

”
duce 4 0, cuando V — -—) es

13 1\
[’* sGo+s(an)+
153.86 4 2
—( )—[-et(,;
2.45&3 .

Cuxbatura dei voltmen y pianiﬁcacion de la super-
ficie de revolucion.

45.  Dadala’curva en cuya revolacion fueron engendra-
dos el volimen v y la superficie § de que se trata hay que
apropiar al caso las formulas

v=S;my de,S=8; 2=y (da*4dy*)
bl
Para aplicar la primera sea la elipse y * = — (a® — ')
4 a!

la curva que suponemos da vuelta al rededor del eje 4 2 so-



-
bre quién se halla el'eje 2 a de 1a elipse (figura 5.%) recordan-
do que por verificarse la rolacion sobre el eje mayor resulta
elipsoide prolongado y si se verificase sobre el eje ‘menor re-
sultaria elipsoide aplanado. Sustitiiyase, pues, en la férmula
1.* por y*su valor y serd ¢l volimen ¢ parte indefinida del
elipsoide : : '
b* S
ve=nw — g*(a'—2*)de=nb*(o— —-—)
siat 3a*

Si se quiere limitar el wlumen de manera que se obtenga
el del semi elipsoide dara la integral limitada para valor 'de
dicho volumen

2
v=—mwb'a
] 3
y su duplo ¢ elipsoide entero sera’
i
—=nb*a
3

Si hacemos @ = b la elipse pasa a circulo y segun la

espresion’ precedente el volimen de la esfera que tenga el
& '
didmetro 2 a vale ; = a’ y si el diametro de la esfera es 2 b

& '
el volimen vale — = b3 Comparando con el elipsoide vemos

que el volimen de la esfera estd con el del elipscide en la
misma razon que el cuadrado del eje sobre que esta cnnstruidn
la esferatiéne con el otro eje del elipsoide. -
&4, ‘Tratemos de apliear tambien la férmula de las super-
ficies para determinar la del elipsoide y para ello sustitiyase
por ¥ y d y las espresiones que dala ecuacion de la ehpse
Verificado esto y haciendo para simplificar
V (a* — b
== ———
a
10



—g

que es la razon de la eseentricidad al semi-eje mayor se tiene
para cualquiera parte entre los limites 0y @

v Bmibog 3 7 g E2 ¥ DDAGH
S’.='- T *dax | adast o lond
i . S I/( - ® )

Esta integral sin el coeficienle es el area circular Cotl~
prendida entre los mismos limites en conccplo de estar des-

a
crllo ¢l.circulo con el r.’adm — integral que sabemos adquirir

é
¥y Ilamamlula b l.endremns la superficie del elipscide.
2w be
Syt o B
a

Concluiremos aplicando la misma formula de las superfi-
cies 4 la parabola y para ello la ecuacion y* == 2pade Ia
curva nos da

ydy v ytdy?

dax= , de donde d x*=

con la suslitucion. de, este’ l’lltimo valor la férmula referida al
parabololde selé despues de las reducciones
Dimi
S=8V —ydyv(y*+p*)
P

y su resnltado, por:la regla de potencias
Qo

Sm-—-*-[(y -HJ“)” r?]
; 3p
pero supongamos que se trata de averiguar el Area d,el para-
_hqlmﬂe comprendida por la circunferencia que en la revolu-
cion habri deserito la ordenada al focus y como esta tiene
de valor el semi-pardmetro p la integral entre los limites
oy p serf

S Qm (8 3 4
=il a Sl o L S ] i~ T
" [(2p*) * —p3] e (v2—1%)
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TEORIA DE INTEGRACIONES DOBLES.

—e a3 a—
Integrables dobles.

45. El volimen m p’ y superficie m p (figura 6.2) com-
prendidns entre dos planos 4 B’ y D C' paralelos al coordena-
do z v & las respeclivas distancias @ y @+ d 2, y otros
dos np’ y mq' paralelos al z x & los correspondientes vy v +
dv; son el volimen y superficie diferenciales. de segl,mdo
orden de un volitmen 6 superficie enalquiera y tienen pqr es-
presiones formulares las siguientes:

mp'=d*'V=z.dzx.dv mpzd'S-:u

R VAT Rl

siendo s = F (:x:, v) 6 lo que es lo mismo F (x, v, z)=o0 la
ecuacion general de la superficie..Ahora vamos a tratar de
resolver el prablema contrario, de hallar el volum,en 6 super-
ficie prmntn‘l entre limites delerminados, de una diferencial
de segundo érden. Para esto (figura 6.%) supongamos se trata
de hallar el volimen limitado; en sentido del e¢je de las =z,
por dos planos paralelos al z v las distancias g,y #, ; y en
sentido del eje de las »,, por un plano paralelo al z a lirado-
4 la distanciav,, y por un cilindro proyectante arbitrario
F F' D' E' E,, dade por su ecuacion ®, = f(z) que sera
como sabemos la-de su interseccion F’ D' £’ con el plano
x v de proyeccion. El volimen AC'=d:vy la superficie
AC= dx S comprendidos entre el plado z x (6, en general
un plano v, paralelo & este coordenado) y dicho cilindro
proyectante, son iguales & las recpectivas sumas de infinito
nimero de volimenes de diferenciales m p’, y superficies di-




=§¢=
ferenciales m p; y tienen por valores con arreglo al principio
de las integrales definidas, y en atencion & ser constante d a:

= [(=) -

d;V=-S$; zdﬂ-dm=d¢3un Zdv,,

v, = [ (@) T ) P
d',S-——da:S”E dv ! Sy
l/*_l_(dm) +(t£v)

El volimen V y la superficie § comprendidos entre dos
planos paralelos al z v, trazado 4 las distancias z, z, , y los
limites anteriores, serin lambien sumas de los infinitos valores
que ddyV y d dx §lomen enlre estos limites, por lo que ten-
drén los valores

=1(z)
VemSe1 dz 8" zdvS—=
- (P >

v = [(2) dz * dz_*
St1dwS 1 do 1 e Skl y

Es evidente que si el cilindro proyectante que limita la su-
perficie 'y el volimen, fuera dado sobre olro plano coordena-
do'tal como'el @ = por medio de la ecuacion z= [ (), dichas
espresiones recibirian la forma

: # =)

-i'V=1'S$ da S, vdsz,, 8=

o

s de: =f(33) d:l/a| +(dv).=+( d',v)z
5 0 dx dz

En dichas espresiones formulares ((1)), habra que susli-
tuir en cada caso particular por z, y x, las distancias & que
cortan al eje de las 2 los planos paralelos al z v, entre los que
se quiere hallar el voliimen 6 superficic por v, la distancia &

L
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que corta al eje de las v, el plano paralelo al z & que limita en

este sentido dicha superficie 6 volimen: por v, = fz el valor

de la ordenada v, del cilindro proyectante y por z en el voli-
dz dz

men, y por —-, —— en la superficie, sus valores sacados de
dx dv :

la ecuacion que determina la naturaleza de la silpei'f‘cie 6 vo-
limen definido que se quiera hallar. Pasemos para mayor
claridad & hacer aplicacion & algunos ejemplos:

Hallar el volimen del elipsoide de tres ejes. -

3 A

@ v z
46. La ecuacion de este elipsoide es — - — 4+ — —1
ay b o

y como su volimen ¥, queda dividido en echo partes iguales
por los planos coordenados, resultara (figura 7.%)

V=8.BoAc

de snerte, que hallando el valor de esta octava parte, tendre~
mos el del total. A este fin sabemos que dicha parte Bo 4 C
estd limitada en senlido del eje de las z, por los planos z v, y
P C Q, que corresponden a los limites », =0, ; = a : en
sentido del e¢je de las v los limites son el plano z  y el cilin-
dro proyectaute que tiene por base la elipse .4-C, intercesion

S
del elipsoide con el plano z v, cuya ecuaclon es — -} b— =
‘a* .
¥ VSRR R
1; de donde resulta v, =0y v, = fa= —}/  a*— a*, al
. a .

mismo tiempo que la ecuacion del elipsoide di para z el valor

¢ /b * i
z=—§ 7 (— a®-2?) *- v?. Suslituyendo eslos va-
b a

lores en la espresion correspondiente ((1)) resulta BOAC =



c o —/ a —.'c" B
S dz S, d|/ I/(—Va’-m’}’-v‘
Ei& 19 n : f a

Mas como la integral

s_ T 1/ a ‘rx‘ d vV (3——‘/ a:z:_—x?) ? %?U?,- es e\'id(‘.n-
. a i H b | [} .- | a 1

temente la cuad;gmna de un circulo  cuyo radio es
b

— V/ a* -7, definida “éntre el origen v ¢l estrenio del radio
a

gegun'in_c!i_cd"n lps li'mitesd tiene, por valer

5+ya -a.= l/(b,y .

w b2 koot o he
(a'-w’)dedonchOAC— S dx(a®-a®)=
&..’a..! 3 | . A ag P
wbe 2 B e 'I"'
el s a8 = 2L i blel @ y pov lortantoy
';4‘-“12- X 3 T - 2.3
ia o vg el | )

e Wesmi—nb, ¢cgl

-2 (101 5ES] /11 L + UL Js i
Hallar el valor del elipsoide de revolucion
47. La ceusicion del elipsoide de revolucmn que ucne por
B .9 z 29 7Y i e
eje al de lus @ es -+ -+ =1y siguiendo el
D = BN 2 ;2 MY St [ i
a b b i
mismo procedimiento que en el caso anterior se obtendria la
espresion de su volimen; peroen alencion 4 que su ecuacion
solo se diferencia de la del elipsoide de tres ejes en serih —c¢,
es mas sencillo hacer esta modificacion en el yalor de ¥ halla-
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do anteriormente lo que produce V= — w a b? '
~ 3
Hallar el valor del {‘o!ﬁmen de la esfera.
48. Siguiendo la teoria generdl se deduciria de la ecua-
x 2 v?  pigd ol ':-'"' JTERE
cion de la esfera -+ + ==1,el valor de su
\ a 2 I 2 a 2

volimen, pero es mas sencillo en ¢l caso actual y por la ra-
zon espresada enel anterior, hacer a= b =c¢, enla esp"re'siou
del volumen del elipsoide de tres ejes, 6 b = a en la del de re-
volucion, lo que di para el de la esfera; el valor conocido des-

. . 4 -
de geometria V = — = a 3 :
3
Hallar el valor de la superficie de la esfera.
S 2 (59 2
49. La ecuacion delaesfira & 4= 3 5 N__y4
C a*® a8

y de ella se deducen los valores

*dz x
g (Va“-:c )2 —o? = — —
d.-z:_ z

dv & -~
Ademas', haciendo idénlico razonamiento que en la deter-
" minacion del volimen del elipsoide, se obtienen los valares si-
guientes de la supérficie y de sus limites (tigura 8.%)

S—=8xAdocB, e, =0,8;, =@&,8, =0,V =[2=
V a*-z?
y sustituyendo en la férmula (( 1)) correspondiente resulta

V oat-x

AocB=§"d x S,
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aS;d:rS.,

I/(Va=-r')“~v’

la cual puede recibir la forma
v - dv

BagaD- i Vax-ax?

AocB=aS% daS,, .

La integral delinida liene por valor:
dv

Ve —at | Va-z'
s,

ang. sen, == + ¢
V at-2*

y por consiguientd®a espresion anlerior se trasforma en

Ao c‘B-'mf a8ldz ggng. sen. =1 — ang. sen. —o0 ;} =
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