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PRESENTACION Y PROLOGO



La Consejeria de Educacion, mantiene un interés constante por la mejora de los procesos
de ensefianza y aprendizaje, especialmente en el area de Matematicas. Para ello, es
imprescindible aunar ideas, esfuerzos, y suefios de toda la comunidad educativa. Por este
motivo es ya larga y fructifera la relacion con la Asociacion “Miguel de Guzmén”, que
se ha plasmado en un convenio de colaboracion, la creacion del Instituto “Geogebra” de
Castilla y Leon y tiene un espacio en el Grupo Regional para el Establecimiento de
Sinergias en el Ambito de las Matematicas.

A la Asociacion Miguel de Guzman le avalan sus mas de 25 afos de trabajo por la mejora
de la educacion matematica en Castilla y Leon. Todo ello gracias a la motivacion y el
trabajo desinteresado de muchos docentes que iniciaron un camino que ha permitido
celebrar el 9 y 10 de noviembre de 2018 el XIV Congreso Regional de Matematicas de
Castilla y Ledn, cuyas actas se recogen en esta publicacion.

Ademas se contienen aqui las actas de la III Jornada Geogebra de Castilla y Ledn,
organizada por el Instituto Geogebra de Castilla y Ledn, en simbiosis con el XIV
Congreso Regional de Matematicas. El Instituto Geogebra de Castilla y Ledn, nace en
2014 de la iniciativa de profesorado de la Asociacion Miguel de Guzman y el aliento de
la Consejeria de Educacion , con el objetivo de dar formacion y apoyo en el uso didactico
de Geogebra, desarrollar y compartir recursos didacticos e investigar y colaborar con
otros institutos de Geogebra.

Estamos por tanto ante el fruto maduro del trabajo del profesorado de Matematicas de
Castilla y Ledn, que esta disponible para todos los que tenéis la satisfaccion de enseiar
Matematicas, hacer pensar, despertar la imaginacion,... Como dijo Albert Einstein, “/a
imaginacion es mds importante que el conocimiento”.

Adéntrense en las paginas de estas actas, imaginen, piensen, adapten y escojan lo que
necesitan para su aula, para sus alumnos y alumnas, que tienen un rostro concreto, una
historia de aprendizaje propia, y una forma de pensar y entender el mundo.

Y finalmente disponganse a crear su forma de ensefiar, de ser y estar en el aula, de
entender y hacer entender las Matematicas y compartan su experiencia con otros docentes
porque solo sumando podremos mejorar los procesos de ensefianza y aprendizaje.

Fernando Rey Martinez
Consejero de Educacion

Consejeria de Educacion. Junta de Castilla y Leon



En los pasados 9 y 10 de noviembre de 2018, en la ciudad de Leon, se celebraron
conjuntamente el XIV Congreso Regional de Matematicas de Castilla y Leon y la III
Jornada GeoGebra de Castilla y Leon.

El Congreso y la Jornada, abiertos a todo tipo de profesores, contaron con un numero
total de 161 asistentes, de los cuales, un 9% fueron del cuerpo de Maestros, un 12%
profesores de Universidad y un 79% del cuerpo de profesores de Ensefianza Secundaria
y Bachillerato. Participaron también profesores de Administraciones Educativas
diferentes de Castilla y Leon, profesores interinos y profesores jubilados, en un nimero
total de 32.

Habiendo hecho balance de ambas actividades y teniendo en cuenta las encuestas de
valoracion realizadas por los asistentes, se destacan los siguientes items:

1. Aspectos mas positivos:
e Innovacion en clase, uso de aplicaciones y de materiales.
e Geogebra y sus aplicaciones.
e Reflexiones sobre las Matematicas.
2. Lo que se ha echado en falta:
e Mas tiempo y descansos intermedios.
e La posibilidad de hacer trabajos en grupos.
3. Opiniones respecto a la docencia en Matematicas:
e Esuna labor bonita e importante, pero se necesitan cambios.
e Es fundamental renovarse en la metodologia a utilizar.

Los participantes inciden en que el Congreso fue muy interesante y felicitan a la
Organizacion.

Como Presidenta de la Asociacion Castellana y Leonesa de Educacion Matematica
“Miguel de Guzman” quiero transmitir la necesidad de que la Asociacion siga
organizando actividades de este tipo para contribuir a mejorar la ensefianza y el
aprendizaje de las Matemadticas y al mismo tiempo trasmitir a la sociedad que esta
Asociacion de Profesores tiene gran vitalidad y ejerce un papel primordial en la educacion
matematica.

El Congreso Regional y el dia Geogebra han sido una buena muestra del alto nivel
cientifico y didactico de los profesores conferenciantes, ponentes, autores de
comunicaciones y talleres, asi como de los asistentes en general.

Se debe seguir reforzando la presencia de profesores de Primaria y de Universidad en
estas actividades para alcanzar los objetivos de coordinacién y cooperacion con todos los
niveles de ensefnanza.



Agradezco a la Consejeria de Educacion de la Junta de Castilla y Ledn, a la Universidad
de Leon, al Ayuntamiento de Ledn, al Centro Superior de Formacion del Profesorado
JCyL, al Instituto Geogebra de Castilla y Ledn, y a otras entidades colaboradoras, sin
cuya ayuda habria sido imposible la celebracion de estos eventos.

He de destacar a los Comités Organizador y Cientifico del Congreso Regional y del Dia
de Geogebra, asi como a los profesores de la Asociacion Provincial de Ledn, por el
excelente trabajo llevado a cabo, antes, durante y posteriormente a la realizacion de las
acciones realizadas, lo que ha determinado un gran éxito en las mismas.

Esperando que esta publicacion conjunta de la Consejeria de Educacion y de la
Asociacion Castellana y Leonesa de Educacion Matematica “Miguel de Guzman” sirva
de ayuda y referencia al trabajo futuro en las aulas y fuera de ellas, envio, a todos sus
lectores, un cordial saludo.

M? Encarnacion Reyes Iglesias

Presidenta de la Asociacion Castellana y Leonesa
de Educacion Matematica “Miguel de Guzman”



CONFERENCIA INAUGURAL



José Luis Alvarez Garcia

Catedratico de Matematicas de Educacion Secundaria jubilado

Resumen

Palabras clave: GeoGebra, cuadrilateros, investigacion, Matematicas, Secundaria.

PERO, ;QUE ES UN CUADRILATERO?

Cuando iniciaba mi carrera profesional, alla al inicio de la década de los 80 del siglo
pasado, me impactaron mucho algunas lecturas sobre Geometria. Recuerdo, en particular,
lo mucho que tuve que reaprender leyendo “Rompiendo las cadenas de Euclides” de
David Fielker. Y recuerdo también el impacto de un articulo de Denis Crawforth que
llevaba por titulo “Qué es un cuadrilatero”. jCon lo sencillo que me resultaba hasta
entonces definir lo que era un cuadrilatero! Claro, cuando construimos un cuadrilatero
con GeoGebra, utilizando la herramienta Poligono, o también cuando lo construimos con
piezas de mecano, el objeto que obtenemos no tiene la rigidez de un dibujo. Al mover los
vértices (0, en su caso, las piezas de mecano) podemos obtener multiples figuras: surgen
de manera natural cuadrilateros convexos y concavos, pero también los entrelazados,
aquellos que obtenemos cruzando lados. ; También los podemos considerar cuadrilateros?
(Qué es entonces un cuadrilatero? ;Cémo los clasificamos?

PARALELOGRAMOS ASOCIADOS A UN CUADRILATERO

El punto de inicio de nuestras investigaciones serd el Paralelogramo de Varignon: el que
queda determinado por los puntos medios de los lados de un cuadrilatero cualquiera. {Qué
relacion existe entre el area de este paralelogramo y la del cuadrilatero original? ;Qué
relacion tiene el centro de este paralelogramo con el cuadrilatero original? Podemos
descubrirlo con GeoGebra y buscar el por qué de dichas relaciones.

Ahora podemos generalizar lo que hemos hecho: hemos disecado los lados del
cuadrilatero, pero, ;por qué no dividirlo en 3, 4, 5... partes cada lado? ;Qué pasaria si
dividimos cada lado en n partes y unimos entre si los puntos situados a 1/n de cada
vértice?



Nos surge ya una duda de mano, ;cémo interpretamos ese 1/n? ;jPodria ser, por ejemplo,
a 1/n de cada vértice, en un mismo sentido? Pero, ;importaria el sentido? ;O biena 1/n a
partir de dos vértices extremos de una diagonal? ;Y de qué diagonal? GeoGebra es el
marco idoneo para tratar de ir buscando las respuestas a todas estas preguntas.

En su obra “Vitaminas matematicas” cuenta Claudi Alsina cdmo encontrar el centroide
de un cuadrilatero. Mdas concretamente el punto donde estaria ubicado el centro de masa
de un cuadrilatero si suponemos que su masa esté distribuida uniformemente por toda su
superficie. Dicho punto es el centro del Paralelogramo de Wittenbauer asociado a dicho
cuadrilatero, que construimos con GeoGebra. (Es siempre un paralelogramo? ;Qué
relacion hay entre el area de este paralelogramo y la del cuadrilatero inicial? Utilizaremos
GeoGebra para tratar de encontrar la respuesta a las preguntas que nos hemos planteado.

La idea anterior también se puede generalizar, de manera analoga a como lo hemos hecho
en el caso del paralelogramo de Varignon. ;Qué pasaria si en vez de trisecar los lados y
tomar los puntos situados a 1/3 del vértice, dividimos los lados en n partes y tomamos los
puntos situados a 1/n de cada vértice? ;Obtendremos paralelogramos? ;Qué razén hay
entre las dreas de estos cuadrilateros y la del cuadrildtero de partida? ;Cambia dicha razon
cuando modificamos el cuadrilatero inicial? (Y cuando cambiamos el valor de n?
(Podriamos encontrar una formula que nos permita calcular dicha razon en funcion de n?
Con ayuda de GeoGebra iremos buscando respuestas a estas y a otras preguntas analogas
que nos podamos formular.

CUADRILATEROS CICLICOS Y TANGENCIALES

Todos los triangulos pueden inscribirse en una circunferencia: su circunferencia
circunscrita. Pero, ;podemos afirmar lo mismo de los cuadrilateros? Es evidente que no:
tres vértices consecutivos del cuadrilatero, y por tanto tres puntos no alineados, siempre
determinaran una circunferencia, pero el cuarto vértice no tiene por qué pertenecer a la
misma. Llamamos cuadrilétero ciclico al que se puede inscribir en una circunferencia. El
Teorema de Ptolomeo establece que un cuadrilatero es ciclico si y solo si el producto de
sus diagonales es igual a la suma de los productos de sus pares de lados opuestos. Ademas
de la demostracion clésica hay una interesante forma de demostrarlo utilizando
GeoGebra.

En todos los tridngulos se puede inscribir una circunferencia: su circunferencia inscrita.
Pero, (podemos afirmar lo mismo con respecto a los cuadrilateros? Soélo imaginando la
situacion en un rectdngulo somos conscientes de que no. Se llama cuadrilatero tangencial
a un cuadrilatero en el que se puede inscribir una circunferencia. La condicion necesaria
y suficiente para que un cuadrilatero sea tangencial es que las sumas de las longitudes de
los dos pares de lados opuestos deben ser iguales. Este resultado, conocido como Teorema
de Pitot, es muy fécil de demostrar con GeoGebra.

También resulta interesante abordar con GeoGebra dos interesantes propiedades de los
cuadrilateros, relativas a sus bisectrices y a sus areas respectivamente.

Se atribuye a Napoledn un interesante teorema, relativo a los tridngulos: si sobre los lados
de un tridngulo cualquiera construimos tridngulos equilateros, los centros de tales
triangulos determinan siempre un tridngulo equilatero. ;Podremos generalizar este
resultado a los cuadrilateros? Tratando de encontrar la respuesta a esta pregunta descubri
dos interesantes teoremas:



e El Teorema de Van Aubel: en un cuadrilatero convexo los segmentos que unen
los centros de los cuadrados construidos sobre lados opuestos son iguales y
perpendiculares.

e El Teorema de Thebault: en un paralelogramo los centros de los cuadrados
construidos sobre sus lados determinan un cuadrado.

GeoGebra nos permite comprobar ambos teoremas y nos ofrece herramientas para
ayudarnos en la demostracion de los mismos.

CUADRILATERO COMPLETO

Al prolongar cuatro rectas, ninguna de ellas paralela a otra, se forma un cuadrilatero
completo. Asi definido, un cuadrildtero completo posee seis vértices (los puntos donde
las rectas se cortan entre si), cuatro lados (los segmentos que pasando por los vértices
forman el mayor poligono posible) y tres diagonales. Los cuadrilateros completos se
utilizan por sus propiedades en la Geometria Proyectiva y estan relacionados con la
construccion de curvas conicas.

Con GeoGebra podemos comprobar que, en un cuadrilatero completo, los puntos medios
de sus tres diagonales estan alineados. La recta que los une se llama Recta de Newton-
Gauss. También podemos comprobar que estan alineados los ortocentros de los cuatro
triangulos que determinan sus 6 vértices. Se llama Recta de Steiner a la recta que los une.

CENTROS DE UN CUADRILATERO

Los centros del tridngulo constituyen un contenido clésico de la ensefianza de la
Geometria en la Educacion Secundaria. Normalmente se estudian el baricentro, el
ortocentro, el incentro y el circuncentro. Pero no son estos los unicos puntos notables de
un tridngulo. Realmente, ;cudntos puntos podemos considerar centros de un triangulo?
La Enciclopedia de los Centros del Triangulo, conocida por sus iniciales en inglés ETC,
recoge los puntos asociados a un tridngulo con alguna peculiaridad, que investigadores
de todo el mundo van descubriendo. Dia a dia se van afiadiendo nuevos puntos, contando
ya con mas de 25000 puntos registrados.

En el caso de los cuadrilateros no existen analogias con el tridngulo, en lo que respecta a
los centros. En verdad no podemos hablar de circuncentro de un cuadrilatero, por ejemplo,
porque no todos los cuadrildteros son inscribibles en una circunferencia. Aunque si
podemos hablar de cuasi-centros de un cuadrilatero convexo que podemos obtener a partir
de los centros de los tridngulos que las diagonales determinan en el cuadrilatero. Y
ademas tendremos dos formas de hacerlo.

Si tenemos en cuenta que cada diagonal divide al cuadrilatero en dos tridngulos,
obtenemos asi cuatro tridngulos asociados al cuadrildtero. A partir de ellos veamos cémo
podemos obtener los cuasi-centros del cuadrilatero. Lo primero que haremos sera
determinar los centros respectivos (baricentro, ortocentro o circuncentro) de cada par de
triangulos correspondientes a una misma diagonal. A continuacion uniremos entre si por
segmentos los centros de los tridngulos correspondientes a cada diagonal. El punto de
interseccion de ambos segmentos determinard el cuasi-centro correspondiente del
cuadrilatero. Obtenemos de ese modo los denominados primer cuasi-baricentro, primer
cuasi-ortocentro y primer cuasi-circuncentro, respectivamente, del cuadrilatero. Al
primer cuasi-baricentro también se le denomina centroide del cuadrilatero y se



corresponde con el centro de masa del mismo, supuesto que la masa estuviera distribuida
de forma uniforme por su superficie (coincide con el centro del paralelogramo de
Wittenbauer del que hemos hablado anteriormente). Los tres cuasi-centros del
cuadrilatero asi obtenidos estan alineados, como lo estan los puntos de los que se obtienen
en un tridngulo, y determinan la Recta de Euler del cuadrilatero. Sorprendentemente la
razén de distancias entre los cuasi-centros también es la misma que en el caso de los
triangulos.

Pero también podemos observar que en conjunto las dos diagonales del cuadrilatero lo
dividen en cuatro tridngulos, cada uno de ellos determinado por uno de los lados del
cuadrilatero y el punto de interseccion de las diagonales. Hallando los centros respectivos
(baricentro, ortocentro o circuncentro) de los cuatro triangulos y uniendo por segmentos
los centros correspondientes a lados opuestos, el punto de interseccion de ambos
segmentos determina el segundo cuasi-centro del cuadrilatero. Obtenemos asi el segundo
cuasi-baricentro, segundo  cuasi-ortocentro 'y  segundo  cuasi-circuncentro,
respectivamente. Los tres cuasi-centros del cuadrilatero asi obtenidos también estdn
alineados y determinan la segunda Recta de Euler del cuadrilatero. La razon de distancias
entre los segundos cuasi-centros también es la misma que en el caso de los tridngulos.

Resulta mas sorprendente atin comprobar que los respectivos cuasi-baricentros, cuasi-
ortocentros y cuasi-circuncentros determinan 3 rectas concurrentes, siendo el punto de
interseccion de las mismas el punto de corte de las diagonales del cuadrilatero.

EL TESORO DEL ROMBO

Hace algunos afios propusimos a los participantes en la Olimpiada Matematica para
estudiantes de segundo curso de ESO de Asturias el siguiente problema:

“En un desierto, un legendario aventurero cansado y al borde de la muerte ha enterrado
un tesoro. En el plano que ha dejado, solamente esta sefialada una roca y un gran arbol.
También ha anotado que la roca, el arbol y el punto donde esta enterrado el tesoro son
3 vértices de un rombo. Del cuarto veértice solamente sabemos que esta sobre la pista
rectilinea cercana. ;Donde habria que cavar para encontrar el tesoro?”.

A los estudiantes se les entregaba una hoja en la que se habia situado el emplazamiento
de la roca, del arbol y de la pista, respectivamente. Debian resolver el problema sobre la
misma hoja, utilizando regla y compas.

No result6 un problema demasiado dificil (lamentablemente, los problemas de Geometria
resultan muy dificiles, demasiado a menudo) y fueron bastantes los estudiantes que lo
resolvieron. ;Que lo resolvieron? Mas precisamente habria que decir, que encontraron
UNA solucién. Y eso fue precisamente lo que nos hizo reflexionar mucho sobre esto.
Partiendo de la ubicacion de la roca, el arbol y la pista, como se puede ver con GeoGebra,
existen nada menos que cinco posibles soluciones,... pero ninguno de los estudiantes
buscd més de una. En cuanto encontraron una solucion dieron el problema por concluido.
Eso resultaba muy preocupante. ;No serd que nuestros alumnos y alumnas tienen
demasiado asumido que un problema solamente tiene una soluciéon? ;No serd que rara
vez se les insiste en la necesidad de indagar si hay mas soluciones? O, peor aln, que
solamente se les proponen problemas con solucion Unica?

En el Proyecto Gauss se plantea este problema para resolver con GeoGebra. Pero se afiade
algo que le da una perspectiva mucho mads interesante. Una vez resuelto, se ofrece la
posibilidad de cambiar la ubicacion de la roca y del arbol para estudiar nuevamente las



soluciones del problema. ;Coémo tendrian que estar situados para que existan inicamente
4 soluciones? ;Y para que s6lo haya 3 soluciones? ;Podria ocurrir que no hubiera ninguna
solucion? ;Puede haber una sola solucion?

TEOREMA DE LAS ALFOMBRAS

Imagina dos alfombras con las que cubres por completo el suelo de una habitacion.
Mueves una de ellas, de modo que una parte de la misma quede solapada sobre la otra y,
en consecuencia, una parte del suelo destapada. La superficie de suelo que queda ahora
al descubierto es igual a la superficie solapada por las dos alfombras. Este resultado es
conocido como el Teorema de las Alfombras y es un recurso extraordinario para resolver
algunos problemas geométricos.

Con ayuda de GeoGebra recorreremos algunas situaciones con cuadrilateros en las que
tendremos que utilizar el Teorema de las Alfombras para llegar a la solucion.

BIBLIOGRAFIA Y REFERENCIAS WEB
Alsina, C. (2008). Vitaminas matematicas. Ed. Ariel. Barcelona

Encyclopedia of quadri-figures (EQF)
https://chrisvantienhoven.nl/mathematics/encyclopedia

Encyclopedia of triangle centers (ETC)
http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html

Presentacion y materiales complementarios http://www.jupenoma.es/leon2018/leon.html

Proyecto Gauss http://www.jupenoma.es/gauss/index.htm

Para hacer referencia al articulo:



SEGUNDA CONFERENCIA PLENARIA



Manuel Fernando Gonzalez Rodriguez

Catedratico de Escuela Universitaria. Universidad de Leon.

Nivel académico: Primaria, Secundaria y Bachillerato y Universidad.

Resumen

Palabras clave: Algebra, Topologia, Andlisis Matemdtico, Teorema, Limite.

INTRODUCCION

1. Las bases de la Matematica

2. Auditorio y rigor

3. Teoremas

4. Hipdtesis explicitas e implicitas de los teoremas
5. Nombres

6. Sobre el concepto de limite

7. Resultados plausibles

8. El porqué de ciertos resultados

9. Epilogo

DESARROLLO:

En primer lugar, hablaremos de las bases de la Matematica, sefialando que el
Algebra y la Topologia, son las dos “patas” en las que se sustenta el edificio matematico.

El Algebra trata fundamentalmente de los procesos finitos, basados en la
propiedad mas importante que puede tener una ley de composicion interna: la asociativa.
Comentaremos leyes de composicion interna, asociativas y no conmutativas, de
indudable interés. Unas se pueden modificar para ser conmutativas (multiplicacion de
matrices), perdiendo la utilidad, y otras que estructuralmente no pueden ser conmutativas
si se pretende que sean de utilidad para nuestros propositos (multiplicacion de matrices y
derivada de una funcién compuesta).

La Topologia trata del concepto de proximidad, en cierto sentido el concepto de
limite y, por eso, los procesos infinitos. Veremos que el que se pueda “deformar
continuamente” un conjunto para obtener otro conjunto “topolégicamente igual” al de
partida, hace que esté prohibido “cortar” o “pegar” en las deformaciones continuas.



El problema reside en que cuando se “pega” puntos lejanos pasan a estar
proximos, y cuando se “corta” se da el proceso inverso, lo cual “choca frontalmente” con
el concepto de limite.

Una vez sentadas las bases de la Matematica, uno se pregunta ;qué parte de la
Matematica viene a continuacion? Obviamente es el Analisis Matematico.

Una de las primeras apariciones del Analisis Matemadtico se da cuando en un
conjunto tenemos una estructura algebraica, normalmente un espacio vectorial y
afiadimos una topologia derivada de una norma. El estudio de las propiedades de un
espacio vectorial dotado de una norma, ya es totalmente analisis matematico.

La idea final de este apartado seria la siguiente: si el Algebra y la Topologia son
las bases de la Matematica, ;por qué no se les da Topologia, como una asignatura
separada, a estudiantes universitarios, salvo a los matematicos creo? La razon esta en el
poco tiempo que hay para dar toda la materia que tenemos que explicar, por eso se dedica
un tiempo al Algebra como asignatura separada y la Topologia se mete (como se puede)
sobre la marcha, sin indicar donde usamos aspectos topoldgicos. Creo que, a ciertos
niveles, es interesarte mostrar a los alumnos la parte topoldgica que subyace en los topicos
que se estan tratando. Méas adelante volveré sobre esta idea.

En el apartado segundo hablaremos del auditorio y el rigor.

La idea central es que siempre hay que ser riguroso, dentro de lo posible, pero
adaptandonos al nivel del alumnado y, a mi entender, en alglin momento comentarles un
nivel superior de lo que se esté tratando, atin a riesgo de que no se enteren de nada, o casi
nada, en ese momento. Probablemente mas adelante, si les aparece, recordaran las
palabras que les dijimos.

Por ejemplo, creo que es interesante cuando se les habla de la derivada de una
funcién en un punto, comentarles que la afirmacion de que es un nimero es una version
suave, que una version mas general es que es una matriz y que, en realidad, la derivada
es una aplicacion lineal y continua.

En el apartado siguiente dedicado a los teoremas haremos las siguientes
consideraciones.

Todos tenemos la idea de que un teorema es un resultado realmente importante,
que afade algo clave en el desarrollo matematico; pero, a mi entender, no todos los
teoremas son iguales.

Creo que se les debe comentar a los alumnos las diferencias fundamentales entre
unos teoremas y otros.

Hay teoremas “perfectos” que cierran un camino o que dan una soluciéon completa
a un problema matematico. Por ejemplo, el teorema de Pitagoras, el teorema que afirma
que los tres puntos importantes de un triangulo estan alineados, o el que nos dice que un
cuerpo es ordenado si, y sélo si, el -1 no se puede escribir como una suma de cuadrados.

Otros teoremas no cierran totalmente el problema a tratar. El teorema fundamental
del Algebra no remata la cuestion, pues no nos dice una forma para calcular las raices que
existen. En la misma linea, el teorema que afirma de existen infinitos nimeros primos,
no nos da un modo preciso de calcularlos.

Desde otro punto de vista algunos teoremas aparentan ser mucho mejores de lo
que son. La regla de Cramer nos dice cuando un sistema de ecuaciones lineales tiene
solucion y en caso de tenerla como se calcula. Desgraciadamente la férmula para obtener
la solucidn es tedrica y su aplicacion practica tiene muchas dificultades.

Otros teoremas, atn siendo extremadamente importantes, nos ponen limites a lo
que los matematicos podemos hacer, es el caso del teorema de Godel o del teorema que



afirma que no existe para un polinomio de grado mayor o igual que cinco, una féormula
general que nos de las raices.

Para finalizar, otros teoremas afirman todo lo que pueden afirmar, por mas que
nos gustaria que afirmaran mas cosas, tal es el caso del teorema del valor medio vy,
consecuentemente todos los teoremas que en €l estdn basados, como es el caso del
teorema de Taylor.

En el apartado cuarto hacemos notar la importancia de sefialar a los alumnos los
conceptos o hipotesis que aparecen en los enunciados de los teoremas y que no estan
claramente explicitados; normalmente conceptos topoldgicos.

Los dos ejemplos de hipdtesis explicitas e implicitas en teoremas que daremos a
continuacion, nos sirven para presentar dos de los conceptos mas importantes de la
Topologia: la compacidad y la conexion.

Por todos es conocido el teorema que afirma si f es continua en un conjunto
cerrado y acotado, alcanza el méaximo y el minimo absoluto. Aunque no se diga
explicitamente, la nocién de compacidad esta subyacente en este resultado.

Veamos ahora como la nocién de conexo aparece implicitamente en un teorema
al cual no se le da la suficiente importancia.

Si se le pregunta a un alumno ;cudl es la derivada de una funcion constante?,
inmediatamente nos dice que 0.

Si le preguntamos, juna funcidon que en todos sus puntos tiene derivada 0, es
constante?, casi seguro que nos dird que si.

Es facil poner ejemplos de funciones derivables con derivada 0 en todos sus
puntos y que no son constantes.

El problema radica en que el conjunto de partida no es conexo (en el caso de los
nameros reales lo tenemos mas sencillo, pues podemos asociarlo a conexo por caminos).
Es decir, para poder afirmar que el reciproco es cierto hay que afiadir la hipdtesis de la
conexion.

Es bueno plantearles esta situacion pues cuando, mas adelante, se calculan las
primitivas de una funcion lo que se hace es calcular una de ellas y afiadir una constante
para calcular el resto, lo cual es cierto, a la vista de lo anterior, si trabajamos en un
intervalo.

Una aplicacion inmediata de esta situacion se da en la Regla de Barrow, en
realidad lo que subyace en su aplicacion practica son dos cosas.

En primer lugar, que conociendo una primitiva de una funciéon en un intervalo,
conocemos todas las demads, pues se van a diferenciar en una constante.

En segundo lugar, que una cualquiera de las primitivas nos sirve para aplicar la
Regla de Barrow y que, por comodidad, usamos aquella en que la constante es 0.

El apartado quinto esta dedicado a tratar los nombres que se les ponen a los
conceptos matematicos.

Muchas veces ocurre que el nombre que se las da a las cosas, nos puede dar una
idea de qué propiedades tienen. Si hacemos hincapié en este hecho, mostraremos a los
alumnos una vez mas lo racional de La Matemadtica, asi como tratar de que sea lo mas
accesible para todos.

Si aparece la palabra “producto” por ejemplo: en el producto vectorial, el producto
de matrices o producto escalar, es de esperar que antes de definir dicha operacion se haya
definido otra operacion llamada suma y que el producto distribuya respecto de la suma.



Algunas veces propiedades que parecen inverosimiles son ciertas debido a la
estructura que subyace debajo del concepto. Por ejemplo, el que el determinante de un
producto de matrices sea el producto de los determinantes se debe a que la base
matematica del concepto de determinante es un producto.

Otro ejemplo ocurre con la palabra “equivalente” y algunas otras asociadas. Lo
normal es que bajo un concepto definido con la palabra equivalente: infinitésimos
equivalentes, matrices equivalentes, etc. haya una relacion de equivalencia.

El apartado sexto esta dedicado al concepto de limite.

El concepto de limite es la base del Analisis Matematico y para nada es obvio. A
pesar de su aparente sencillez, basada en que su definicion ocupa una linea, a los
matematicos les costd mucho dar con una definicion precisa de dicho concepto.

Hablar en profundidad y sobre la profundidad, valga la redundancia, del concepto
de limite daria para muchas horas, asi que aqui voy a hacer algunos comentarios sucintos
relacionados con él.

En primer lugar, seria bueno comentar a los alumnos que la definicion de limite
tiene cuatro partes, y que esta misma estructura la tienen muchas definiciones del Analisis
Matematico, por ejemplo: las dos de limite de una sucesion, las cuatro de limite de una
funcion, la definicion de funcion Riemann integrable, etc.

Por otra parte, una de las cosas que a los analistas mas les gusta es obtener
condiciones en las que un limite se pueda permutar con algo.

Probablemente la primera vez que aparece el limite permutando con algo, es en la
definicion de funcidn continua, pues la continuidad de una funcién en un punto no es mas
que la posibilidad de que el limite conmute con la funcion en dicho punto.

Un ejemplo inmediato de aplicacion del concepto de continuidad es el siguiente.

Todos los alumnos cuando llegan a la universidad saben calcular limites de las
formas 0° e 0°, tomando logaritmos e intercambiando el limite por el neperiano. Si se
les pregunta el porqué de este posible cambio, no saben responder.

La respuesta es sencilla y es debida a que la “funcion neperiano” es continua.

Hay muchos teoremas interesantisimos de analisis basados en intercambiar el
limite por otra cosa. Algunos sencillos como el que afirma que el limite de la suma es la
suma de los limites y otros de mucha mayor profundidad, como el que afirma que, bajo
ciertas condiciones, el limite de una suma infinita (una serie) se puede intercambiar con
la suma infinita, o el que permita intercambiar una integral con una serie, etc.

El apartado séptimo estd dedicado a mostrar a los alumnos que, en general, las
Matematicas se comportan de una forma correcta, salvo ‘“casos patoldgicos” que,
afortunadamente, son poco usuales.

Por ejemplo, si elegimos la funcion f(x) = x2, podemos ver que es concava hacia
arriba (aqui no hay unanimidad respecto al nombre que se les da a este tipo de funciones,
pero creo que es suficientemente claro lo que quiero decir) y que su derivada es creciente.
Nos podremos preguntar juna funcion cuya derivada es creciente serd concava hacia
arriba?

Ademis donde f es positiva, f es creciente, y donde f es negativa, fes
decreciente, podemos preguntarnos entonces /esta situacion se puede generalizar?

Hay muchas situaciones anéalogas, donde el estudio de algunos ejemplos nos
puede indicar los posibles resultados que se pueden obtener en general.

El apartado octavo esta destinado a indicar a los alumnos que los resultados que
se obtienen en Matematicas, tienen siempre un trasfondo que afectan y son fundamentales



para poder afirmarlos. Ademas, en la mayoria de las demostraciones aparecen técnicas
conocidas anteriormente que, pienso, es util mostrarlas a los alumnos.
Veamos un ejemplo de esto. Si nos fijamos en las cuatro féormulas siguientes:

Area: I, f

Longitud de arco: S : V1+(f)?
Volumen de revolucion: n ff f?

Superficie de revolucion: 2n ff fV1+(f)?

Podemos observar que en la primera y tercera s6lo aparece f, que en la segunda
solo aparece f y que en la ultima aparecen fy f , y preguntarnos el porqué de la
diferentes estructuras de dichas férmulas.

A mi entender, esto es debido a que tanto el area como el volumen de revolucion
dependen de la distancia de la funcion el eje de abscisas, asi que en ellas para nada debe
aparecer la derivada.

En el lado opuesto, la longitud de una curva que va de un punto a otro, no depende
para nada de la distancia de la curva al eje de abscisas, sino de las subidas y bajadas que
tenga la curva, por eso solo aparece la derivada en la formula.

Finalmente, la superficie de revolucion depende tanto de la distancia de la curva
al eje de abscisas como de las subidas y bajadas, de ahi que en la férmula aparezcan la
funcion y su derivada.

Podemos analizar con mas detalle las formulas y, en este caso, podremos notar
que, tanto en la féormula de la longitud de arco, como en la de la superficie de revolucion
aparece el teorema de Pitagoras pues, en realidad, el 1 que figura dentro de la raiz, en un
1 al cuadrado, siendo esa raiz una aplicacion de dicho teorema.

Ademas, podemos ver que en la férmula del volumen, aparece un nf?, que, en
realidad, corresponde al area de un circulo, y que en la formula de la superficie de
revolucidn aparece un 27if, que corresponde a la longitud de una circunferencia.

Para finalizar, en el epilogo, daremos dos ejemplos de aplicacion de la Matematica
a otras ciencias, mas concretamente uno a la Quimica y otro a la Fisica.

Veremos como se puede ajustar cualquier reaccién quimica por procedimientos
matematicos elementales.

En primer lugar, las reacciones quimicas que se pide ajustar son reacciones
quimicas que se pueden ajustar, por lo que es muy facil plantear un sistema de ecuaciones
lineales que es compatible e indeterminado. Este sistema tiene muchas ecuaciones en las
que las incognitas estan relacionadas entre si de una forma inmediata, de tal forma que,
sustituyendo unas incdgnitas por otras, nos queda un sistema muy sencillo.

Si se tienen unos conocimientos basicos de ecuaciones diofanticas, se puede ver
que hay soluciones con nimeros naturales y obtenerlas, y si no se usan conocimientos de
ecuaciones diofanticas, es inmediata su solucion encontrando, en el peor de los casos, que
algunas de las soluciones de las variables son racionales, en cuyo caso simplemente
multiplicando las soluciones por el minimo comun multiplo de los denominadores de
ellas, obtenemos la menor de las soluciones que ajustan la ecuacion.

En cuanto a la aplicacion a la Fisica, utilizando el Polinomio de Taylor, o
simplemente planteando el sistema del cual procede dicho polinomio, se pueden obtener,
de nuevo utilizando sistemas de ecuaciones lineales, la existencia y unicidad del
Polinomio de Taylor de distintos grados. Esto nos permite encontrar, de una forma
matematica, las formulas fisicas del movimiento rectilineo y uniforme, asi como la del



movimiento uniformemente acelerado (veremos de paso que este nombre para nada es
coherente y que lo normal seria llamarlo movimiento con aceleracion constante).

Finalizaremos viendo como el Polinomio de Taylor nos permite obtener las
formulas fisicas que generalizan los movimientos anteriores.
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EVALUACIONES ESTANDARIZADAS.

Las evaluaciones estandarizadas se realizan para medir una determinada competencia en
una poblacion objetivo. Se caracterizan porque se aplican exactamente en las mismas
condiciones para todos los participantes. Los resultados cuentan con la garantia de
organizaciones de reconocido prestigio como la OCDE (Organizacion para la
Cooperacion y el Desarrollo Econdmico), la IEA (International Association for the
Evaluation of Educational Achievement) o de Administraciones Educativas, como el
Ministerio o las Consejerias de Educacion. En el caso de las evaluaciones internacionales,
se tiene gran cuidado en asegurar la homogeneidad en la aplicacion de la prueba. Para
ello, se revisan las traducciones con el fin de evitar sesgos debidos al idioma y se elaboran
exhaustivas guias de aplicacion para que todo el alumnado realice la prueba exactamente
de la misma manera. Algunos de los centros participantes reciben visitas de control de
calidad para asegurar que la aplicacion se realiza correctamente. Ademas, se forma a los
correctores de las pruebas, se utilizan guias de codificacién muy precisas y se realizan
dobles correcciones en una muestra de las pruebas para asegurar la imparcialidad.

TIMSS y PISA.

La IEA fue la primera organizacién internacional que se preocupd por medir el
desempefio educativo. En 1960 realiz6 su primer estudio en 12 paises dirigido a alumnos
de 13 afos, en el que entre otras dreas se evaluaron las Matematicas. Desde aquel primer
estudio ha seguido realizando otros hasta 1995 en que se aplica por primera vez TIMSS
(Trends in Mathematics and Science Study). El estudio se aplica cada 4 anos. Castilla y
Ledn participd con una muestra representativa por primera vez en 2015 y en 2019
participara! en eTIMSS 2019, la primera version en Tablet de TIMSS. Este estudio se

! En el momento de escribir este documento, atin no se ha aplicado eTIMSS 2019. La aplicacion de esta
evaluacion estd prevista para los meses de abril y mayo de 2019.



basa en el curriculo comtn de todos los paises participantes. Se aplica al alumnado de 4°
y 8° grado. Aunque en Espana solo se evalua al alumnado de 4° de Primaria.

Por su parte, la OCDE organiza PISA (Programme for International Student Assessment)
desde 2000. La prueba se aplica cada 3 afios, aunque cada edicion hay una competencia
que es evaluada con mayor profundidad y en la que se actualiza el marco de evaluacion.
Ademas, se evaluan sub-competencias y procesos. Por ejemplo en 2012, ademas del
desempefio en Matematicas, se evalud el desempefio en 4 sub-competencias: Cambio y
Relaciones, Cantidad, Incertidumbre y Datos y Espacio y Forma y en 3 procesos:
Interpretar, Emplear y Formular. Castilla y Leon participd por primera vez en PISA en
2003, afio en que la competencia principal evaluada fue Matematicas. Desde entonces,
Matematicas ha sido la competencia principal en 2012 y lo volvera a ser en 2021. En 2021
se prevé que se incluyan items interactivos en formato digital y que se realice una revision
profunda del marco de evaluacidon que se centrard en evaluar la capacidad de razonar del
alumnado.

La prueba PISA pretende medir en qué medida el alumnado ha adquirido las habilidades
necesarias para desenvolverse en la sociedad. Por tanto, no se centra en el curriculo, sino
en las competencias que define en su marco teorico y, ademads, no se realiza en un
determinado curso, sino que se aplica al alumnado que cumple 16 afios el afio de
aplicacion de la prueba, independientemente del curso en el que esté matriculado.

A pesar de algunas diferencias obvias en cuanto a su enfoque mas curricular o mas
competencial o a la poblacion objetivo, ambas pruebas tienen muchos puntos en comun.

Ambas expresan sus resultados en una escala en la que la media es 500% puntos y la
desviacion tipica es 100.

Ambas estan sujetas al error. En primer lugar el error estadistico, ya que se realizan sobre
una muestra representativa de la poblacion. A este error hay que sumar el error que se
deriva de utilizar la Teoria de la Respuesta al {item (TRI) como herramienta para medir el
nivel de desempeno del alumnado. En general los medios de comunicacién y el ciudadano
no formado obvian el error tipico, sin advertir que, en muchas ocasiones, distintas
puntuaciones pueden considerarse iguales o sin diferencias estadisticamente
significativas.

Ambas pruebas estan disefiadas para evaluar los sistemas educativos, pero no alumnos
concretos ni centros educativos®. Aunque es posible obtener el nivel de desempefio de un
determinado centro, vendria asociado a un error estadistico tan grande que seria como
decir que una persona mide 1,5 metros con un error de medio metro por arriba o medio
metro por abajo. Por tanto, los centros no deben temer ser evaluados en estas pruebas ni
tampoco estas pruebas podrian ser nunca una certificacion del buen rendimiento de un
centro educativo.

Ambas pruebas permiten establecer tendencias y comparar la evolucion de los resultados
de las administraciones educativas que participan regularmente en ellas. Esto es posible

2 En PISA, 500 fue la media de la OCDE en la primera edicion del estudio, y desde entonces la media de
la OCDE, ha variado respecto a este punto de referencia. En TIMSS, todos los afios las puntuaciones se
escalan a media 500 y desviacion tipica 100.

3 La OCDE ha desarrollado el programa PISA for Schools, (PISA para centros educativos), que permite
comparar los resultados de un centro con los del ultimo PISA publicado y que ofrece un detallado informe
de diagnostico del centro. Se puede encontrar informacion sobre este programa en la siguiente URL:
http://www.pisaparacentroseducativos.es .




porque tienen “items de anclaje” que se repiten en ediciones consecutivas de la prueba y
que permiten escalar los resultados de la prueba de distintas ediciones. La existencia de
items de anclaje hace que no se liberen las pruebas completas, sino tan solo aquellos items
que no volveran a ser utilizados en siguientes ediciones®*.

Tanto PISA como TIMSS miden los resultados utilizando la Teoria de Respuesta al {tem
(TRI). La TRI se desarrolla en la segunda mitad del siglo XX, de la mano del aumento de
la potencia de calculo de los ordenadores. La gran ventaja de la TRI es que permite medir
la competencia del alumnado y la dificultad de los items en la misma escala. De esta
forma se establecen niveles de rendimiento de forma empirica y surge la posibilidad de
realizar una evaluacion referida a los descriptores de estos niveles de rendimiento
(criterios) y no a los resultados obtenidos por una muestra de alumnos (norma). En este
punto, el desarrollo matematico de la TRI modeliza perfectamente la teoria de expertos
en Psicologia de la Educacion, como Robert Glaser, que considera el aprendizaje como
un continuo, en el que la persona que aprende va evolucionando desde una primer
acercamiento como neofito y, poco a poco, va adquiriendo competencias y habilidades
que le llevaran a un nivel avanzado. En este paradigma aparece, de forma natural, la
necesidad de la evaluacién orientada a criterios para determinar en qué punto de la
escalera del aprendizaje se encuentra el alumno. Esta evaluacion nos permite ver qué
habilidades tiene el alumno y pensar qué esta en condiciones de aprender con ayuda de
otros, enlazando asi con la zona de desarrollo préximo de Vygotski. Sin embargo, las
evaluaciones de sistema educativo no van a evaluar alumnos concretos, pero si que van a
dar una idea de qué sabe hacer el alumno medio y qué estd en condiciones de aprender.

Por ejemplo en la prueba de Matematicas de PISA, se establecen los siguientes 7 niveles
de rendimiento: <1, 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Tabla 1. Puntuaciones asociadas a cada nivel de rendimiento en PISA 2012, 2015 y 2018.

In::ie‘t;::rlal Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5 Nivel 6
menos de BT [420,07; [482,38; [544,68; [606,99; Desde
35777 | 242007) | 482,38) | 544,68) | 60699) | 669,30) | 669,30

De forma similar en TIM

SS 2015 se establecen 5 niveles de rendimiento:

Nivel muy : i
bejo. | Nivelbalo | FHE | Nivelalto | THE
: ; 62
Me:oc:)s de | [400;475) | "\ s c5g) | [550:625) | o de 625.

Las competencias asociadas a cada nivel de desempefio vienen determinadas por los items
a los que se ha asignado este nivel de dificultad y un alumno est4 en un determinado nivel
de desempefio si es capaz de responder correctamente al 50% de los ITEMS de este nivel.
Ademas si un alumno esta en un determinado nivel de desempeio, entonces es capaz de
superar los items de los niveles inferiores.

Al utilizar 1a TRI, las pruebas asumen las siguientes limitaciones:
e (Cada item mide un Unico rasgo.

e Para un alumno con un determinado nivel de competencia, la respuesta a un item
no esté influida por sus respuestas en los otros.

4 Se pueden consultar los items liberados en la web del Instituto Nacional de Evaluacion Educativa:
https://www.mecd.gob.es/inee/publicaciones/items-liberados.html




Estos aspectos se tienen en cuenta en el momento de elaborar los items y las guias de
codificacion. Ademas se realizan analisis de unidimensionalidad e independencia para
asegurar que se cumplen estos criterios tras los pilotajes de la pruebas. Mientras que en
una pregunta de una prueba escolar ordinaria podemos evaluar varias destrezas, en una
pregunta de una prueba como PISA o TIMSS solo estamos evaluando un aspecto. Ademas
nunca hay preguntas encadenadas, en las que sea necesario responder a la primera
correctamente para hacer después la segunda.

Evaluaciones de sistema en Espaiia.

A partir de la publicacion de la LEY ORGANICA 2/2006, de 3 de mayo, de Educacion,
las administraciones educativas comenzaron a realizar evaluaciones de diagnostico en 4°
de primaria y 2° de ESO, con caracter formativo e interno para los centros. Ademas, estas
evaluaciones fueron también utilizadas como herramientas para la evaluacion del sistema
educativo en las diferentes Comunidades Auténomas.

Actualmente, desde el curso 2016-2017 se realizan evaluaciones de diagnostico al final
de la etapa, tanto en 6° de primaria como en 4° de ESO. Una de las novedades de estas
evaluaciones es que, por normativa, tienen asociados cuestionarios de contexto para poder
analizar qué factores estan influyendo en el nivel de rendimiento del alumnado.

Seguramente, nuevos desarrollos legislativos propondran nuevos panoramas de
evaluacion para las administraciones educativas, pero lo mas importante es que, poco a
poco, la evaluacion se ha introducido en el sistema educativo como herramienta de
diagnostico para la mejora.

CASTILLA Y LEON SEGUN TIMSS Y PISA.
Nivel de desempeiio. ;Qué sabe hacer el alumnado de Castillay Leon?

En TIMSS 2015, el alumnado de 4° de Primaria de Castilla y Le6n alcanza un nivel de
desempefio en Matematicas de 531, con un error tipico de 4,5 , lo que nos permite asegurar
que, a un nivel de confianza del 95%, Castilla y Leon alcanza un nivel de desempeiio de
entre 522 y 540 puntos. Podemos decir que Castilla y Ledén no tiene diferencias
estadisticamente significativas con Paises Bajos (530) o con Finlandia (535). Entre las
Comunidades alcanza la mayor puntuacion, aunque sin diferencias estadisticamente
significativas con Madrid (525) o Asturias y la Rioja (518 ambas).

La puntuacion media de Castilla y Ledn se encuentra en la zona superior del nivel
intermedio de TIMSS. El alumno medio de 4° de Primaria de Castilla y Ledn, por tanto,
es capaz de aplicar conocimientos matematicos basicos en situaciones sencillas:
comprender los numeros enteros, cierta comprension de fracciones y decimales,
visualizar formas en 3 dimensiones a partir de su representacion en 2 dimensiones,
identificar y dibujar formas con propiedades sencillas y leer e interpretar diagramas de
barras y tablas. Su zona de desarrollo proximo esta en el nivel alto y para alcanzar este
nivel el alumnado debe profundizar més en el razonamiento y la resolucion de problemas.
En el nivel alto, los alumnos son capaces de utilizar sus conocimientos y comprension
para resolver problemas: Problemas que incluyan operaciones con enteros, fracciones
sencillas y niimeros con dos cifras decimales, problemas que incluyan comprender las
propiedades geométricas de las formas y de los dngulos y, finalmente, problemas que
supongan interpretar y utilizar datos de una tabla o de una variedad de graficos.

Por tanto, segiin TIMSS, el reto para el alumno medio de 4° de Primaria en Castilla y
Ledn serda adquirir estrategias de razonamiento para la resolucion de problemas
aritméticos, geométricos y basados en tablas y graficos.



Segun PISA, la situacion es bastante similar. En PISA 2015, el alumnado de 16 afos de
Castilla y Ledn alcanza un nivel de desempefio de 506 puntos, sin diferencias
estadisticamente significativas con Canadéd (516), Finlandia (511) o Alemania (506).
Entre las comunidades autonomas le supera Navarra (516) aunque las diferencias no son
estadisticamente significativas.

La puntuacién de Castilla y Leon se encuentra en la zona media del nivel 3 de PISA. Por
tanto, el alumno medio debe seguir trabajando las competencias de este nivel e ir
integrando poco a poco las competencias del nivel 4. Aqui hay que tener en cuenta que el
alumno medio alcanza este nivel tan solo en Singapur.

En el nivel 3, los alumnos saben ejecutar procedimientos descritos con claridad,
incluyendo aquellos que requieren decisiones secuenciales. También pueden seleccionar
y aplicar estrategias de resolucion de problemas sencillos. Saben interpretar y utilizar
representaciones basadas en diferentes fuentes de informacion y razonar directamente a
partir de ellas. Son también capaces de elaborar breves escritos exponiendo sus
interpretaciones, resultados y razonamientos.

Para alcanzar el nivel 4, el alumno medio de Castilla y Le6n tendria que ser capaz de
trabajar con eficacia modelos explicitos en situaciones complejas y concretas que pueden
conllevar condicionantes o exigir la formulacion de supuestos. Seleccionar e integrar
diferentes representaciones, incluidas las simbolicas, asociandolas directamente a
situaciones del mundo real. Utilizar habilidades bien desarrolladas y razonar con
flexibilidad y con cierta perspicacia en estos contextos. Y finalmente elaborar y
comunicar explicaciones y argumentos basados en sus interpretaciones, argumentos y
acciones.

En otras palabras deben ser capaces de razonar para modelizar y resolver problemas del
mundo real y explicar y comunicar correctamente el proceso y sus conclusiones.

Tanto, TIMSS como PISA sefialan la importancia de incidir en el razonamiento y,
ademads, PISA incide en la resolucion de problemas reales y en la argumentacioén o
explicacion de procesos y resultados.

Una de las dificultades, en Espafia, para que el alumno medio sea capaz de razonar y de
hacer explicito ese razonamiento en una argumentacion es el curriculo, demasiado
extenso. Frente al temor de que adelgazando el curriculo pueda bajar el nivel académico
del alumnado, est4 la oportunidad de hacer una propuesta metodoldgica mas activa, que
incida en el razonamiento y la resolucion de problemas y que permita un aprendizaje real
mas profundo y no basado en la memoria o la mera repeticion. Un ejemplo de ello es
Singapur. Ciertamente tiene unas condiciones de contexto muy favorables que no le hacen
comparable a ninguna region espafiola, sin embargo han realizado una reforma en la que
han aligerado su curriculo, se han centrado en el razonamiento y la resolucion de
problemas y su evolucion solo es ascendente. En 2015 obtuvieron la puntuacion mas alta,
tanto en TIMSS (618 puntos) como en PISA (564).

Niveles Altos y niveles bajos.

El porcentaje de alumnado en los niveles bajos es moderado, tanto en TIMSS como en
PISA.

En TIMSS 2015 el alumnado en el nivel bajo suma y resta nimeros enteros, entiende la
multiplicacion por niimeros de una cifra, resuelve problemas sencillos, tiene cierta
comprension de las fracciones sencillas, las formas geométricas y las medidas vy,
finalmente, es capaz de leer y completar diagramas de barras y tablas basicos. Los



alumnos en el nivel muy bajo, simplemente no llegan a completar al menos el 50% de los
items de nivel bajo.

En TIMSS 2015 Castilla y Leén tuvo un 3% del alumnado en el nivel muy bajo de
Matematicas y un 17% en el nivel bajo. En este caso obtuvimos resultados similares a
Finlandia, con un 3% en el nivel muy bajo y un 15% en el nivel bajo o Dinamarca 4% en
el nivel muy bajo y 16% en el bajo. Entre las comunidades, es la comunidad con menos
porcentaje de alumnado en los niveles bajo.

En PISA se consideran bajos los niveles <1 y 1. En el nivel 1, los alumnos saben
responder a preguntas relacionadas con contextos que les son conocidos, en los que esta
presente toda la informacion pertinente y las preguntas estan claramente definidas. Son
capaces de identificar la informacion y llevar a cabo procedimientos rutinarios siguiendo
unas instrucciones directas en situaciones explicitas. Pueden realizar acciones obvias que
se deducen inmediatamente de los estimulos presentados.

La Uni6n Europea, dentro de su agenda estratégica para el periodo 2010-2020, establece
como uno de sus puntos de referencia no tener mas del 15% del alumnado en los niveles
bajos de PISA. La Comision Europea ha estimado que un pais con mas del 15% del
alumnado en los niveles bajos de PISA tendra problemas de crecimiento y empleabilidad,
ya que la poblacion en los niveles bajos de PISA tendrd muchas dificultades para su
integracion social.

Castilla y Leon cumpli6 el objetivo europeo tanto en PISA 2012 como en PISA 2015. En
2015 Castilla y Ledn obtuvo un 4% en el nivel <1 y un 11% en el nivel 1 en la prueba
PISA de Matematicas. Exactamente los mismos porcentajes que Canadé o Irlanda y un
porcentaje similar a Finlandia, que obtuvo un 4% en el nivel <1 y un 10% en el nivel 1.
Espafia tiene un 7% del alumnado en el nivel <1 y un 15% en el nivel 1, porcentajes
similares a los obtenidos por la Uniéon Europea o la OCDE.

En los niveles altos, Castilla y Le6n obtiene resultados similares a algunos de los sistemas
educativos de referencia en el ambito internacional, aunque con un margen de mejora. En
TIMSS tiene un 7% del alumnado en el nivel avanzado, porcentaje similar al 8% de
Finlandia o al 6% de Canada aunque lejos del 50% de Singapur, el 27% de Irlanda del
Norte, o el 17% de Inglaterra.

En el nivel avanzado de TIMSS, un alumno es capaz de aplicar la comprension y el
razonamiento en una variedad de situaciones relativamente complejas y explicar su
razonamiento

En PISA se considera que los niveles altos son el 5 y el 6. En PISA 2015, Castilla y Ledn
tiene un 9% del alumnado en el nivel 5 y un 2% en el nivel 6. Exactamente el mismo
porcentaje que Finlandia y Noruega aunque por debajo de Canada, con 11% en el nivel 5
y un 4% en el nivel 6, o Bélgica, con un 12% en el nivel 5 y un 4% en el nivel 6. Entre
las comunidades autonomas tan solo Navarra supera a Castilla y Leon, con un 11% en el
nivel 5 y un 2% en el nivel 6.

Por tanto, atendiendo a la distribucion del alumnado por niveles de desempeio, Castilla
y Ledén obtiene unos resultados en Matematicas comparables con otros sistemas
educativos de referencia mundial pero también con margen de mejora. Ademas Castilla
y Ledn siempre obtiene muy buenos resultados en los indicadores de equidad del sistema.
El reto es mejorar el nivel de desempeinio del alumnado sin renunciar a la equidad. El
objetivo no debe ser centrarse en aumentar el porcentaje del alumnado en los niveles altos,



sino aumentar el nivel de todo el alumnado con un enfoque curricular y metodologico que
proponga un aprendizaje activo, basado en el razonamiento y no la mera memorizacion.

FACTORES ASOCIADOS AL RENDIMIENTO.

Los cuestionarios de contexto que se realizan con las evaluaciones permiten analizar junto
al desempefio otras variables de contexto. Me voy a centrar en las variables que considero
de mayor interés para la mejora del sistema educativo.

Repeticion de Curso.

La OCDE advierte que la repeticion es costosa para las administraciones, porque supone
aportar recursos economicos un aflo o dos mas en el sistema educativo para el alumnado
que repite y, ademas, retrasa y dificulta la incorporacion del alumno que repite al mundo
laboral.

Segun datos de PISA 2009, los paises como Espaia, “con elevadas tases de repeticion,
son los que muestran bajos desemperios del alumnado. Aproximadamente el 15% de la
varianza de rendimiento entre los paises de la OCDE es explicada por diferencias en las
tasas de repeticion.” (OCDE, 2011).

Una mirada a los resultados de las evaluaciones de final de etapa en Castilla y Ledén
correspondientes al curso 2016-2017, nos muestran que, en 6° de Primaria, el alumnado
repetidor obtuvo 417 puntos frente a los 518 puntos que obtuvieron los que no habian
repetido. En 4° de ESO, el alumnado que habia repetido dos afios obtuvo 454 puntos en
Matematicas Académicas, el que habia repetido un curso, 444, no existiendo diferencias
estadisticamente significativas entre estos resultados, mientras que el alumnado no
repetidor, obtuvo 509 puntos. Estos 100 puntos de diferencia en Primaria y mas de 50 en
Secundaria nos muestran que existe una brecha, que la repeticion no logra salvar entre el
alumnado repetidor y no repetidor. Tampoco parece que una segunda repeticion mejore
los resultados.

Como atender a la diversidad del alumnado y como mejorar la actitud, la motivacion, el
interés y el rendimiento es uno de los temas clave en el debate educativo. La alternativa
a la repeticion como medida de atencion al alumnado que no completa los objetivos del
curso, pasa por el apoyo educativo dentro del aula, la adaptacion del curriculo y el uso de
metodologias activas que aumenten la motivacion y el interés. Todo esto requiere una
apuesta de la administracion, que aporte recursos humanos y de formacion, pero también
requiere un profesorado concienciado y con la motivacion y formacion suficiente para
llevar a cabo este cambio.

Uso de ordenadores y Tablet.

Vivimos en un mundo cada vez mas digital. Hoy la mayor parte del alumnado tiene un
pequeiio ordenador en el bolsillo. No cabe duda que la competencia digital es basica en
la sociedad actual y perece que lo seguird siendo en el futuro.

También es evidente la cantidad de aplicaciones y recursos didacticos digitales, que han
proliferado en las ultimas décadas.

No obstante cabe preguntarnos si el uso de ordenadores y Tablets en el aula mejora el
nivel de desempefio del alumnado. Un estudio realizado por el Ministerio de Educacion
danés entre 2010 y 2014 alertaba de los riesgos de que el alumnado utilice internet en el
aula. El alumnado tenia que luchar contra la tentacion de consultar en las redes sociales
las noticias o ver un mensaje. Decia un alumno: “Tu puedes tener una pequeria



conversacion en Facebook en clase de Mates y, cuando vuelves a mirar, la pizarra esta
cubierta con simbolos y numeros”.

A partir de la base de datos de PISA 2012 y otras evaluaciones como TALIS, la OCDE
ha publicado el volumen “Students, computers and learning” donde analiza el uso de las
TIC en el aula en los distintos paises. En el estudio se dedica un apartado a evaluar el
efecto que tiene el uso de las TIC en el aula en el rendimiento en Matematicas. Para ello
se considero la base de datos de PISA 2012. Se elabor6 un indice de uso de las TIC en el
aula de Matematicas. Entre los paises de la OCDE, los alumnos que no utilizaron los
ordenadores en clase de Matematicas tienden a alcanzar mayor nivel de desempefio tanto
en la prueba de Matematicas en papel, como en la prueba realizada con el Ordenador. El
informe sefala que hay tres paises donde se produce una asociacion positiva entre el uso
de las TIC en la clase de Matematicas y el nivel de desempefio en la prueba de
Matematicas por ordenador, especialmente cuando se descuenta el efecto del nivel socio-
econdmico y cultural: Bélgica, Dinamarca y Noruega.

En Primaria, el cuestionario del alumnado de TIMSS 2015 preguntaba con qué frecuencia
se utilizaba el ordenador o Tablet en el colegio para realizar tareas escolares: todos o casi
todos los dias, una o dos veces a la semana, una o dos veces al mes, nunca o casi nunca.
En Castilla y Ledn obtuvieron mejor nivel de desempeio, 538 puntos, aquellos alumnos
que dijeron utilizar el ordenador en el colegio una o dos veces al mes, mientras que los
que manifestaron utilizar ordenador o Tablet todos los dias alcanzaron el peor nivel de
desempefio, 508 puntos; ademds estos ultimos tuvieron diferencias estadisticamente
significativas con el resto de los grupos.

Sin duda, las TIC son parte de la vida del ciudadano del siglo XXI y por tanto no podemos
cerrar los ojos y mirar para otro lado; es necesaria la formacion y la motivacion de los
docentes pero también la evaluacion o al menos la valoracion interna sobre qué aporta a
los procesos de aprendizaje el uso de las TIC. Cada docente y cada centro deberia valorar
si la implementacion de recursos digitales en el aula estd incidiendo o no, de forma
positiva, en los procesos de aprendizaje del alumnado.

Clima escolar.

El bienestar del alumnado, su sentido de pertenencia al centro, el nivel de acoso escolar
al que pueda estar sometido son variables que influyen en el desempefio en areas como
Matematicas.

Las pruebas de final de etapa de 6° de primaria y de 4° de ESO de Castilla y Leon del
curso 2016-2017, demostraba que el alumnado con un indice de clima escolar mas alto
alcanzaba un rendimiento en Matematicas superior al del alumnado con un clima escolar
mas bajo, con diferencias estadisticamente significativas®.

5En 2012, 1a OCDE ofert6 como opcidn para los paises participar en una prueba de Matematicas utilizando
el ordenador, que incluia algunos items interactivos.

¢ El indice de clima escolar en primaria se construy6 con las variables extraidas tanto del cuestionario de
contexto del alumnado a partir de preguntas en las que se les pedia como era la relacion con sus compaiieros
de clase, como del cuestionario de Directores, en el que se les pidié que contestaran como influian en la
convivencia diaria del centro una serie de situaciones como por ejemplo al perturbacion del orden en clase.
En Secundaria se cre6 un indice de satisfaccion con el centro a partir del cuestionario de contexto del
alumnado y preguntas como si les gusta estar en el colegio y si tienen buena relacion con sus compaiieros.
En ambos casos para el clima escolar alto se ha considerado el cuartil superior y, para el clima escolar bajo,
se ha considerado el primer cuartil del indice.



Analizando los resultados de TIMSS 2015, los alumnos de Castilla y Ledn, que dijeron
tener un sentido de pertenencia alto con el centro educativo, obtuvieron un desempefio de
533 puntos, frente a los 488 de los que manifestaron poco sentido de pertenencia,
resultando estas diferencias estadisticamente significativas.

CONCLUSION.

Las evaluaciones estandarizadas ofrecen informacion relevante para la mejora del sistema
educativo. Ofrecen informacion referida a niveles de desempeiio que nos permiten
conocer qué se ha logrado hasta el momento y qué nivel podemos alcanzar proximamente.

Un repaso por las evaluaciones nos muestra la importancia de incidir en el razonamiento
y en la capacidad del alumnado para resolver problemas del mundo real y para expresar
cémo ha resuelto un problema y cudl es la solucion.

Finalmente, las evaluaciones nos muestran la influencia de otros factores asociados al
rendimiento.
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Resumen

Palabras clave: 7 aproximacion, recurrencia, andlisis numérico.

ALGUNOS EJEMPLOS DE NUESTRO ENTORNO EN LOS QUE INTERVIENE
.

Aunque nunca hayamos pensado sobre ello, son numerosos y variados los ejemplos de
nuestro entorno en los que interviene el nimero . Mencionamos aqui algunos.

En el etiquetado de botes de conserva y botellas de vino, los fabricantes de los envases
aportan entre las caracteristicas técnicas el didmetro de los mismos, y calcular la longitud
de la etiqueta para ajustar a la misma el texto/imagen que se quiere incluir, requiere
multiplicar dicho didmetro por el nimero 7.

El funcionamiento de un reloj de péndulo se basa en el hecho de que cada oscilacion
completa del péndulo hace avanzar un diente en la rueda dentada, responsable del
movimiento de las agujas del reloj. Pues bien, el tiempo que tarda el péndulo en efectuar
una oscilacion completa, su periodo 7, viene dado por la formula

T =2mn/L/g,

donde L y g denotan la longitud del péndulo y la aceleracion de la gravedad,
respectivamente, y donde también interviene el numero 7.

Como tercer ejemplo, podemos analizar el calculo de las llamadas compensaciones de
una curva en una pista de atletismo. Por ejemplo, cuando se organiza una carrera de 200
m, hay que determinar donde hay que situar la linea de salida en cada calle para que todos
los participantes corran 200 m. Estas posiciones, que aparecen tabuladas en el
correspondiente reglamento elaborado por el Consejo Superior de Deportes (ver Tabla 1),
se obtienen teniendo en cuenta que el recorrido de cada calle estd formado por un
segmento recto de 84,39 m y una semicircunferencia del radio que corresponda a esa calle
(36,50 m para la calle 1). Como el ancho de una calle es A = 1,22 m, la diferencia entre
las longitudes de las semicircunferencias de dos calles contiguas es A = 3,833 m, donde,
de nuevo, aparece el nimero 7. Esta diferencia es la que se observa en la Tabla 1 al restar
a la longitud de compensacion de cada calle la longitud de compensacion de la calle
anterior, excepto para la diferencia entre las calles 1 y 2. Para obtener correctamente la



longitud de compensacion de la calle 2 hay que tener en cuenta un detalle adicional y es
que las medidas del recorrido que realizan los atletas se toman a 20 cm del borde interno
de cada calle, excepto para la calle 1, que se toman a 30 cm (la diferencia entre la segunda
y la primera calle es, por tanto, A—0,1 = 3,518 m), como observamos en la Tabla 1.

Tabla 1. Longitud de las compensaciones de una curva en una pista de atletismo con medidas
oficiales, segun el correspondiente reglamento del Consejo Superior de Deportes.

Calle Numero 1 2 3 4 5 6 7 8

Longitud de
compensacion 0 3,518 7,351 11,184 15,016 18,849 22,682 26,515
(m)

Al margen de estos ejemplos sencillos, el nimero m aparece también escondido en los
calculos que soportan el correcto funcionamiento de numerosos dispositivos tecnoldgicos
que hoy nos resultan familiares. Asi, por ejemplo, cuando nos sometemos a un tratamiento
con ondas electromagnéticas o nos hacen una resonancia magnética, el niimero m
interviene a través de la permeabilidad magnética del vacio (1o = 4w X 1077) y cuando
utilizamos un sistema de navegacion GPS en nuestro coche, el nimero 7 estd presente en
el calculo del radio de la orbita geoestacionaria que describe el satélite que esta emitiendo

la sefial que recibimos (R = 3/T2GM/(4m2)).

Son s6lo algunos ejemplos mas o menos sencillos que ponen de manifiesto la presencia
del nimero 7 en los més variados ambitos.

PRIMERAS APROXIMACIONES AL VALOR DE .

Desde edades tempranas nos familiarizamos con el nimero  y aprendemos, al menos,
sus tres primeros digitos (3,14). Revisamos en esta seccion algunos procedimientos
sencillos y muy visuales que permiten dar una primera aproximacion al valor de .

Si como definicion del numero m tomamos el cociente entre la longitud de una
circunferencia y su diametro, con un hilo y una regla podemos dar una primera
aproximacion al valor de m midiendo con la regla la longitud del hilo necesario para
rodear una botella y dividiendo el resultado por el didmetro especificado por el fabricante
en sus caracteristicas técnicas.

Pero utilizando que m también es el cociente entre el area de un circulo y el cuadrado de
su radio, en [Dumoulin & Thouin (2014)] se propone lanzar disparos aleatorios a un
tablero cuadrado de lado unidad en el que se ha dibujado el primer cuadrante de la
circunferencia de radio 1 y contar el nimero de disparos que caen dentro del sector. La
aproximacion al valor de 7 se obtiene, en este caso, multiplicando por 4 el cociente entre
el numero de disparos que han caido dentro del sector y el nimero total de disparos
realizados.

Un tercer procedimiento para aproximar el valor de m se basa en el conocido como
problema de la aguja de Buffon, que fue resuelto por el conde de Buffon en 1777. Se
dibujan en un tablero plano infinito rectas paralelas a distancia d y se dejan caer sobre el
tablero palillos (o agujas) de longitud [ < d. Buffon demostré que la probabilidad de que
en uno de estos lanzamientos el palillo corte a alguna de las rectas es



P = 21/(dn),

y se puede, por tanto, obtener una aproximacion al valor de m multiplicando por 21/d el
cociente entre el numero de palillos lanzados y el nimero de palillos que cortan a alguna
de las rectas (dicho cociente no es mas que una aproximacion experimental de 1/P). En
1901 Mario Lazzarini, mediante el experimento de Buffon, usando d =3y [ =25,
consiguidé 6 decimales correctos de m tras 3408 lanzamientos y 1808 aciertos. Estos
resultados experimentales llevan a aproximar 7 por el cociente 355/113, que resulta ser
la mejor aproximacion racional a m con numerador y denominador con menos de 5 cifras.
Sin embargo, el resultado experimental de Lazzarini no estd exento de cierta polémica
(ver, por ejemplo, [Badger (1994)]).

EL METODO DE ARQUIMEDES PARA APROXIMAR 7.

Presentamos en esta seccion el método que, basado en consideraciones geométricas,
utiliz6 Arquimedes en el siglo Il a.C. para aproximar el valor de  y lo extendemos para
su implementaciéon en un ordenador. Volvemos de nuevo a la definiciéon de m como
cociente entre la longitud de una circunferencia y su didmetro y, mas concretamente, a la
identificacion de m con la longitud de la circunferencia de diametro unidad. El método de
Arquimedes propone aproximar la longitud de tal circunferencia por los perimetros de
poligonos regulares inscritos y circunscritos en la misma, aumentando el nimero de lados
de dichos poligonos para mejorar la aproximacion.

Arquimedes establece el siguiente resultado que aparece en el capitulo Measurement of a
circle de sus obras completas (ver [Heath (1897)]):

“El cociente entre la circunferencia de cualquier circulo y su diametro es menor

1 10 ,,
que 3 ~ » pero mayor que 3 Pl

Para explicar el resultado de Arquimedes utilizando nuestro lenguaje matematico actual,
denotamos por p, el perimetro del poligono regular de n lados inscrito en la
circunferencia de didmetro unidad y por P,el perimetro del poligono regular de n lados
circunscrito a la misma circunferencia. En la Figura 1 se muestran dichos poligonos para
n = 6.

Figura 1. Hexagonos regulares inscrito y circunscrito a la circunferencia de diametro unidad.

Es claro que p,, < m < P, para todo n y también es claro que, si duplicamos el numero
de lados de los poligonos, pasando de n a 2n, se tiene p,, < pu, Y Pony < P, (basta utilizar
que el camino mas corto entre dos puntos es la linea recta). Partiendo como Arquimedes
de n = 3 y duplicando cinco veces el numero de lados de los poligonos, se concluye

p3<p6< <p96<n-<P96<'”<P6<P39



que proporciona una cota superior Pyg y una cota inferior pgg para el valor de m. Por otro
lado, utilizando las formulas bien conocidas para las razones trigonométricas del angulo
doble se demuestra sin mucha dificultad que

i:%(P_ln'i'i)' pZn:\/Pann' n=306, ..,

Pan Pn

relaciones que permiten calcular de forma recursiva los valores pog y Pog a partir de los

3v3 .
valores p; = - Y P; = 3v3 , que para nosotros son conocidos (reconocemos en las

expresiones anteriores a las relaciones que proporcionan la media armoénica y la media
geométrica de dos nimeros).

: . , 1 10
Las cotas obtenidas por Arquimedes para el nimero m, 3 toy 3 +-7 » son,

respectivamente, una cota superior de Py y una cota inferior de pyg.
1
342 <Ppos <M < Pyg <3+7.

De hecho, Arquimedes no parte de los perimetros exactos de los tridngulos inscrito y
circunscrito a la circunferencia de didmetro unidad ni utiliza explicitamente la recurrencia

para hallar los perimetros de los poligonos al duplicar el niimero de lados. El parte de que
3:265 3-1351
Ps >0y de que P; < p—

para pg y una cota superior para Pg y repite cuatro veces mas el mismo argumento
geométrico hasta llegar al resultado enunciado al inicio de esta seccion.

, obtiene con argumentos geométricos una cota inferior

Pero, en nuestros dias, la recurrencia que permite pasar de P, y p,, a Py, Y D2n S€ puede
implementar en un ordenador y podemos doblar el nimero de lados de los poligonos mas
de las 5 veces que lo hizo Arquimedes. En la Tabla 2 se pueden ver los resultados que se
obtienen cuando dicha recurrencia se implementa en MATLAB y se realizan 15
iteraciones. Se han mostrado completos los perimetros de los poligonos que considerd
Arquimedes en su trabajo, n = 3, 6, ...,96,y las dos ultimas lineas corresponden a los
perimetros de los poligonos conn = 49152 y n = 98304 lados, respectivamente. Se han
senalado con color rojo los digitos correctos de @ que se obtienen en cada aproximacion.



n Pn Pn €n eZn/en
2.59807621135331 | 5.19615242270663 |0.54351644170172]0.26051217992912
6 2 1 6
6 3.00000000000000 | 3.46410161513775 |0.14159265305503]0.25258451659131
0 5 7 2
12 3.10582854123024 | 3.21539030917347 |0.03576411182478]0.25064343321915
9 3 8 6
24 3.13262861328123 | 3.15965994209750 [0.00896403977379]0.25016064907746
9 1 9 6
48 3.13935020304686 | 3.14608621513143 |0.00224245000817]0.25003998416231
8 5 0 2
96 3.14103195089051 | 3.14271459964536 |0.00056070216452]0.25000932481331
0 8 8 9
4915 3.14159265145076 | 3.14159265786784 (0.00000000160426 -
2 8 5 9
9830 3.14159265305503 | 3.14159265465930 - -
4 7 7

Tabla 2. Aproximaciones a 7 obtenidas mediante los perimetros de los poligonos regulares
inscritos y circunscritos a la circunferencia de diametro unidad y estimacion de los errores
cometidos.

Concluimos que

3.141592653 < m < 3.141592655,

y tenemos 10 digitos correctos de m. Realizando mads iteraciones se podrian conseguir
mejores aproximaciones, pero jcudntas iteraciones serian necesarias para obtener 15
digitos correctos? Vamos a analizar con un poco de detalle los resultados proporcionados
por los perimetros de los poligonos inscritos (columna segunda de la Tabla 2), aunque un
analisis similar se podria hacer con los resultados obtenidos con los poligonos
circunscritos (tercera columna de la Tabla 2). Tomamos como valor de 7 la aproximacion
mas precisa que hemos obtenido (el perimetro del poligono regular inscrito de 98304
lados) y calculamos los errores cometidos en las restantes aproximaciones respecto de
ésta, e, = Pogz04 — Pn- En la cuarta columna de la Tabla 2 se muestran dichos errores vy,
en la quinta columna, se incluyen los cocientes entre los errores de dos aproximaciones
consecutivas, e,,/e, . Observamos que estos cocientes parecen tener un limite finito e
igual a 1/4, lo que significa que al multiplicar por 2 el nimero de lados del poligono
regular cuyo perimetro calculamos, el error en la aproximacién a m que obtenemos se
divide por 4 = 22 (convergencia cuadratica). Una vez conocido el orden de convergencia
de la iteracion, se puede estimar el nimero de iteraciones necesarias K para que la
diferencia m — p,, sea menor que 102 (obtener 10 digitos correctos de 7). Suponiendo

un error inicial de tamafio unidad, basta pedir que (i)K <1072 1o que lleva a K > 15;

es decir, hay que aproximar 7 por el perimetro del poligono regular de n = 3 x 21> =
98304 lados. Si se quisiesen 15 digitos correctos de m habria que llegar hasta
n = 3 x 2%* = 50331648 lados.



Aunque hemos obtenido el orden de convergencia de la iteracion de manera experimental,
analizando los primeros resultados numéricos obtenidos con dicha iteracion y recogidos
en la Tabla 2, se puede determinar de manera totalmente rigurosa el orden de
convergencia de la iteracion antes de ponerla en marcha. Para ello basta tener en cuenta
que el perimetro del poligono regular de n lados inscrito en la circunferencia de didmetro

unidad viene dado por p,, = n siné@,, , siendo 8,, = % el semiangulo interior de los n
triangulos isosceles que forman el poligono (ver Figura 1). Como al crecer n el angulo

0, se hace pequeno y tiende a 0, se puede aproximar sin 8, utilizando los primeros
términos del desarrollo de Taylor de la funcién seno para concluir que

B 3 > N
TP =gz " 120m T
y, por tanto,
3
T — G.02 .12 1
lim—pzn: lim—6 23 n =53
n—-oo T — pn n—-oo T[_ 2
6n?2

Observamos que el orden de convergencia de la iteracion depende principalmente del
primer término del desarrollo de Taylor del error @ —p, , y se puede acelerar la
convergencia del proceso si se puede hacer desaparecer de algin modo ese término
dominante en la expresion del error. La idea de la extrapolacion, utilizada con frecuencia
en Analisis Numérico, permite generar una nueva sucesion de aproximaciones a 1
mediante la relacion

1
Un = § (4p2n - pn) )

que no es mas que una combinacion lineal con coeficientes —1/3 y 4/3 de dos valores
consecutivos de los previamente calculados en la segunda columna de la Tabla 2. Ahora

7.".5

4 1
”—un=§(”—Pzn)—§(ﬂ—Pn)=W+'",

y, €n consecuencia,

li T — Uzp 1

im ———=—

nooo T—u, 2%’

es decir, el orden de convergencia en este caso es 4 (asintdticamente, al multiplicar n por
2, el error se divide por 16). Este mayor orden de convergencia se refleja en el menor
numero de iteraciones necesarias para conseguir la misma precision en la aproximacion
al valor de m. Si, como hicimos antes, queremos estimar el nimero de iteraciones
necesarias K para que la diferencia  — u,, sea menor que 10™° y suponemos un error

inicial de tamafio unidad, pedimos ahora que (1—16)K <10% loquellevaaK >8,ya
n=3x2%=768.



n Pn Up = (4P20 — Pn)/3

2.598076211353316 | 3.133974596215561

6 | 3.000000000000000 | 3.141104721640332

12 | 3.105828541230249 | 3.141561970631569
24 | 3.132628613281239 | 3.141590732968744
48 | 3.139350203046868 | 3.141592533505057
96 | 3.141031950890510 | 3.141592646083780
192 | 3.141452472285462 | 3.141592653120656

Tabla 3. Aproximaciones a 7 obtenidas mediante extrapolacion de los perimetros de los
poligonos regulares inscritos en la circunferencia de didmetro unidad.

En la Tabla 3 se han incluido los valores p,, y u,, destacando en color rojo los digitos
correctos de . Observamos que, con solo 6 iteraciones de la recurrencia inicial y
haciendo extrapolacion, se obtienen los primeros 10 digitos correctos de m, los mismos
que se obtenian tras 15 iteraciones de la recurrencia original. Aunque las previsiones de
nuestro analisis previo sugerian K > 8, se estaba suponiendo que el error inicial era de
tamafio unidad, pero en nuestro caso, T — U3 ya €s menor que una centésima.

El procedimiento de extrapolacion, que permite pasar de p, a u, , se puede iterar para
generar aproximaciones de orden mds y mas alto, combinando linealmente
aproximaciones de menor orden. Con la extrapolacion se pierde la interpretacion
geométrica de los valores calculados, pero se acelera notablemente la convergencia, como
se ha puesto de manifiesto en la Tabla 3. Es justo decir, sin embargo, que, aunque la
extrapolacion supone una mejora sobre el procedimiento inicialmente propuesto por
Arquimedes, s6lo permite obtener un nimero moderado de digitos del nimero 7, siempre
que se disponga de un ordenador que permita realizar los céalculos necesarios con
suficiente precision. Los mas de 20 millones de digitos del nimero 7 que se conocen en
la actualidad se han calculado con otros procedimientos mucho mas rapidos que los aqui
mostrados y trabajando con ordenadores muy potentes y de muy altas prestaciones.

ALGUNAS CONSIDERACIONES FINALES.

Quiero terminar esta contribucion sefialando que éstas son s6lo mis historias de m,
sesgadas por mi formacion y por el ambito matematico en el que se desarrollan mi
docencia y mi investigacion, y motivadas inicialmente por el titulo del trabajo de G.M.
Phillips, donde llama analista numérico a Arquimedes. Hay otras muchas historias de 7.
Quizas cada lector tenga las suyas. Pero, en mis historias de m, he intentado incluir
historias donde aparecen reflejadas las distintas ramas de las Matematicas y que se pueden
adaptar a alumnos de los distintos niveles de educacion e incluso a personas que aunque
dejaron de ser alumnos hace tiempo siguen manteniendo curiosidad por aprender cosas
nuevas.
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Resumen

Palabras clave: aplicaciones para moviles, Matematicas, recurso didactico, juego,
mobilelearning

INTRODUCCION.

Actualmente, las tecnologias de la informacién y la comunicacion (TIC) estan presentes
en todos los &mbitos de la realidad circundante. Como consecuencia, su aplicacion en el
aula como recurso didactico parece ineludible debido a que el dominio de la competencia
digital es uno de los requisitos indispensables de la sociedad presente y futura. En este
escenario, el mobilelearning surge para dar respuesta a la necesidad de integrar las
tecnologias moviles en el contexto educativo.

El mobilelearning se puede definir como aquella modalidad u oferta educativa en la que
la construccion del conocimiento se realiza mediante la mediacion de dispositivos
moviles portables (Brazuelo, Gallego y Domingo, 2011). En consecuencia, la educacion
no estd limitada por el ambiente espacio-temporal de aprendizaje, sino que se
complementa y enriquece para provocar una experiencia mas flexible y significativa que
ayude al alumnado a aprender desde diferentes contextos (Salz, 2005).

El uso del mobilelearning tiene varias ventajas desde el punto de vista educativo ya que
actualmente el alumnado tiene gran destreza en las herramientas interactivas, conoce su
manejo y domina el lenguaje digital. Ademas, las nuevas generaciones de estudiantes
poseen una actitud favorable y motivadora hacia las TIC, mostrando habitualmente
preferencias al aprendizaje visual y altas competencias en recibir y procesar informacion
(Prensky, 2001). En este contexto, una parte de la investigacion sobre tecnologias méviles
se ha centrado en enfatizar su capacidad asistencial para actividades contextualizadas en
mobilelearning (Jeng et al., 2010), tanto desde la perspectiva de la ubicuidad para los
entornos de educacion a distancia (Chang, Sheu y Chan, 2003; Clough et al., 2008;
Sharples y Beale, 2003) como el aprendizaje situado (Lai, et al., 2007; Morken, Divitini
y Haugaloken 2007). Por otro lado, los esfuerzos docentes se centran en la aproximacion



de identificar y proporcionar contenidos multimedia ricos e interactivos, que faciliten el
aprendizaje mediante la aplicacion de tecnologia movil y estrategias de aprendizaje
adecuadas.

Este estudio se enmarca en esta Gltima dimension con el objetivo de visibilizar e incluir
el uso de aplicaciones (4pps) para dispositivos moéviles (smartphones o tablets) como
recurso didactico para la educacion matematica. Se presenta el disefio y la evaluacion de
una secuencia didéctica de innovacidon docente para la enseianza y el aprendizaje de las
Matematicas, dirigida al segundo ciclo de Educacion Infantil (3-5 afios). La aplicacion
para movil seleccionada para esta propuesta es Cuttherope©. Partimos de la idea de que
la App se apoya en otros materiales y modalidades de aprendizaje para construir un
entorno interdisciplinar, funcional y extrapolable a la vida cotidiana de los/as infantes.

La propuesta didactica es el resultado de un ciclo de revision y mejora que se ha llevado
a cabo a través de una intervencion didactica con 26 nifios/as de entre cuatro y cinco afos.
El disefo estd enfocado a la ensefianza y el aprendizaje de contenidos matematicos
conceptuales como el sentido numérico, las nociones espaciales, introduccion a la
medida, propiedades de los objetos o figuras geométricas, asi como habilidades y técnicas
heuristicas de resolucion de problemas. El planteamiento metodoldgico se basa en el
aprendizaje experimental y por descubrimiento, el mobilelearning, el aprendizaje social
(Bruner, 1961; Dewey, 1995) y de contexto situado. Ademas, se potencia el entorno de
aprendizaje mediante una secuencia didéctica activa, ludica, dindmica, participativa y
cooperativa.

DISENO DE LA PROPUESTA EDUCATIVA.

El disefio de la propuesta se ha realizado tomando como base los principios pedagdgicos
que han de estar presentes al introducir contenidos del area de Matematicas en la etapa
de Educacion Infantil (Chamorro, 2005; De Walle, 1990). Consecuentemente, se
potencian secuencias integrales de Matematicas que trabajen todos los contenidos
requeridos en la etapa, de una forma conceptual, procedimental y competencial y con un
objetivo claro, desarrollar el pensamiento ldgico-matematico y las habilidades de
resolucion de problemas en el alumnado. Desde el punto de vista metodologico, se han
de promover situaciones de experimentacion con materiales manipulativos para que el
alumnado construya de manera progresiva y activa su conocimiento (Bruner, 1961;
Dienes, 1981). Ademas, es necesario destacar la importancia del juego en Educacion
Infantil (De Guzman, 1989; Piaget e Inhelder, 1969), y garantizar aprendizajes
funcionales, entendiendo estos como aquellos que podran ser utilizados por el alumnado
de forma practica en circunstancias reales donde los necesite, tanto para llevar a cabo
otros aprendizajes como para su extrapolacion a diferentes ambitos de la vida cotidiana.
Cabe destacar que, para la etapa de Educacion Infantil, la funcionalidad del contenido se
basa principalmente en su utilizacion en situaciones de juego.

Con respecto a las orientaciones para la implementacion en el aula de escenarios
integrados con el mobilelearning, el punto de partida del uso de Apps ha de ser siempre
pedagogico, siendo necesaria una planificacion docente previa (Park, 2011; Scopeo,
2011). Este tipo de herramienta digital puede ser muy util, pero no garantiza una
experiencia significativa de aprendizaje si no se utiliza de manera eficaz. Tan importante
es determinar qué Apps usar como la forma en la que trabajar con ellas en las aulas; es
decir, las estrategias de aula aconsejadas para obtener el maximo provecho a esta
herramienta de aprendizaje. El alumnado tiene un conocimiento inherente al medio, pero
el docente ha de ensefarle como utilizar este recurso en un contexto formativo. Se
incluyen a continuacion las etapas a desarrollar en la implementacion:



e Disefar las actividades en funcion de su relacion con los contenidos matematicos
que se quieren ensefiar y el objetivo de aprendizaje a alcanzar.

e Describir la tecnologia mévil que queremos utilizar. Se ha de decidir el tipo de
App en funcion de la vertiente metodoldgica que queramos potenciar:

o Vertiente conceptual: Apps elaboradas de manera comercial e ideadas como
recurso didactico para trabajar contenidos concretos de Matematicas mediante
el juego o herramientas interactivas especificas (Maths Vs Zombies©, Medieval
MathBattle©, OperationMathCodeSquad©, Rey de las Matematicas©,
Smartick©, Tren de las Matematicas©, etc., 2018)

o Vertiente asistencial: Apps elaboradas de manera comercial cuya finalidad es
asistir al alumnado, principalmente en el trabajo autobnomo y colaborativo.
(Geogebra©, MyScriptCalculator©, Photomath©, SnapSchool©, etc, 2018).

o Vertiente interdisciplinar: en esta vertiente, la clave no radica tanto en la App
como en la lectura matematica de la misma por parte del docente. Esta nos
conduce a encontrar las conexiones entre la App y las Matematicas, las ideas
soportadas por el contexto y los conceptos explicitos e implicitos presentes en
la pantalla. Hemos de buscar ademas que la App tenga las caracteristicas de los
buenos juegos (Guzman, 1989) y de los buenos problemas (Grupo Cero, 1984).
Desde este enfoque, la busqueda de Apps para el aula de Matematicas ha de
priorizar aquellas que desarrollan herramientas intelectuales basicas como la
abstraccion, la intuicion, la imaginacion, la curiosidad, la observacion y el
razonamiento logico, a la vez que cumplen los requisitos para ser significativas,
Technological Pedagogical Content Knowledge (Mishra y Kohler, 2006), y
permiten establecer escenarios pedagogicos experimentales (Koole, 2009). En
este sentido, aquellas Apps que fomentan la resolucion de problemas a través
del juego potencian el aprendizaje de conceptos abstractos mediante una de las
situaciones educativas mas eficaces, aprender jugando.

e Definir una secuencia integradora orientada y guiada en la que se especifique todo
el proceso a seguir, asi como aportar un esquema consensuado de los pasos para
que el alumnado no se distraiga del cardcter formativo de la intervencion. Asi
mismo, se ha de establecer la creacion de roles para el grupo participante.

e Determinar el coste de implementacion: materiales y temporalizacion.

e Una vez determinadas las actividades, se han de disenar los instrumentos de
evaluacion. Debido a la complejidad que conlleva la evaluacién en entornos de
mobilelearning (Traxler, 2007) es posible que sea necesario incluir material
complementario.

e Coordinar la experiencia con las familias y/o tutores para poder limitar las horas
de uso de los dispositivos moviles y, de esta manera, intentar evitar las posibles
consecuencias fisicas, psicologicas y sociales que puede conllevar el trabajo con
las Apps (Kukulska-Hulme, 2007).

Debido a que la importancia de este trabajo no es innovar con el dispositivo moévil, sino
el proceso de ensefianza y aprendizaje al que complementa, la eleccion de la herramienta
se ha realizado basandonos en la capacidad potencial pedagdgica que ofrece la App
seleccionada, sin necesidad de que haya sido disefiada con ese fin (Chick, 2007); es decir,
trabajaremos en la vertiente interdisciplinar. La idea subyacente al utilizar este tipo de
App es que, cuando cambia el modo de pensar y el alumnado ve la pantalla desde un
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punto de vista matematico, se construye conocimiento y aumenta la capacidad de
aprender. Ademas, la posibilidad de que en su vida cotidiana el alumnado vuelva a jugar
y recuerde el razonamiento que ha seguido en el aula enriquece el aprendizaje y desarrolla
la capacidad de reconocer conceptos y elementos matematicos asi como el uso del
razonamiento 16gico en entornos informales.

El disefio que se expone a continuacion ha sido planificado siguiendo las
recomendaciones descritas.

PROPUESTA.

Se han creado ocho actividades con la aplicacion CutTherope®©. Los objetivos didacticos
se desarrollan en la tabla 1 del anexo A. Las principales caracteristicas de la
implementacion propuesta se encuentran en la tabla 2 del anexo B. La evaluacion
disefiada se desarrolla en el anexo C.

Actividades.

Las actividades se dividen segliin las fases habituales de la resolucion de problemas
(Guzman, 1991; Polya, 1945), asi como en la gestion cognitiva de la informacion de la
piramide del conocimiento (Ackrof, 1989; Cleveland, 1982). Se realizaran todas las
actividades con dos pantallas diferentes, pantalla 1 (figura 1A) y pantalla 2 (figura 1B).
Las imagenes incluidas en este trabajo pertenecen a estas pantallas indistintamente.

Familiarizacion con el problema: Presentacion.

Lo primero que se realizara sera la presentacion de la pantalla de la App (figura 1) que
vamos a utilizar. Comenzaremos con la fase de familiarizacion del problema. En este caso
la mascota del juego se llama Coco. La primera pregunta que intentaremos resolver es la
descripcion de aquello que el alumnado ve en la pantalla (datos) y explicaremos que el
objetivo del juego es que Coco pueda comerse el caramelo (objetivo). En este punto no
incluiremos la consecucion de la estrellas.

(A) (B)
Figura I.Primera (A) y segunda (B) pantalla propuesta. Fuente: Cuttherope© (2018).

Familiarizacion con el problema: Convertimos los datos en informacion
Actividad 1: ;Qué ves?

Con una ficha plastificada de la pantalla adaptada (figura 2) se han de unir las bolitas
azules que aparecen con la finalidad de formar cuadrados y tridngulos. Posteriormente,
se pedira identificar en la pantalla una figura geométrica diferente a las anteriores.
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Figura 2. Material adaptado de la primera pantalla. Fuente: Cuttherope© (2018).

Actividad 2: ;Cudntas figuras encuentras?

Se le aporta a cada pareja la planilla de la figura 3. A continuacioén, se solicitara al
alumnado que la cumplimente mediante pegatinas y/o grafia en funcion de la cantidad de
cada figura que encuentre en la pantalla (figura 1 o figura 2). Se pueden afiadir los colores
de las figuras o dejar sélo su tipologia.

Figuras ;Cuantos

geomeétricas hay?

O
S

Figura 3. Material de la Actividad 2. Fuente: propia.
Actividad 3: ;Miden lo mismo?

Con el material de la figura 4, se han de medir distancias con el dedo indice mojado en
pintura de dedos o con gomets dispuestos consecutivamente. En primer lugar se realizara
sobre las 4 cuerdas interiores (color amarillo). A continuacién, sobre las cuerdas
exteriores (color azul). Por ultimo, se compararan los resultados para introducir el
concepto de medida informal y se justificara la identificacion de las figuras geométricas
formadas. (Para el tercer curso del segundo ciclo de Educacion Infantil, se podria afiadir
la medicion mediante instrumentos formales de medida).

Figura 4. Material adaptado para la Actividad 3. Fuente: Cuttherope©” y propia.
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Actividad 4: ;Donde esta Coco?

En esta actividad se repartira la ficha de muestra de la figura 5-A y la cuartilla de la figura
6, ambas del anexo D. También es posible realizar la actividad sobre la misma pantalla
tactil adaptando la tablet con un cordel y s6lo se aportara la planilla. En el primer caso,
se comenzard rodeando con color rojo la flecha que apunta hacia arriba y de color verde
la que apunta hacia abajo. Después deberan pegar gomets rojos en los circulos y estrellas
que queden por encima (arriba) de la linea que hemos trazado y verdes en los circulos y
estrellas que queden por debajo (abajo), también puede rodearse con un rotulador de
color. Una vez hecho esto, se cumplimentara la cuartilla con contadores, con las propias
pegatinas, y/o la grafia de la cantidad correspondiente.

Actividad 5: Derecha e izquierda

En esta actividad se repartird la ficha de muestra 5B y la cuartilla de la figura 6 del anexo
D o se realizard sobre la misma pantalla tactil adaptando la tablet con un cordel y sdlo se
aportara la planilla. Antes de comenzar, se colocara un gomet rojo en la mano derecha
del alumnado y un gomet verde en la mano izquierda. La actividad consiste en pegar
gomets rojos a los circulos y estrellas que queden a la derecha de la linea y gomets verdes
a los que queden a la izquierda. A continuacion se cumplimentard la cuartilla mediante
contadores y/o la grafia correspondiente.

Busqueda de estrategias

En esta fase se usard la pantalla original mostrada en la figura 1, se preguntard al
alumnado en qué parte de la pantalla estd Coco (arriba o abajo, derecha o izquierda) y
qué cuerdas creen que habra que romper primero para que el caramelo llegue a Coco, las
de la parte de arriba o las de la parte de abajo, las de la derecha o las de la izquierda. La
idea es entender que quizas sea una buena idea comenzar por las que estdn mas alejadas
de Coco. En este punto, se recomienda generar un debate.

Actividad 6

Los nifios tendran que escribir los nimeros ordinales en cada cuerda para, posteriormente,
seguir ese orden de corte y resolver la pantalla en la tablet.

Llevar a cabo las estrategias.
Actividad 7.

Se hard mediante la técnica heuristica ensayo-error en la que ellos deberan llevar a cabo
su estrategia propuesta en la actividad 6 y comprobar si de esa manera se resuelve la
pantalla o no. Si no lo consiguen, tendran que justificar oralmente por qué creen que no
ha funcionado. Si ha funcionado, pasarian a la actividad 8.

Para esta actividad se tendra un panel a famario real que permita al alumnado probar sus
estrategias en un entorno de aprendizaje situado.

Metacognicion.
Actividad 8.

En esta actividad se realizaran dos fases: la busqueda de otras soluciones posibles y la
consecucion de las estrellas.



Resultados de la implementacion.

Esta propuesta se ha llevado a cabo en un centro educativo con 26 infantes del segundo
curso del segundo ciclo de Educacion Infantil, ver anexo E.

Una vez analizadas y normalizadas las diferentes evaluaciones del anexo C, se concluye
que los contenidos matematicos que mejor se han adquirido son los relacionados con
sentido numérico, nociones espaciales y las figuras geométricas. Por el contrario, el
contenido de medicion con instrumentos informales de medida ha sido el que menos
puntuacion ha obtenido. En segundo lugar, la mayoria de las actividades obtuvieron una
calificacion alta en cuanto a motivacion se refiere (media superior a 2.7 sobre 3); es decir,
que la mayoria de las actividades resultaron ladicas y dinamicas. En cuanto al nivel de
dificultad se obtuvo un nivel medio de 1 sobre 3; es decir, faciles. Finalmente, cabe
destacar que la motivacion no ha estado correlacionada con el nivel de dificultad ni con
la adquisicion de contenidos. Por otro lado, el uso del panel a tamaio real fue igual de
motivador que la propia tablet.

CONCLUSIONES.

En este trabajo se plantea el uso de Apps para dispositivos moviles como recurso
didactico para ayudar al docente en la tarea de la ensefianza y aprendizaje de las
Matematicas en Educacion Infantil.

La propuesta realizada se basa en el uso de una App que no esta disefiada especificamente
para ensefiar Matematicas, habiéndose probado su eficacia para contribuir a desarrollar
la reflexion y el razonamiento y la adquisicion de conocimiento matematico a partir de la
observacion y de la experimentacion, en un entorno motivador y extrapolable a la vida
cotidiana mediante mobilelearning.
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ANEXO A
Tabla 1. Objetivos didacticos de las actividades

Actividad  Objetivos

Reconocer figuras geométricas.

Crear figuras geométricas.

Desarrollar la coordinacion viso-manual.
Desarrollar las fases de la resolucion de problemas.

Al

Identificar figuras geométricas.
A2 Afianzar la relacion cardinalidad y conteo.
Desarrollar las fases de la resolucion de problemas.

Medir distancias con instrumentos informales de medida.
A3 Relacionar medidas con propiedades de figuras geométricas.
Desarrollar las fases de la resolucion de problemas.

Profundizar en la nocidn espacial encima-debajo de, arriba-abajo.
Revisar las figuras geométricas y los colores.

A4 Mejorar la motricidad fina.
Afianzar la relacion de cardinalidad y conteo.

Introducirse en la nocién espacial derecha-izquierda.
Revisar las figuras geométricas y los colores.

AS Mejorar la motricidad fina.
Afianzar la relacion de cardinalidad y conteo.

Desarrollar el pensamiento matematico.
Trabajar los ordinales.

A6 Fomentar la resolucion de problemas mediante el ensayo-error y el estudio
de casos.



Trabajar los ordinales.

Fomentar la resolucion de problemas mediante el ensayo-error y el estudio
de casos.

Potenciar el trabajo cooperativo.

A7

Desarrollar el pensamiento matematico.
A8 Desarrollar la creatividad.
Auto-gestionar sentimientos de frustracion y/o negatividad.

ANEXO B
Tabla 2. Caracteristicas de la propuesta. (*) La cantidad de material dependera del tipo de
implementacion
Descripcioén
- Fichas plastificadas.
- Pintura de dedos.
- Lapices.
Materiales(*) - Tablet.
- Cordel.
- Gomets de diferentes formas y
colores.
S 4 sesiones de 2 horas cada una para cada
Temporizacion
pantalla
Agrupaciones Parejas

ANEXO C

Los instrumentos de evaluacion se han disefiado para valorar la adquisicion de contenidos
(tabla 4), la evaluacion de la implementacion (tabla 3) y la percepcion de dificultad y
motivacion del colectivo de aplicacion (registro individual de cada actividad medida en
escala Likert de 1 a 3).

Tabla 3. Tabla de registro de evaluacion de la implementacion

Puntuacion
Adecuados Suficientes Observaciones

Los materiales han sido ...

La temporalizacion ha sido...
La organizacion ha
resultado. ..

Tabla 4. Criterios de calificacion y evaluacion

AC CRITERIO DE EVALUACION Ptos.
T

Cl ;Han reconocido el cuadrado? 1




C2 ;Han reconocido el triangulo? 1
Al (C3 ;Han marcado con pintura de dedos alguna otra figura (circulos)? 1
C4 (Han creado el cuadrado? 1
C5 (Han creado algin tridangulo? 1
C6 ;Han marcado otros circulos que no fueran las bolas azules? 1
C1 ;Han contado mas de tres cuadrados? 1
A2 (C2 ;Han contado mas de cuatro circulos? 1
C3 ;Han sabido clasificar cada figura geométrica? 1
C4 (Han contado las seis estrellas? 1
A3 Cl1 ;Han medido con azul la distancia de los lados del cuadrado (por fuera)? 1
C2 ;Han medido la distancia de las cuerdas con amarillo (por dentro)? 1
Cl ;Han rodeado de rojo la flecha que apuntaba hacia arriba? 1
C2 ;Han rodeado de verde la flecha que apuntaba hacia abajo? 1
Ad C3 (Han puesto gomets rojos en los circulos que estaban por encima de la 1
linea?
C4 (Han puesto gomets verdes en todos los circulos que estaban por debajo 1
de la linea?
C5 (Han puesto gomets en todas las estrellas que habia por encima de la 1
linea?
C6 ;Han puesto gomets en todas las estrellas que habia por debajo de la 1
linea?
C1 ;Han sabido identificar izquierda y derecha en la ficha? 1
C2 (Han puesto gomets verdes en todos los circulos que quedaban a la 1
izquierda de la linea?
C3 (Han puesto gomets rojos en todos los circulos a la derecha de la linea? 1
AS C4 Han puesto gomets en todas las estrellas que quedaban a la izquierda de 1
la linea?
C5 (Han puesto gomets en todas las estrellas que quedaban a la derechadela 1
linea?
C6 (Han puesto gomets en los circulos que quedaban en el centro de la linea? 1
C7 (Han puesto gomets en los circulos que quedaban en el centro de la linea? 1
C1 (Han sabido decir correctamente donde estaba situado Coco? 1
A6 ) (Han utilizado razonamiento 16gico en el debate? 1
C3 (Han sabido escribir correctamente los nimeros ordinales en las cuerdas? 1
C1 ;Han cortado las cuerdas en la secuencia de ordinales propuesta? 1
A7 (C2 ;Han resuelto el mural? 1
C3 (Han reescrito los nimeros en funcion de los ensayos descartados? S/N
C1 ;Han encontrado otra combinacidn para resolver la pantalla? S/N
A8 (5 ;Han conseguido una estrella resolviendo la pantalla? 1
C6 (Han conseguido dos o tres estrellas? 1
ANEXO D

En este anexo se incluyen algunos de los materiales utilizados en las actividades
propuestas.



De Castro, N. y Gutiérrez, S.

(B)
Figura 5. Material de la Actividad 3. Fuente: [1] y propia.

La planilla mostrada en la figura 6 podria aportarse sin celdas coloreadas de gris para

aumentar la dificultad en su cumplimentacion.

v =P

<«

g

Figura 6. Material de la Actividad 3. Fuente: propia.

ANEXO E
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Figura7. Iméagenes de la intervencion realizada.

Para hacer referencia al articulo:

De Castro, N. y Gutiérrez, S. (2018). Matematicas en Educacion infantil utilizando aplicaciones
moviles como recurso didactico. En Consejeria de Educacion de la Junta de Castilla y Leon.
Asociacion Castellana y Leonesa de Educacion Matematica “Miguel de Guzman”. (Ed.), XIV
Congreso Regional de Matematicas de Castilla y Leon. (pp. 42-54). Lugar: Universidad de Leon
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VA POR MIS ALUMNOS: LOS DEL PASADO, LOS DEL
PRESENTE Y LOS DEL FUTURO

Rosa Maria Ruiz Nufiez

Profesora de Ensefianza Secundaria Matematicas IES “Jorge Manrique” (Palencia);
Instituto GeoGebra de Castilla y Ledn.

Resumen

Existen tantas maneras de interpretar la Matematica y su docencia como personas que
se quieran dedicar a ello. Si trasladamos este hecho a nuestras aulas, en ellas tenemos
alumnos que enfocaran su futuro contando con ellas y muchos otros que no. ;Sirven
nuestras clases para comunicarnos con todos?

Pero este planteamiento no es nuevo. Es claro que, después de tantos anos, no hemos
encontrado la piedra filosofal ni una varita magica que diera con la solucion, jo si?
Buscamos modelos que puedan aportar algo de luz a la dinamica de unas aulas que son
las que nos toca atender, dejando de lado que quienes las atendemos somos nosotros,
con nuestros recursos y nuestra forma de interpretarlas.

De las tantas maneras de interpretar la Matematica y su docencia, esta ponencia es el
resultado de una de ellas. ;Sus estrategias? Comunicacion y la tecnologia que ofrece

GeoGebra.

Palabras clave: metodologia, Matematicas, Secundaria, comunicacion, GeoGebra.

INTRODUCCION.

El final de una etapa
Por Aunegni

Figura 1: Comienzo de la exposicion

Cuando se lleva 25 afios trabajando con alumnos de diferentes niveles, es posible que no
sea la primera profesora que echa la vista atrds y recuerda situaciones que han marcado
su labor en las aulas, en un intento de comprender mejor su evolucion. Sin duda, son los
docentes que se dedican a la investigacion aquellos para los que es licito dar cuenta de su
trabajo en congresos y, posteriormente, editar sus publicaciones. Sin embargo, si estamos
hablando de investigacion, quizd la experiencia de una profesora como yo podria
considerarse como “un estudio de caso” y, sin disponer de suficiencia investigadora, mis
ideas y aportaciones pudieran ser utiles para otros profesionales de la docencia de la
Matematica. Por eso, quiero agradecer a la organizaciéon de este Congreso que haya
pensado en esa posibilidad y me haya ofrecido la oportunidad de exponer, en calidad de
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ponente, y publicar en estas actas las “investigaciones” que mi vida profesional y el
interés por mejorar mi tarea me han permitido durante veinticinco afios de vida en las
aulas. De ahi el titulo que aparece en la figura 1.

Las preguntas.

Entre las indicaciones para la realizacién de una buena investigacion, los expertos sefialan
que el planteamiento de una pregunta esencial es indispensable para dirigir el camino. Es
dificil seleccionar, por eso haré un breve resumen en torno a una de las que me ha dado
mas pistas para poder avanzar: ;como he impartido mis clases?

Los comienzos de cualquier docente estan basados en los conocimientos que lleva desde
su formacion en todos los niveles que supera en el sistema educativo, aquello que
recuerda de sus profesores y lo que puede aprender de los compatfieros con los que trabaja
o estd en contacto. Existen investigaciones que lo demuestran. Remito al lector a realizar
su propia busqueda. Mi caso no es una excepcion. Comencé mis clases “explicando”
aquello que sabia. Los comentarios de alguno de mis alumnos me indicaban que no lo
hacia muy mal. Supongo que, por esa razon, durante afios continué, haciéndolo de la
misma manera: mediante la transmision verbal de los conocimientos de los que disponia.

De esta forma, los contenidos marcados en las programaciones eran los elementos
caracteristicos de las clases. Pero, inconscientemente, estaba dejando de lado las
concepciones de los alumnos, los puntos de vista no cientificos o la informacion
proveniente del trabajo directo con la realidad. De hecho, fueron nuevamente ellos, los
alumnos, quienes me lo revelaron cuando uno me pregunté en clase para qué servian los
polinomios. Afios después he comprobado que compatfieros docentes que se dedican a la
disciplina de otras materias también se hacen las mismas preguntas.

Los examenes han sido durante afios la prueba objetiva de medir el grado de consecucion
de los objetivos previstos. La tnica nota era la que obtenian en las pruebas, adoptando
los criterios de calificacion de las programaciones. La realidad mostré que con ello no se
conseguia involucrar realmente a los alumnos en el proceso de aprendizaje. Lo que se
conseguia era el efecto contrario, es decir, una sensacion de fracaso que les desmotivaba
frente a la materia y les impulsaba a no creer en sus propias capacidades. Lo comprobé
cuando una alumna de Grado en Primaria, a la que yo no habia dado clase anteriormente,
suspendia su tercera matricula en la materia. Su desesperacion por el gasto que suponia
la siguiente matricula le llevo a decirme “no tienes corazon”.

Para seguir aprendiendo de los errores, que entendia iba cometiendo en cuanto a la
metodologia que empleaba, en la ultima fase de mi carrera profesional he dedicado mayor
atencion a los intereses de mis alumnos. Sin embargo, tampoco he obtenido grandes
resultados. Las respuestas esta vez fueron hostiles. Un alumno, de forma an6nima en una
encuesta de valoracion, ofrecié una opinién poco positiva en torno a mis conocimientos
en Matematicas. Pensé, ;de verdad debo creer que ya no s¢ Matematicas?

Quiza todas estas circunstancias, a veces desagradables y dolorosas, porque ambas partes
estamos involucradas en la interpretacion del perfil que nos ha tocado, se hubieran podido
evitar si hubiese podido leer la mente de mis alumnos. Pero como les digo a ellos, si
pudiera hacer eso, me dedicaria a otra cosa. Por eso, he entendido que existe un problema
de comunicacion en las aulas que no se puede resolver de la noche a la mafana y que,
para encontrar respuestas, en primer lugar, debo querer hacerlo.



Algunas respuestas.

Mi solucion pas6 por probar metodologias nuevas, tecnologia, otras estrategias diferentes
a la clase tradicional para sentir que los alumnos se implicaban, pero sobre todo algo
realmente importante: que lo que hacia tenia alguna utilidad. Algunas dieron resultado,
mantenian la atenciéon de los muchachos y permitian que en las clases hubiese cierta
motivacion. También se producia el efecto contrario, en ocasiones las actividades que
planteaba no daban el resultado esperado.

En mi paso por formacion del profesorado, la tecnologia se convirtié en una prioridad,
tanto para aprender como para las tareas que debia realizar. Logicamente, cuando volvi
al aula, seguia siendo una prioridad, pero los recursos no eran los mismos. Lo que habia
usado hasta el momento se fortalecié con la interactividad de algunas paginas web que
visitaba, pero casi siempre encontraba inconvenientes: no habia conexion o el aula en el
que estaba la pizarra digital estaba ocupada. En 2009 conoci GeoGebra. El me dio la
solucion. No solo porque era posible aclarar muchos conceptos por medio de su uso, sino
porque me hizo entender que, aunque los alumnos no se comunicaran conmigo, si lo
harian con las Matematicas. A partir de ahi, seria mi complice.
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Figura 2: Conceptos matematicos en 2° ESO.

En primer lugar, habria de tener en cuenta la programacion, con todos sus referentes en
cuanto a contenidos, criterios de calificacion y estandares de aprendizaje. Observando la
figura 2, se puede imaginar que la tarea no es sencilla, especialmente para ellos. Aunque
muchos de los contenidos se han trabajado en cursos precedentes, el aprendizaje no se ha
producido. Se limitan a repetir patrones o recetas que, en la mayor parte de las ocasiones,
no recuerdan correctamente. Se olvidan del verdadero sentido de aquello que representa
cada uno de los conceptos que se trabajan. El lenguaje que utilizamos, en muchas
ocasiones, tampoco ayuda. Cada uno tenemos nuestra manera particular de referirnos a
ellos y dar las explicaciones oportunas.

Con GeoGebra era mas facil. El unico intermediario entre ellos y el software es su
pensamiento. La Unica parte que se podria mejorar es la paciencia que se necesita para
atender las dudas en el aula de informatica sobre el funcionamiento de algunas
herramientas. Pero, como nativos digitales que son, muchos de ellos no necesitan
demasiadas explicaciones y se puede aprender con ellos.



Ruiz, R. M.

‘GENERA MATRICULA

Necesitamos un contexto cercano, ;jun coche?
Me he comprado un coche...

Seguro hemos trabajado la probabilidad con las matriculas de los coches. Pero ;cuntas
veces hemos intentado crearlas? Se lo podemos decir a GeoGebra...

2

Figura 3

En segundo lugar, se trataria de plantear situaciones que tuvieran la capacidad de reunir
los conceptos que se deben trabajar en cada bloque de contenidos y el medio natural en
el que se desenvuelven nuestros alumnos (y, por ende, nosotros). En el ejemplo de la
figura 3 se combina la generacion de las matriculas de los coches con la devaluacion que
sufren éstos con el paso de los afos. Invito al lector a que encuentre en el BOCYL
correspondiente los contenidos, criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje que
se pueden trabajar con esta situacion.

Necesitamos combustible
En la gasolinera....

Otra cosa no, pero nimeros unos cuantos... ;Os habéis fijado en los dispensadores de
gasolina? Podemos reproducirlos con GeoGebra...

2

Figura 4

]

[

OE®

.
v(t) 7

e(t) =50t

A correr...

El viaje

Lo de correr por la carretera cada vez esta més vigilado. Pero ; cuéntas variables tenemos
que controlar para saber lo que estamos haciendo? .

2

Figura 5
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Situaciones reales
Tengo que echar cuentas...

Cualquier situacién que hayamos trabajado en clase, podemos contarsela a GeoGebra.
Entonces, jpor qué no practicar el calculo mental?

23

Figura 6

En las figuras 4, 5 y 6 se muestran otros ejemplos relacionados con la vida cotidiana.
Seguro que no les prestamos mucha atencion, pero son situaciones que repetimos varias
veces en nuestro dia a dia. Nuestros alumnos no escapan a ellas. Posiblemente no se hagan
preguntas y entiendan que todo estd ahi, sin mas, que ya estd inventado. Pero nosotros
tenemos la obligacion de recordarles que, detrds de todo eso, estan las Matematicas.
Como a nosotros probablemente no nos van a escuchar, que se comuniquen con
GeoGebra...

Pidiéndoles instrucciones...

Colectivo frontera de Matematicas

Este verano tuve el placer de acompafiar un par de dias a unos grandes amigos. Pepe
siempre me regala algin libro. Esta vez, sin quererlo, me regalé algo més... Una idea...

25

Figura 7

Y

Y esto ;como lo describirias?
Gran dodecaedro

Llevo mucho tiempo intentando comprender qué lleva a algunos comparieros a la
construccién de estas maravillas. Ahora lo entiendo... Pero también quiero que lo
entiendan mis alumnos.

2

Figura 8

Para finalizar, he incluido en esta exposicion las figuras 7 y 8 con iméagenes de dos
construcciones que se relacionan con la Geometria, nuestra “asignatura pendiente”...
pendiente de que le dediquemos mas tiempo en clase. Porque esas construcciones, aunque
parezca que tienen una complejidad mayor a la hora de elaborarlas, también tienen su
parte didactica.



CONCLUSION.

Mis alumnos me han ensefiado que rectificar es de sabios. No solo ensefio, aprendo. No
solo oigo, también escucho. Espero que ellos aprendan, porque asi podran ensefiarme y
podré seguir escuchando. Las cosas que suceden en clase siempre suponen un
aprendizaje. Si quienes nos dedicamos a la docencia de la Matematica no lo queremos
ver, el mundo seguira construyéndose y, probablemente, al volver la vista atras, podamos
arrepentirnos de no haber puesto remedio cuando aliin teniamos en nuestras manos la
construccion de su conocimiento.
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ENSENANDO MATEMATICAS A TRAVES DE SU
HISTORIA

M?® Encarnacion Reyes Iglesias
ETS Arquitectura, Universidad de Valladolid.

Resumen

El conocimiento de los periodos historicos en los que han surgido las grandes ideas
impulsoras del desarrollo de la Matematica debe formar parte del bagaje cientifico y
cultural de un docente de esta materia y redundar en un apoyo constante y una
motivacion notable en el proceso de ensenianza- aprendizaje matemdatico.

La inclusion de conocimientos historicos en la Programacion Docente de Matematicas
contribuye a apreciar la utilidad de esta ciencia en la resolucion de problemas practicos
desde la antigiiedad hasta nuestros dias, a la vez que pone de manifiesto su papel
fundamental en la construccion y el progreso de la humanidad.

Palabras clave: Historia, Matematicas, metodologia, Secundaria, Bachillerato.

PRIMEROS VESTIGIOS

e La primera evidencia arqueoldgica sobre la idea de conteo se encuentra en el
hueso de Lebombo, hallado en la Cueva de Border, en las montafias de Lebombo,
entre Sudafrica y Suazilandia. Estd datado en 35.000 afios de antigliedad. Este
objeto es un peroné de babuino con 29 hendiduras.

e La segunda muestra de Matematica prehistorica es el Hueso del Ishango,
descubierto en el afio 1950 por el arquedlogo Jean de Heinzelin en la Republica
Democratica del Congo (ex Congo Belga) al lado del lago Edward, una de las
fuentes mas remotas del Nilo. Se trata de un pequefio hueso de 10 cm de altura en
el cual estd grabada una serie de marcas incisas agrupadas figurando nimeros.
Segun los cientificos, se trataria de un baston para hacer calculos y seria una de
las pruebas mas antiguas de la agudeza matematica de nuestros ancestros: una
maquina de calcular prehistdrica, con una antigiiedad de 20000-25000 afios.

Figura 1: Hueso del Ishango
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ANTIGUAS CIVILIZACIONES

e De Babilonia destacan las tablillas cuneiformes, entre las cuales destaca la de
Plimpton 322 (1600 a. C.), por contener secuencias de niumeros que forman
“ternas pitagoricas.”

119 169 1
3367 4825 2
4601 6649 3
12709 18541 4

65 97 5

319 481 6
2291 3541 7

799 1249 8

481 769 9
4961 8161 10

45 75 11
1679 2929 12

161 289 13

1771 3229 14
56 106 15

Figura 2: Tablilla Plimpton 322

Los nimeros a = 2pq, b= p?>-¢2, ¢ = p>+q* (p>q) forman una terna pitagorica, es decir ¢>=
a2 + b2’

los valores p=12y q =5 originan laterna a=120,b=119yc=169 (by c en la primera
fila),

p =64y q=27 dan lugar a los valores b = 3367 y ¢ = 4825 de la segunda fila, etcétera.

e De Egipto han llegado a nosotros los papiros, entre ellos el de Rhind (nombre del
escocés que lo encontrd) o de Ahmes (su escriba). Data de 1650 a.C. y contiene
gran variedad de problemas de célculo, geométricos, fracciones unitarias,
progresiones, etcétera.

e De la India proceden las matematicas védicas recogidas en los Sulvasutras que
eran textos de Geometria que usaban numeros primos, reglas de tres, formas
geométricas, etc. Ademas, aparecen los cuadrados védicos consistentes en 9x9
casillas, numeradas del 1 al 9 en los lados superior e izquierdo. El resto de casillas
se obtienen al multiplicar un nimero de cada fila y uno de cada columna y sumar

las cifras o, equivalentemente en lenguaje de hoy, son las clases residuales moédulo
9, (Z/(9),°),
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Figura 3: Cuadrado védico

MATEMATICAS DE GRECIA

Entre los matematicos jonios de la Antigiiedad clasica griega, deslumbraron Tales (624
a.C. - 546 a.C.) y Pitagoras (580 a.C. - 520 a.C.).Y entre tantos aportes, estan los nimeros
poligonales qué, en lenguaje actual son las sumas parciales de los términos de las
siguientes progresiones aritméticas:

1, 1 1 @
1 2 3 4
1 35 7
1 4 7 10
1 59 13
1 6 11 16
1 7 13 19

ik
5
9
13
17
21
25

L s PA d'=
6 ... PA d=
11 PA. d=
16 PA. d=
21 PA. d=
26 PA. d=
31 PA:. d'=

SOk W N = O

= H

N 1 2 3 4 5
T 1 3 6 10 15
C 1 4 9 16 25
P 1 5 12 22 35
H 1 6 15 28 45
ep 1 7 18 34 55
O 1 8 21 40 65

6 ... Naturales
200 Triangulares
360 e Cuadrados
S Pentagonales
66 ... Hexagonales
Bl e Heptagonales
96 ... Octogonales

Del periodo ateniense destacan Hipodcrates de Quio, (470 a.C. - 410 a.C.), Hippias (460
a.C. - 400 a.C.), Democrito (460 a.C. - 370 a.C.), Platon (428 a.C. - 347 a.C.), Eudoxo
(408 a.C. - 355 a.C.) (las proporciones), Aristoteles (384 a.C. - 322 a.C.), Menecmo (380-
320 a.C.) (curvas conicas).

ESTATICAS DINAMICAS
Cuadrada % = 1l Raiz de dos % =42
a a
Dupla 5= 2 Raiz de tres 5= V3
Sesquidltera a_ 3 Aurea a_ 1++5
b 2 b 2
a 4 a
Sesquitercia —== Plata —=1++2
4 b3 b
Pentatercia a_s Bronce a_3+Vi3
b 3 b 2

Figura 4: Proporciones notables



Reyes, M“E.

Si f=90° = Circunferencia
Si f > a = Elipse

Si f = a = Paréabola

Si B < a = Hipérbola

Figura 5: Secciones de un cono por planos: curvas conicas

En esta época heroica se hacen contribuciones a la denominada “Algebra geométrica”

———a < b—

ab

b
| ———
| 1 (ab)’
a ab
a-b
a

a -b-

(a+b)Y =a’+2ab+b’
(a—b)’ =a*-2-ab+b’
(a+b)a-b)=a’-b"

a-b=%[(a+b)2—(a—b)2]

Figura 6: Algebra geométrica

Del Periodo helenistico destaca el Museion con la famosa Biblioteca de Alejandria:
Euclides (325 a.C.-265 a.C.) (Los Elementos), Arquimedes (287 a.C.-212 a.C.),
Eratéstenes (276 a.C.-197 a.C.), Apolonio de Perga (262 a.C.-190 a.C.) (curvas conicas),
Diocles (240 a.C.-180 a.C.).
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Entre los ultimos helenos de la escuela de Alejandria: Ptolomeo (siglo II), Diofanto (200
d.C.-284 d.C.), Pappus (290 d.C.-350 d.C.), Theon (335 d.C.—395 d.C.) y su hija Hypatia
(370 d.C.415 d.C.).

La contribucién de los griegos a las Matematicas constituy6 un avance fundamental al
convertir la Matemadtica en una ciencia estructurada, una disciplina tedrica con teoremas,
proposiciones y demostraciones formales.

MATEMATICAS DE LA INDIA

Entre otros hitos, proceden de la India:

Sistema de numeracion (notacion brahmi) del cual surge, con aportaciones de los
arabes, nuestro sistema decimal y nuestra notacion actual de los diez digitos.

Llegada del cero hacia el afio 876. Historia del cero (en la civilizaciéon maya
también aparece).

Pingala present6 la primera descripcion conocida de un sistema de numeracion
binario. Describi6 dicho sistema en relacion con la lista de métricas védicas y las
silabas cortas y largas.

MATEMATICAS DEL ISLAM Y DE LA EUROPA MEDIEVAL

Alkwaritzmi, Abu Ja'far Muhammad ibn Musa Al-Khwaritzmi, escribio la obra
llamada Hisab-al-jabr-wa-al-muqabala en el afio 830.

Al-jabr (restaurar o colocar). Mugabala (reduccion).

La palabra algoritmo se deriva de su nombre y fue el primero que describi6 y
explico el sistema posicional decimal con las cifras hindues.

En el siglo X aparecen las cifras arabigo-orientales y un simbolo para el cero.

Los nlimeros irracionales, las fracciones y las proporciones desempenaron un gran
papel en la Aritmética arabe.

Resolucion de ecuaciones cuadraticas: por ejemplo  x2 + 8x = 33 ;
x2+8x+16=33+16=49; (x+4)*=49=x+4=7 =x=3

X 4

o e

4ax

4ax
16

Figura 7: Resolucion de ecuaciones cuadraticas



MATEMATICAS DEL RENACIMIENTO

Tartaglia (1500-1557), Cardano (1501-1576), Bombelli, R. (1526-1572), Viete (1540-
1603), Napier (1550-1617), Galileo (1564-1642), Kepler (1571-1630), Guldin (1577-
1643), Snell (1580-1626).

El simbolo de la raiz cuadrada aparecié por primera vez en un libro de Algebra, llamado
Coss, escrito en aleman a principios del siglo XVI. Su autor fue Christoph Rudolff (1525).

En un principio para designar la raiz, vocablo derivado del latin radix, se escribia
literalmente raiz del numero, pero abreviadamente se comenz6 a utilizar la letra
“r”. Cuando los numeros eran de varias cifras se alargaba esa
superior por un trazo horizontal cubriendo los digitos.

(Y1)

I’ en su parte

Varios matematicos encontraron la necesidad de las raices de nimeros negativos,
para resolver todas las ecuaciones de segundo grado. Fue el ingeniero hidraulico
italiano Rafael Bombelli, (1526-1572) quien, después de leer la Aritmética de
Diofanto y el Ars Magna de Cardano, en el que ya aparecian raices de nimeros
negativos, establecio la Aritmética de los nimeros complejos, con la suma y el
producto de los mismos, al estudiar las ecuaciones de tercer grado. Bombelli
escribe su libro de Algebra en 1572 y en él se dan las reglas de los signos, para
operar con nimeros positivos y negativos.

Kepler introdujo en Geometria el concepto “infinitamente pequefio” usado hasta
entonces en sentido filos6fico. “El perimetro del circulo tiene tantas partes como
puntos, es decir, infinitos, cada parte puede verse como un triangulo isosceles de
lado el radio del circulo...”. Asi se obtiene la formula del area del circulo.

&

Figura 8: Aproximacion area del circulo

Etienne Pascal, (1588-1640, Mersenne (1588-1648), Desargues (1591-1661),
Descartes (1596-1650), Cavalieri (1598-1647), Fermat(1601-1665), Viviani
(1622-1703).

En el apéndice La Geométrie en su “Discours de la méthode” (1637) de
Descartes, estd el germen de la Geometria Analitica. La idea inicial de la
Geometria de Descartes se basa en paralelas cortando a una recta y determinando
segmentos (omnes ordinatim applicatae), de donde viene el concepto de
ordenada. Designo las variables con las ultimas letras del alfabeto, x,y,z y a las
constantes con a, b, c.

Afo1637: Enunciado del ultimo Teorema de Fermat: Si n es un entero mayor que
dos, es imposible encontrar nimeros enteros distintos de cero, x, y, z, tales que:
x"+y"t =z"



e Teorema de Viviani (1659): La suma de las distancias desde cualquier punto
interior a cada uno de los lados de un tridngulo equilétero es igual a su altura. Si /
es la medida del lado del tridngulo,

1 1 1 1
A(T) = —AB-H=—AB-p+EBC-n+—AC- m

2 2 2
<=>1l H 1l +1l +1l
—l-H= —-1- S I —l. =
2 g PTRbnToybm
H=p+n+m
(o4
.\H
m n
p
@ L @B

Figura 9: Teorema de Viviani
NACIMIENTO DEL CALCULO: SIGLO XVII

Newton (1642-1727) desarroll6 el calculo de las Fluxiones x = x(t), x,X, ... , el teorema
del binomio, la Ley de Gravitacion Universal, F = G mlr'zmz

, y un largo etcétera.

Leibniz (1646-1716) construy6 su célculo diferencial independiente de Newton. Uno de

los creadores de la simbologia mateméatica moderna. Simbolos para las diferenciales y

para la integral: dx, dy, %, [ydx

SIGLOS XVII Y XIX

En el afio 1701 Leibniz y Johann Bernoulli establecen una correspondencia acerca de un
sistema binario en Aritmética. En 1703 Leibniz publico una “Explicacion de la Aritmética
binaria” en 1"Academie Royale des Sciences, primera explicacion sobre este tema que
tendra impacto en la comunidad cientifica.

Euler (1707-1783) en su libro Introductio in analysis infinitorum de 1748, define el
concepto de variable: “Una magnitud variable es una magnitud general o indeterminada
que incluye, sin limitacion, todos los numeros”.

Y define con mayor precision el concepto de funcion (ya dado por Johann Bernoulli):
“Una funcion de una magnitud variable es una expresion analitica construida, de alguna
manera, con esa misma magnitud variable, con nlimeros y con magnitudes constantes”

e Simbolos  (1736)y e (1739). En 1777 denotd a la raiz cuadrada de (-1) como i,
i=+-1.
e ¢e™+ 1 = 0 (Identidad de Euler).



o e W =e¥(cosy+iseny), e =cosm+isenm = —1
e Las ultimas palabras de Euler el 18 de septiembre de 1783 ante un paro cardiaco:
“Extrario, no estoy percibiendo Matematicas”

Maria Cayetana Agnesi (1718-1799) escribid Instituzioni analitiche ad uso della gioventu
italiana, considerado un tratado sobre el calculo diferencial y el célculo integral, del que
la Academia de Ciencias de Paris comentaria: “Esta obra se caracteriza por una cuidadosa
organizacion, su claridad y su precision. No existe ninglin libro, en ninguna otra lengua,
que permita al lector penetrar tan profundamente o tan rapidamente en los conceptos
fundamentales del Analisis. Consideramos este tratado como la obra mas completa y la
mejor escrita en su género”.

Gauss (1777-1855). De nifio suma del 1 al 100. El 30-03-1796 construy6 con regla y
compas el poligono regular de 17 lados. EI 10-07-1796 demostr6 que todo entero positivo
es la suma de tres nimeros triangulares como maximo.

e Representacion de los nimeros complejos. Teorema fundamental del algebra.
e Astronomia y ley de minimos cuadrados.

e Public6 en 1827 el tratado “Disquisitiones circa superficies curvas” considerado
como la piedra angular de una nueva rama de la Geometria, la Geometria
Diferencial (propiedades de las curvas y superficies en el entorno de un punto).

Ada Byron o Ada Lovelace (1815-1852), matematica, se interes6 en la maquina analitica
de Babbage escribiendo sus Notas etiquetadas alfabéticamente de la A a la G, siendo
considerada esta ultima como primer algoritmo informético publicado. Por sus
instrucciones y programas, disefiados por ella, se considera como la primera
programadora de computadoras de la historia.

Figura 10: Ada Byron

En el articulo Geometrisches Zur Zahlenlehre de 1899 del vienés Georg Alexander Pick
(1859-1942) aparecio el siguiente teorema conocido como:

Teorema de Pick

Dada una cuadricula de puntos del plano y un poligono P simple cualquiera, cuyos
vértices estan en puntos de la cuadricula, se cumple que el area A(P) del poligono es:
AP) =1+ g — 1, donde I es el nimero de puntos de la cuadricula interiores al poligono

y F es el nimero de puntos de la cuadricula que estan en la frontera del mismo.



Figura 11: Teorema de Pick

David Hilbert. En el Congreso Internacional de Paris de 1900 enunci6 una lista de 23
problemas abiertos en Matematicas lo que supuso un gran hito para el impulso y
desarrollo de las Matematicas del siglo XX.

Por limitaciones de tiempo de exposicion, esta ponencia del Congreso de E. Reyes, de
Historia, termino en 1900 con el Congreso de Paris.
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Resumen

Palabras clave: Geometria, GeoGebra, Educacion Primaria, formacion de maestros.

INTRODUCCION Y FUNDAMENTACION

Es incuestionable cémo las llamadas TIC (Tecnologias de la Informacion y la
Comunicacion) tienen cada vez un papel mas presente e influyente en nuestra sociedad.
La escuela no es ajena a este hecho ni ha de permanecer impasible ante ¢l. En los ultimos
afios, podemos encontrar distintas iniciativas y un gran nimero de recursos digitales con
un proposito educativo (softwares, aplicaciones,...). No obstante, la introduccion de
recursos TIC no supone en si misma ninguna garantia de mejora del aprendizaje, en
particular, de las Matemadticas. Drijvers (2013) identifica tres factores clave para
introducir con éxito las TIC en la ensefianza y el aprendizaje de las Matematicas, que
muestran el papel fundamental del docente para optimizar las potencialidades de cada
recurso:

e Disefio adecuado de las tareas para explotar el potencial del recurso TIC utilizado.
e Rol del profesor como director de orquesta de los procesos de aprendizaje.

e Contexto educativo en el que se vea y se integre de forma natural el trabajo con
las TIC.

GeoGebra es uno de los recursos con mayor presencia y posibilidades actualmente en la
ensenanza y el aprendizaje de las Matematicas, practicamente en todos los niveles
educativos. Se trata de un software multiplataforma, de cardcter gratuito (puede
descargarse en: https://www.geogebra.org/). GeoGebra permite construir y dinamizar
figuras en un entorno de Geometria Sintética (sin coordenadas). También permite hacer
lo mismo en un entorno de Geometria Analitica (con coordenadas), afadiendo una
ventana en la que se recogen las ecuaciones algebraicas o los atributos (longitudes,
areas...) de los elementos. Ademas, cada vez afiade mas opciones y entornos (hojas de
calculo, GeoGebra 3D, realidad aumentada...), sobre las que comentaremos alguna




pincelada al final, lo que aumenta mas su potencial y posibilidades para su uso en un aula
de Matematicas.

Su carécter gratuito y su ingente nimero de posibilidades hace que la comunidad de
docentes que usamos GeoGebra sea cada vez mayor. Muchos de los recursos elaborados
son compartidos por los docentes en la direccion https://www.geogebra.org/materials,
que se ha convertido en un magnifico repositorio de materiales de uso libre creados con
GeoGebra y que pueden ser usados, descargados y modificados por otros docentes para
ser usados en sus aulas de Matematicas.

Por todo lo anterior, hace varios afios decidimos introducir GeoGebra en la formacion de
futuros maestros de Educacion Primaria, por la actividad matematica y los conocimientos
que les ayuda a desarrollar. Entre esos conocimientos, adoptando la distincion introducida
por Shulman (1986), estdn conocimientos, tanto sobre contenidos matematicos como
sobre la didactica de estos contenidos. En particular, si nos fijamos en las dimensiones
del conocimiento especializado de un docente de Matematicas detectadas por Carrillo-
Yanez et al. (2018), el trabajo con GeoGebra pretende ayudar al desarrollo de, al menos,
las siguientes:

e Conocimiento de los temas matematicos, incluyendo conceptos, propiedades y
relaciones, procedimientos, representaciones de los conceptos... (especialmente
en Geometria).

e Conocimiento de la practica matematica, es decir, de los procesos involucrados
en la practica matematica. En concreto, de procesos como clasificar, definir,
razonar 0 comunicar.

e Conocimiento sobre la ensefianza de las Matematicas, a partir del conocimiento
(y la evaluacion critica) de un software como GeoGebra y de su potencial.

En relacion al conocimiento de los temas y de la practica matematica, la potencialidad
que mas explotamos es la de programa de Geometria dindmica: permite construir figuras,
pero también dinamizar éstas conservando las propiedades utilizadas al construirlo.
Conviene recordar la importancia que tiene en la Educacion Primaria el desarrollo del
sentido espacial, donde podemos destacar la visualizacion como una destreza de especial
relevancia. Segin Gutiérrez (1996, p. 9), se entiende por visualizacion o razonamiento
visual el tipo de razonamiento matematico basado en el uso de elementos visuales o
espaciales, tanto mentales como fisicos, realizado para comprender y aprender conceptos
o propiedades y para resolver problemas (de Geometria). Entre las componentes de la
visualizacidn se encuentran las imagenes mentales, que son aquellas imagenes que crea
cualquier persona en su mente cuando quiere representar de modo grafico determinada
informacion. El dinamismo de GeoGebra ayudard, por ejemplo, a identificar qué
propiedades caracterizan a una figura y la distinguen de otras, a ampliar las imagenes
mentales desarrolladas de las figuras geométricas y a detectar relaciones que permitan
elaborar conjeturas sobre resultados geométricos. Precisamente en esa ultima linea, el
NCTM (2003) defiende que la Geometria es el lugar natural para desarrollar el
razonamiento y las habilidades para la justificacion y que la Geometria dinamica es de
gran importancia para explorar y establecer conjeturas. No obstante, hay que tener claro
que la generacion de muchos ejemplos no constituye una demostracion. Ademas, la
Geometria debe impartirse de forma integrada con otras ramas de la asignatura siempre
que sea posible. Veremos en los ejemplos posteriores como GeoGebra nos facilita la
propuesta de este tipo de actividades.



Ademas, creemos que GeoGebra puede ser una buena herramienta para fomentar el
progreso a lo largo de los tres primeros niveles de razonamiento de Van Hiele (1957), es
decir, evolucionar del primer nivel de reconocimiento, caracterizado principalmente por
una apreciacion sensorial y global de los conceptos, hacia el segundo nivel, de anélisis,
en el que se reconocen propiedades elementales de los objetos y se enuncian lo que se
denominan definiciones descriptivas (definiciones donde el alumno enumera todas las
caracteristicas que conoce de un objeto, pudiendo faltar alguna de las necesarias para la
definicion, o sobrar alguna que sea redundante), y acercarnos al nivel 3, clasificaciones y
formulaciones, donde se establecen relaciones entre propiedades, se distinguen las
verdaderas definiciones y se comienzan a realizar ciertas deducciones simples.

Por todo lo expuesto anteriormente, la utilizacion de GeoGebra en el Grado en Educacion
Primaria tiene como objetivo recordar, reforzar y ampliar en los futuros maestros un
conocimiento profundo de la Geometria propia de la Educacion Primaria, pero también,
pretendemos que estos puedan desarrollar algunos aspectos del quehacer matematico,
recogidos en el Bloque 1 del desarrollo curricular de la LOMCE para las Matematicas en
Educacion Primaria (Consejeria de Educacion de CyL, 2016, pp. 34405-34408):
resolucion de problemas, identificacion y descripcion de regularidades, elaboracion de
conjeturas, busqueda de argumentos que las validen o refuten, comunicacion haciendo
uso de un lenguaje y vocabulario preciso,...

Ademas, las orientaciones metodoldgicas sugeridas en la LOMCE (Consejeria de
Educacion de CyL, 2016) indican el papel fundamental de la manipulacion en la actividad
y el aprendizaje matematico, y en particular geométrico, de los estudiantes de Primaria.
Se hace referencia a materiales como geoplanos, tangrams o poliminos, pero también a
programas informadticos, indicando explicitamente el papel de los programas de
Geometria dindmica, como puede ser GeoGebra. Tras un trabajo con materiales
manipulativos fisicos, los programas de Geometria dindmica afiaden la posibilidad de
dinamizar las construcciones para poder visualizar variaciones y posiciones de figuras
geométricas concretas o detectar posibles relaciones a través de su comprobacion en
muchos mas casos, lo que afiade un rasgo de generalizacion (de Villiers, 1996) y motiva
la deteccion de regularidades y formulacion de conjeturas con un mayor convencimiento.

A continuacion se muestran algunos ejemplos de actividades que se han planteado y
llevado a cabo con los alumnos del Grado en Educacion Primaria y que podrian
implementarse también con estudiantes de Educacion Primaria. La metodologia docente
en la que se integra este planteamiento de tareas basadas en applets GeoGebra no siempre
es la misma, pues depende de los medios disponibles o la ratio de alumnos, pero tiene los
rasgos fundamentales que se explican con mas detalle en Arce, Conejo, Pecharromén y
Ortega (2015): trabajo en parejas o individual con el applet para responder las preguntas
planteadas, debate o discusion colectiva sobre las respuestas anteriores para llegar a un
establecimiento de una respuesta precisa y completa y tarea reflexiva individual posterior
para valorar el proceso de aprendizaje seguido y su evolucion.

GEOGEBRA PARA CLASIFICAR, DETECTAR PROPIEDADES Y DEFINIR

Algunas de las tareas, basadas en applets GeoGebra, planteadas en la formacion de los
futuros maestros tienen por objeto, ademds del desarrollo y consolidacion de sus
conocimientos sobre la Geometria del plano, la practica de procesos basicos en la
actividad matematica como son los de clasificar, detectar propiedades, discriminar o
definir figuras o elementos geométricos.



Para fomentar esos procesos, planteamos diferentes tipos de applets y guiones de tareas.
Algunas estan basadas en la construccion guiada de algin elemento geométrico, junto
con algunas preguntas sobre dicho elemento (encaminadas a detectar sus propiedades,
llegar a definirlo...). Se muestra un ejemplo en el siguiente enlace, para el concepto de
altura de un tridngulo: https://www.geogebra.org/m/JQGf3a8G. En la Figura 1 se muestra

el estado inicial, con un tridngulo y parte del trazado de una altura (la altura sobre el lado
ACQ).
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Figura 1. Estado inicial de la ventana grafica en el applet sobre las alturas de un tridngulo

En las tareas, se desgranan los pasos para trazar los tres segmentos altura (recta que
contiene a los lados, perpendicular por el vértice opuesto, intersecciones de ambas
rectas...). Posteriormente, se solicita escribir una posible definicion de altura de un
tridngulo. Para ello, los futuros maestros han de fijarse en qué es (un segmento) y qué
propiedades son las que caracterizan a dicho segmento (cudles son sus extremos, a qué es
perpendicular), aspectos en los que no siempre reparan (a veces indican que la altura es
una recta o una semirrecta, o indican la perpendicularidad pero no a qué es perpendicular).
Se afiaden ademas otras dos preguntas relacionadas con la altura, como es la existencia,
sea como sea el tridngulo, de un punto en el que se cortan las tres alturas (el ortocentro)
y la deteccion de relaciones entre la situacion del ortocentro y el tipo de triangulo.

Esta actividad ayuda también a construir imdgenes mentales mejores y mas completas
sobre lo que es la altura de un tridngulo. Es bien conocido que, en muchas ocasiones,
debido a que las figuras presentadas en hojas de actividades, libros de texto o las que
utilizamos en nuestras clases, son estdticas y suelen estar en una misma posicion, los
alumnos asocian ciertas propiedades a los objetos geométricos, en este caso la altura, que
no corresponden con las del objeto en cuestion. Por ejemplo, que solo existe una altura
en un triangulo y que es vertical. La manipulacion de objetos fisicos podria contribuir a
paliar estos efectos, pero presenta ciertos obstaculos: la limitacion de la variedad de
ejemplos concretos y la imposibilidad de manejar fisicamente un determinado objeto (en
un triangulo obstusangulo material no se puede construir dos de las alturas por estar fuera
de ¢él, y hay que acudir a su representacion grafica). Si en el applet anterior ademas
incorporamos colores, podemos asociar otros conceptos como, por ejemplo, cada lado
como base y su altura correspondiente para calcular el area, ver Figura 2.



Figura 2. Alturas de dos tridngulos, en el mismo color que el lado del que son altura

En otros applets se presenta una (o varias) representaciones graficas del concepto o del
elemento geométrico, construidos de tal forma que se puedan dinamizar sin perder las
propiedades que lo caracterizan. Se solicita a los estudiantes verbalizar una posible
definicion del concepto, a través del reconocimiento y deteccion de las propiedades.
Algunos ejemplos de applets son los siguientes:

e Angulo convexo y concavo:

https://www.geogebra.org/m/Z9UJBSWB#material/ahwKJFY7

e Angulos adyacentes:
https://www.geogebra.org/m/Z9UJBSWB#material/dj4GT8Xn

e Angulos op. por el vértice:
https://www.geogebra.org/m/Z9UJBSWB#material/c2MTsD4D

Ademas, para los angulos opuestos por el vértice, se aiade la posibilidad de detectar la
regularidad existente entre sus amplitudes, que se mantiene al dinamizar la figura, y
permite enunciar una conjetura sobre su amplitud, planteandonos posteriormente su
demostracion en un caso general.

En alglin otro caso, como para la mediatriz de un segmento, planteamos la representacion
grafica de elementos que si eran una mediatriz y otros que no lo eran, para ayudar a
discriminar las caracteristicas propias de la mediatriz y llegar a plantear una definicion.

Como ya se coment6 al principio del apartado, con tareas de estos tipos buscamos que los
futuros maestros desarrollen una mayor practica en actividades matematicas como las de
detectar propiedades o definir conceptos geométricos. Ademas, buscamos una mayor
concienciacion en el uso de un lenguaje y un vocabulario preciso, algo que resulta
esencial en Geometria. Estas practicas también nos sirven para introducir ejemplos
practicos, a través de sus propias respuestas, de la distincion entre lo que significa
describir un elemento o concepto geométrico (listar propiedades del concepto) y lo que
es definir (propiedades necesarias y suficientes), caracteristica importante en el
aprendizaje de la Geometria en esta etapa educativa. Esta distincion es uno de los avances
fundamentales entre el Nivel 2 y el Nivel 3 de razonamiento geométrico de Van Hiele
(1957), salto que suele tener lugar en los ultimos cursos de Educacion Primaria y los
primeros de Educacion Secundaria.

Ademas, pensamos que estas tareas también podrian utilizarse, con ligeras adaptaciones,
en aulas de Educacion Primaria. Que los alumnos de Educacion Primaria lleguen a
formular definiciones precisas puede ser algo complicado para muchos de ellos, pero si
que pueden detectar propiedades de los conceptos y formular descripciones enumerando
propiedades (pudiendo afiadir alguna propiedad errénea, superflua u omitir alguna
relevante), lo que supone el inicio para realizar definiciones descriptivas (nivel 2 de Van
Hiele) y que suponen el paso previo a las verdaderas definiciones (Nivel 3) cuando sean



capaces de relacionar las propiedades. Verbalizar estas propiedades también les ayudara
a aumentar su vocabulario geométrico y hacer un mejor uso del mismo.

En las clasificaciones de tridngulos o de cuadrilateros tenemos una buena oportunidad
para plantear estas actividades de deteccion de propiedades, descripcion y definicion. Por
ejemplo, el siguiente enlace muestra un applet con varios rombos construidos:
https://www.geogebra.org/m/swpgp9qgs.

Los rombos que se presentan inicialmente ya tienen diferentes formas, tamafios y
posiciones, aunque ¢€stos pueden moverse y ser dinamizados por el alumno. En ese
movimiento, las figuras nunca dejan de cumplir las propiedades que caracterizan al rombo
(cuadrilateros con los cuatro lados de igual longitud), ya que las hemos fijado nosotros al
construir las figuras. Se propone al estudiante manipular y dinamizar las figuras en este
entorno y, pudiendo ayudarse de los comandos del ment de herramientas (por ejemplo
para medir longitudes de segmentos, angulos...), llegar a detectar qué propiedades
cumple un rombo y hacer una propuesta de descripcion o definicion de la figura.

Otro tipo de actividades que también son interesantes (y que también son adaptables a un
contexto de Educacion Infantil) son las tareas basadas en la clasificacion de figuras
geométricas atendiendo a algin criterio. Dependiendo del criterio que escojan los
alumnos, pueden estar mostrando un mayor o menor desarrollo del razonamiento
geométrico. Por ejemplo, los estudiantes de ultimos cursos de Educacion Infantil e inicio
de Educacion Primaria se basardn més en la discriminacion visual de las figuras
atendiendo a la similitud de su forma global (Nivel 1 de Van Hiele). En Educacion
Primaria, pueden basarse ya en alguna parte (lados, angulos...) o propiedad de las figuras
(Nivel 2 de Van Hiele), y llegar a combinar varias partes o propiedades en clasificaciones
mas complejas. Se muestra un ejemplo de applet de este tipo:
https://www.geogebra.org/m/cagsppmy y, en la Figura 3, un pantallazo de las formas
utilizadas en este ejemplo.
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Figura 3. Estado inicial con las formas utilizadas en la actividad propuesta de clasificacion

Es cierto que hay materiales manipulativos fisicos que también son de ayuda para plantear
clasificaciones (bloques lo6gicos, juegos de figuras geométricas,...), pero GeoGebra y las
posibilidades de construir y dinamizar las figuras geométricas nos da un abanico mucho
mayor de opciones para plantear actividades de clasificacion y discriminacion de figuras
geométricas una vez exploradas estas actividades con materiales manipulativos.



GEOGEBRA PARA EXPLORAR, ESTABLECER CONJETURAS Y
ARGUMENTAR

En la linea de desarrollar el conocimiento de la practica matematica y de los procesos
involucrados en ella como clasificar, definir, razonar o comunicar (Carrillo-Yafez et al.,
2018), otro tipo de actividades que se han propuesto en el Grado en Educacion Primaria
a los futuros maestros tienen que ver con la construccion, la busqueda de patrones, la
generalizacion, la argumentacion y la comprobacion de hipdtesis. Un ejemplo de este tipo
de actividad la podemos plantear a partir de los poligonos estrellados. Un poligono
estrellado es aquel que se construye a partir de un poligono regular, pero en lugar de unir
cada vértice con el vértice contiguo, se deja un nimero fijo determinado de ellos entre
medias, de tal forma que cuando volvamos al vértice inicial, hayamos recorrido todos los
demads. Se denotan por la expresion a/b, donde a es el numero de vértices del poligono
regular de partida y b es el salto, es decir, cada vértice se une con el b-ésimo vértice
siguiente del poligono regular siguiendo un determinado sentido. Por ejemplo, el
poligono estrellado 15/4 se obtendria a partir del poligono regular de 15 lados, donde cada
vértice se uniria, iterativamente, con el 4° vértice siguiente del poligono regular, tal y
como se ve en la Figura 4.

Figura 4. Generacion del poligono estrellado 15/4.

Una vez establecida la definicion, se plantea lo siguiente a los alumnos: ;qué deben
cumplir a y b para que el poligono obtenido sea realmente un poligono estrellado? Esta
pregunta, generalmente, da lugar a un debate en clase, en el que los alumnos empiezan a
formular hipotesis sobre las relaciones que deben cumplir a y b: “a 'y b deben ser los dos

impares”, “a siempre debe ser impar”, “tienen que ser uno impar y el otro par”, “b no
puede ser la mitad de a”...

Es evidente que la comprobacion de estas hipotesis con lapiz y papel resulta casi
imposible. En primer lugar, supone una dificultad grande dibujar poligonos regulares mas
alla del tridngulo equilatero, el cuadrado o el hexagono regular. Es decir, el nimero de
figuras en las que se pueden testear estas hipotesis con lapiz y papel no es muy grande ni
muy interesante (ninguno de estos tres dan lugar a poligonos estrellados). Pero, aunque
admitiésemos que los poligonos no fueran “regulares” (més o menos es asequible dibujar
a mano alzada poligonos casi regulares de 5 o 8 lados), cuando queremos aumentar el
numero de lados, la tarea se torna tediosa y poco manejable.

Disponer de GeoGebra (https://www.geogebra.org/m/z63cqune) hace que la tarea se
vuelva mas sencilla y amigable. Ahora, explorar la veracidad de las conjeturas formuladas
por los alumnos es rapido, basta con buscar un contragjemplo en el caso de que no lo sea,
lo cual implica que ademads trabajemos con uno de los procesos mencionados en el Bloque
1 del curriculo de Matematicas en Educacion Primaria, y que realmente tiene mucho que
ver con el quehacer matematico. Por otro lado, este tipo de tarea permite relacionar
contenidos numéricos (fracciones irreducibles y divisibilidad) con los contenidos



geométricos, lo que de acuerdo con el estandar de conexiones del NCTM (2003), y
también en nuestra opinidn, “cuando los estudiantes pueden conectar ideas matematicas,
su comprension es mas profunda y duradera” (p. 68). Una vez que se ha llegado a la
conclusion con los alumnos de que la condicion a cumplir por a y b para que el poligono
a/b sea efectivamente estrellado es que a/b sea una fraccion irreducible, aun se pueden
plantear dos preguntas mas: la primera es cuantas vueltas se necesitan para cerrar el
poligono, y la segunda, justificar dicha afirmacion (a lo que puede contribuir la primera
de estas dos preguntas).

Otros ejemplos de actividades de construccion, exploracion, formulacion de hipotesis y
justificacion los tenemos en las actividades del siguiente libro GeoGebra en torno a las
diagonales de los poligonos: https://www.geogebra.org/m/bcvuztaz. En la primera se
propone encontrar la relacion existente entre el nimero de diagonales de un poligono y
el nimero de lados de dicho poligono. A los alumnos se les puede pedir que construyan
varios poligonos (de 3, 4, 5..., 10 lados) y que dibujen todas las diagonales diferentes
desde uno de los vértices, para asi orientar el conteo de las mismas, y establecer una
relacion con el nimero de vértices. En la segunda la idea es identificar en cudntos
triangulos queda dividido un poligono cuando se dibujan todas las diagonales que existen
con origen en un solo vértice para asi establecer una relaciéon con la suma de las
amplitudes de los angulos interiores del poligono (si es convexo) con el nimero de lados
del mismo. Analizando las actividades anteriores desde la perspectiva de la Educacion
Primaria, consideramos que seria totalmente pertinente su implementacion en dicha
etapa. Si bien el curriculo de Castilla y Leén no menciona los poligonos estrellados, si
considera los poligonos, tanto regulares como irregulares, y sus elementos, como las
diagonales, asi como también los angulos interiores. Por lo tanto, se propone utilizar
ciertos conceptos geométricos habituales de la Educacion Primaria para proponer otro
tipo de actividades no rutinarias y que fomentan los procesos matematicos descritos en el
Bloque 1 del curriculo. Ademas, y en la linea de potenciar las conexiones entre areas del
NCTM, las actividades que se acaban de presentar plantean situaciones donde expresar
la generalizacion que se llega a encontrar y requieren de, al menos, un Algebra retérica,
que puede constituir las bases para los estudios del Algebra posteriores, y donde dicha
herramienta se convierte en una necesidad real y no como en los tipicos problemas que
se presentan al inicio de la ensefianza del Algebra donde los alumnos no ven la necesidad
de utilizarla porque pueden “sacarlos de cabeza”.

GEOGEBRA PARA DISENAR ACTIVIDADES: DESARROLLO DEL
CONOCIMIENTO PROFESIONAL DEL DOCENTE

Por ultimo, y en la linea del conocimiento sobre la ensefianza de las Matematicas de
Carrillo-Yéanez et al. (2018), hemos planteado a los alumnos actividades en las que toman
la posicion de docentes y deben disefiar actividades con GeoGebra con una doble
finalidad: profundizar en el conocimiento del programa, mas alla de las herramientas para
dibujar y construir, llegar a conseguir soltura en el uso del mismo y reflexionar sobre la
practica docente y su labor como futuros maestros. A continuacion se presentan algunos
ejemplos de actividades que los alumnos han disefiado y han subido a la pestafia de
recursos de la pagina web de GeoGebra.

e https:// www.geogebra.org/m/FhVy26YB

e https://www.geogebra.org/m/fMdgxgFd

e https:// www.geogebra.org/m/VaDeXxAc




Ademas, ante este tipo de actividades, los alumnos descubren otra cara de GeoGebra, la
que implica disenar y crear en el &mbito profesional, que suele gustarles y que hace que
se involucren mas a fondo en la tarea que cuando Uinicamente resuelven problemas del
ambito geométrico.

OTRAS APLICACIONES

Para finalizar, queremos mencionar otras funcionalidades de GeoGebra, algunas de las
cuales también pueden tener su utilidad en la formacion de maestros y en la ensefianza de
las Matematicas de la Educacion Primaria. Una novedad reciente es la aplicacion de
Realidad Aumentada de GeoGebra, aunque actualmente so6lo estd disponible para iOS.
En ella se pueden ver objetos en 3 dimensiones desde diferentes perspectivas, aunque la
forma de introducir las superficies, mediante ecuaciones, hacen que esta aplicacion esté
mas orientada hacia la Educacion Secundaria. Lo mismo ocurre con las vistas de Célculo
Simbolico (CAS), la Hoja de Caélculo y la Calculadora de probabilidad, en las que los
contenidos que se pueden tratar dejan de ser meramente geométricos y se escapan del
ambito de la Educacion Primaria en su mayoria. Sin embargo, si nos gustaria destacar la
vista Graficas 3D. Aunque su manejo ya no es tan intuitivo como puede ser el de la vista
grafica en dos dimensiones, debido a que se trata de una representacion en dos
dimensiones del espacio y, por tanto, creemos que seria mas complicado plantear
actividades de construccion a los alumnos de Educacion Primaria, es una vista muy util
para proyectar en la pizarra, pues facilita la visualizacion de aspectos o propiedades de
los cuerpos geométricos frente al uso de materiales manipulativos. Un ejemplo se
presenta en el siguiente applet:

https://www.geogebra.org/m/v3XhNY dP#material/JguE3v4y.

Por todo lo expuesto en este trabajo, creemos que la utilizaciéon del GeoGebra en la
formacion de maestros y en la etapa de Educacion Primaria es totalmente adecuada, y
esperamos que los ejemplos que hemos mostrado hayan servido para inspirar a los
lectores e incentivar el uso de GeoGebra en los colegios.
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Resumen

Palabras clave: Infantil, Primaria, Secundaria, contenidos, metodologia.

INTRODUCCION

Delors (1996, 95-96) presenta “los cuatro aprendizajes fundamentales, que en el

transcurso de la vida seran para cada persona, en cierto sentido, los pilares del

conocimiento: aprender a conocer, aprender a hacer, aprender a vivir juntos y aprender
kbl

a ser”.

Y pensando en estos cuatro pilares es como creo que se debe desarrollar nuestra profesion.

Es importante tener en cuenta no solo la ensefianza formal, la que se desarrolla en las
aulas, bajo una normativa legal concreta y en la que, logicamente, nos centraremos en
este caso. Ademas, es preciso considerar la ensefianza no formal, la que se lleva a cabo
fuera del horario escolar, por ejemplo en forma de cursos optativos, y también la informal,
que carece de planificacion y utiliza distintos medios como la television, prensa escrita y,
actualmente cada vez mas, programas de ordenador e Internet. Todas ellas pueden ayudar
a mejorar los resultados obtenidos con la ensefianza formal.

Y el ingrediente fundamental en este recorrido que vamos a realizar: la ilusion. Es la
ilusion por el trabajo bien hecho, por tratar de dar lo mejor de uno mismo y de conseguir
que nuestros alumnos también quieran dar lo mejor de si mismos. Esto es algo que se
transmite, es reciproco entre profesores y alumnos. La ilusion no nos permite borrar de
golpe las dificultades, no es algo que nos garantice buenos resultados pero, desde luego,
nos asegura los mejores resultados posibles.

Vamos a prestar atencion a la normativa legal con caracter general, para centrarnos,
posteriormente, en los aspectos relativos a los contenidos, la metodologia, haciendo
mencién en particular del uso de diferentes materiales y recursos didacticos e
informaticos, y la evaluacion.



LA NORMATIVA LEGAL

En primer lugar, vamos a prestar atencion al sistema educativo, a la normativa legal que,
evidentemente, no podemos dejar de lado y que, por ejemplo, convierte a la Educacion
Secundaria Obligatoria en un sistema perverso para los buenos alumnos. Es dificil,
cuando se trata de alumnos con estas edades, inculcarles la importancia del esfuerzo y de
los habitos de trabajo. El hecho de poder titular con dos asignaturas suspensas hace que
incluso los buenos alumnos pierdan el interés por aprender. De esta forma, en muchas
ocasiones nos encontramos con alumnos en 1° de Bachillerato de Ciencias que en tercero
y cuarto de la ESO decidieron cursar Matematicas orientadas a las Ensefianzas Aplicadas
y que, ademads, pueden haberlas suspendido.

Es preciso que los alumnos estén bien asesorados. Estd muy bien no cerrar puertas y dar
a los alumnos la oportunidad de llegar al mismo sitio por diferentes caminos, pero es
necesario que los alumnos conozcan lo que pueden encontrarse cuando llegan a un cruce
en dicho camino. No es lo mismo la opcién de Matematicas orientadas a las Ensefianzas
Académicas que la opcion orientada a las Ensefianzas Aplicadas y los alumnos pueden
cursar cualquiera de las opciones en la ESO y acceder después a cualquier modalidad de
Bachillerato. Sin embargo, este hecho, que les permitird hacer la ESO de forma bastante
coémoda si, ademas, lo acompafian de ciertas asignaturas optativas en lugar de otras, puede
pasarle factura y, de hecho, la realidad indica que, efectivamente, les pasa factura cuando
acceden a Bachillerato.

Algo similar ocurre con el programa de mejora del aprendizaje y del rendimiento (PMAR)
que permite a los alumnos cursar segundo y tercero de la ESO con un curriculo diferente
y, después, pueden cursar cuarto por la via ordinaria, encontrandose, en muchas
ocasiones, con grandes dificultades para poder obtener el titulo de ESO.

En particular, en los siguientes apartados analizaremos determinados aspectos que son
tratados en la normativa legal correspondiente a los curriculos de las diferentes etapas:
Decreto 122/2007 para Educacion Infantil, Decreto 26/2016 para Educacion Primaria y
la Orden EDU 362/2015 para Educacion Secundaria.

CONTENIDOS

Si bien es cierto que hay que cumplir la normativa legal con respecto al curriculo, no es
menos cierto que se trata, o deberia tratarse, de una guia y que no debemos dejar que nos
condicione de forma absoluta.

En Educacion Infantil, centrandonos en los contenidos que hacen referencias a las
Matematicas, podemos prestar atencion, por ejemplo, al siguiente: “Utilizacion de la serie
numeérica para contar elementos de la realidad y expresion grafica de cantidades
pequenias’”.

Basandonos en esta propuesta, generalmente en el aula se trabajan los nimeros del 1 al
9. Y entonces, surge aqui la necesidad de dejar que la vida real entre en el aula. ;Qué
ocurre si un alumno vive en el piso nlimero once? ;Y si ven en un ascensor -1 o -2 para
indicar la planta de garajes? ;Y qué ocurre cuando van a comprar unos zapatos y oyen
pedir el namero 25, por ejemplo? Pues afortunadamente no pasa nada, para ellos es algo
natural. El problema empieza cuando la intervencion rompe la naturalidad y organiza
situaciones, erroneamente denominadas de aprendizaje, pero que son tan artificiales que
es dificil que después puedan ser contextualizadas por los alumnos en la vida real. Basta
con hacerlo precisamente al contrario, tratando de llevar lo exterior, lo real, al aula. No



es raro encontrar alumnos de Educacion Infantil que se desenvuelven con cierta soltura
en el kiosco y, sin embargo, presentan dificultades cuando se encuentran con situaciones
similares dentro del aula.

El hecho, tan conocido, de que el curriculo sea en espiral nos lleva en muchas ocasiones
a tener la sensacion de que estamos repitiendo muchas veces lo mismo a lo largo de toda
la Educacion Obligatoria y, lo que es peor, que a pesar de tantas repeticiones no se
consigue que aprendan.

A continuacion, dentro del apartado de Metodologia, analizaremos de nuevo algunos
contenidos.

De acuerdo con Rico (1997), dentro del trabajo con cualquier contenido del area de
Matematicas, debemos prestar atencion a los siguientes aspectos: errores y dificultades,
diversidad de representaciones utilizadas, fenomenologia, variedad de materiales y
recursos y la evolucion historica. En los siguientes apartados iremos prestando atencion
a estos aspectos.

LA METODOLOGIA

Generalmente, se considera que el colectivo del profesorado tiene un caracter
conservador, que nos cuesta realizar cambios metodoldgicos, pero lo cierto es que en
muchas ocasiones hacemos cambios, introducimos en el aula una metodologia por
proyectos, juegos, etc., y lo que ocurre es que a los padres les cuesta mucho aceptarlos.
(,Somos conservadores los profesores o la sociedad estd mas comoda con un profesorado
conservador?

En Educacion Infantil los alumnos pasan la mayor parte del tiempo con un mismo
profesor, lo que permite al maestro conocer a todos sus alumnos y poderlos tratar de forma
personalizada y a los alumnos saber como se debe desarrollar el proceso en el aula. Es
preciso que aprovechemos las posibilidades que nos ofrece la Educacion Infantil para
trabajar de forma globalizada.

En Educacion Primaria, aunque ya comienzan a tener diferentes profesores, todavia
tienen un profesor que imparte varias asignaturas lo que permite una cierta flexibilidad
en el horario, de modo que, por ejemplo, aunque el horario indique que hay clase de
Lengua, si no se ha terminado una actividad de Matematicas y se considera de interés, se
termina en el horario de Lengua.

Llega la Educacion Secundaria y los alumnos sienten que dan un salto en el vacio cuando
pasan de 6° de Educacion Primaria a 1° de Educacion Secundaria. De pronto se encuentran
con un profesor diferente para cada asignatura y con un tutor al que puede ocurrir que
vean muy pocas horas a la semana. De hecho, incluso puede ocurrir que formen parte de
una clase en la que su tutor no les imparte ninguna asignatura. Los distintos profesores
pueden tener metodologias muy diferentes y, de pronto, se encuentran con que deben ser
capaces de aprender con una decena de metodologias diferentes. En ocasiones deben
coger apuntes, en otras, escuchar en silencio pero sin tomar notas (ya lo leeran después
en el libro). Tienen que saber tomar apuntes pero nadie les ha ensefiado. Es facil observar
que quieren seguir haciendo las cosas como en el colegio, eso es lo que les da seguridad.
Por ejemplo, en el caso de las Matemadticas, es habitual encontrar el siguiente caso en
primero de la ESO en el estudio de la divisibilidad:

Nos proponemos calcular el madximo comun divisor y el minimo comtin multiplo de 12 y
15. Comencemos con el minimo comtin multiplo.



Primer procedimiento:

Multiplos de 12: 12, 24, 36, 48, 60
Multiplos de 15: 15, 30, 45, 60,

El menor multiplo comtn a ambos es 60.
Segundo procedimiento:

Factorizamos los nimeros en factores primos y tomamos los factores comunes y no
comunes con el mayor exponente.

El primer procedimiento nos permite prestar atencion a la definicion del minimo comun
multiplo, al CONCEPTO, mientras que el segundo procedimiento nos facilitar el calculo
cuando se trate de cantidades para las que el primer procedimiento no resulta adecuado.
Sin embargo, la intencion inicial de los alumnos es utilizar el procedimiento que ya
conocen, independientemente de los nimeros que intervengan en el calculo. Cuando
trabajan con las factorizaciones, acaban conociendo la musica pero les falla la letra, de
modo que les suena que pueden ser los factores comunes, ;0 eran los no comunes?, ;con
mayor o menor exponente? Este es un caso claro en el que se pone de manifiesto que, si
se entiende el concepto, no deberia haber dudas en el procedimiento de calculo, es
suficiente con razonar sobre lo que se desea calcular.

Asi pues, este es un ejemplo interesante para valorar la importancia de las definiciones.
Pero después, en este intento de que comiencen a dar definiciones con cierto rigor, nos
encontramos con el siguiente caso real:

Definicidon de nimero compuesto: “es aquel que tiene una perifrasis”.

Las Matematicas juegan un papel formativo, funcional e instrumental. Esta claro que
presentan una dificultad intrinseca porque se trabaja con ideas de caracter abstracto. Por
ello es fundamental partir de lo concreto para ir evolucionando hacia lo abstracto. Pero
esto no nos puede llevar a que nuestros alumnos piensen que, en Matematicas, hacemos
magia y que las cosas se hacen porque, de repente, alguien decidié que se hacia asi, sin
motivo, sin criterio. Veamos con un par de ejemplos lo que quiero decir con la idea de
hacer magia.

Si queremos calcular el area lateral y el area total de un prisma hexagonal regular
podemos llevar al aula el prisma, mejor todavia si responde a alguna construccion real,
no solo el modelo, por ejemplo algun recipiente, y les pedimos que midan los lados para
después calcular el area del cada rectdngulo que constituye la cara lateral y, finalmente,
calcular el area lateral.

El procedimiento, que lo podran ir haciendo los alumnos con la ayuda del profesor, sera
el siguiente:

Si tenemos las medidas b para la base del rectangulo y a para la altura del rectangulo:
Area del rectangulo: base - altura

Numero de caras del prisma: 6

Area lateral: 6 - (base - altura) = (6 - base) - altura = perimetro de la base - altura.

Y podemos calcular el area total haciendo: Area lateral + 2 - area de la base.

El area de la base ya la saben calcular puesto que ya tienen los conocimientos acerca de
las figuras planas. De esta forma van siguiendo un proceso que tiene sentido.



La otra posibilidad que tenemos es mostrarles, de forma magistral, lo siguiente:
Dibujamos en la pizarra el desarrollo plano del prisma hexagonal y exponemos:

El érea lateral de un prisma recto coincide con el area del rectangulo de su desarrollo
plano, es decir:

Area lateral = perimetro de la base - altura.
El érea total sera:

Area lateral + 2 - area de la base = perimetro de la base - altura + perimetro de la base -
apotema = perimetro de la base - (altura + apotema)

Y realmente, bastara con que memoricen: At = p - (h + a,) lo cual estda muy bien si
realmente entiende lo que subyace, pero no si carece de conexion con la realidad.

El segundo ejemplo al que haciamos referencia es la resolucion de ecuaciones de primer
grado. No debemos dejar que nuestros alumnos piensen que los términos “cambian de
signo al cambiar de lado” y “si estd multiplicando pasa dividiendo”. Es preciso que
conozcan que los procedimientos no se hacen al azar, no son inventados, sino que tienen
una razon, que existen las reglas de la suma y del producto y deben conocerlas.

También es importante que sean capaces de integrar los conocimientos nuevos con los
conocimientos previos de los que ya disponen. Como profesores debemos estar atentos a
los errores habituales que cometen nuestros alumnos, anticiparnos y tratar de eliminarlos
desde el primer momento. No es raro encontrar alumnos que cometen el siguiente error:

Después de hacer una operacidon con varias sumas y/o restas con fracciones, cuando tienen
denominador comun en todas las fracciones, eliminan dicho denominador. Este error
procede de la costumbre que tienen de eliminar denominadores cuando estan resolviendo
ecuaciones. Este ejemplo pone de manifiesto la importancia que tiene la integracion de
los conocimientos de forma que no entren en contradiccion con las cosas que ya conocen,
sino que les permitan avanzar hacia nuevos conocimientos.

Teniendo en cuenta los aspectos fenomenoldgicos, también es preciso adecuarnos al
contexto. En Matemadticas existen varias formas de introducir los conceptos. En
particular, podemos partir de la definicidn y, posteriormente, plantear ejemplos, o bien,
partiendo de un ejemplo, podemos construir la definicion. De esta forma se estaria viendo
directamente la utilidad del concepto con el que vamos a trabajar. Esto, que parece tan
sencillo, requiere un trabajo cuidadoso. Es preciso explicar lo que estamos haciendo. Los
alumnos deben saber que vamos a partir de un ejemplo para llegar a algo mas, que
tenemos un objetivo concreto e importante mas alla del ejemplo. Esta situacion se refleja
muy bien en el siguiente didlogo con una nifa de 7 afios:

M: ;/Que es dividir?
C: A ver, tengo 6 caramelos y los vamos a repartir entre til y yo. ;Cuantos nos tocan a cada
una?

M: Ay, quédatelos todos, si sabes que a mi no me gustan los caramelos. ;Qué es dividir?

Entonces comprendi que lo habia hecho fatal. Ante la pregunta acerca de la division, yo
tenia claro que no debia darle la definicion formal. Yo debia partir de un ejemplo. Pero
esta situacion me hizo reflexionar mucho sobre mi trabajo en el aula. Bastaria con haber
dicho “Vamos a verlo con un ejemplo”. De este modo, ella sabria que ya le estaba
respondiendo a su pregunta, atendiendo a su inquietud. Por otra parte, es bien sabido que



es positivo trabajar contextualizando las situaciones, pero es importante que el contexto
de trabajo sea cercano y de interés para el alumno.

También es preciso prestar atencion al trabajo en equipo en todas las etapas. Este trabajo
en equipo debe ser entendido en dos sentidos, por parte de los alumnos y por parte de los
profesores.

El trabajo colaborativo por parte de los alumnos favorece el aprendizaje. Por ejemplo,
una metodologia tipo puzle: organizamos la clase en grupos en funcion del nimero de
alumnos. Por ejemplo, si son 16 alumnos organizamos cuatro grupos de cuatro alumnos
cada grupo. A continuacion, numeramos a los miembros de cada grupo con los nlimeros
1,2, 3 y 4y formamos cuatro nuevos grupos con todos los alumnos numerados por un
lado con 1, por otro con 2 y lo mismo con 3 y 4. Estos nuevos grupos son los denominados
grupos de expertos, que trabajardn en un tema concreto hasta convertirse en expertos en
dicho tema. Posteriormente, cada alumno vuelve a su grupo inicial y debe explicar al resto
de los miembros del grupo el contenido trabajado en su grupo de expertos. Esta
metodologia en la que un alumno es responsable del aprendizaje de los miembros de su
grupo hace que todos los alumnos presten atencion y quieran aprender porque si cuando
llegan a su grupo no saben explicar el contenido a sus compafieros se van a sentir mal. En
esta metodologia de trabajo el profesor interviene, como guia, en los grupos de expertos,
solo si se requiere su presencia, pero, en principio, el material debe estar disefiado para
que los propios alumnos puedan avanzar en su trabajo. Si el nimero de alumnos es
diferente buscaremos otras disposiciones. Por ejemplo, si son 18 alumnos, haremos dos
grupos de 9 y formaremos, en cada grupo de nueve, tres grupos de tres alumnos cada
grupo. Si es preciso, algun grupo estara formado con un alumno mas, de forma que dos
alumnos se moveran juntos al grupo de expertos y de nuevo juntos al grupo inicial.

Ademas del trabajo cooperativo de los alumnos, también es fundamental este tipo de
trabajo en los profesores. En Educacion Secundaria, el trabajo en equipo por parte del
profesorado de un mismo departamento, por ejemplo, dentro del departamento de
Matematicas, permite a los profesores la elaboracion de materiales y actividades de forma
conjunta o el andlisis de libros de texto para poder elegir aquel que més se adecue para la
practica docente en el contexto en el que esté situado el centro. El trabajo en equipo con
profesores de otros departamentos nos permite plantear actividades de cardcter
interdisciplinar, que ayuden a los alumnos a entender que las materias no se encuentran
de forma aislada en la vida real. No es raro encontrar alumnos que resuelven bien algunos
ejercicios de Matematicas concretos y, sin embargo, cuando deben utilizar esos
conocimientos en otras asignaturas, como puede ser Fisica, encuentran dificultades para
aplicarlos.

La legislacion propone, en sus principios metodologicos, el uso de una metodologia que
consiste en el trabajo por proyectos en todas las etapas: Educacion Infantil, Primaria y
Secundaria. Sin duda esta forma de trabajar, donde se incluyen varias asignaturas, es una
oportunidad para que los alumnos comprueben que en la realidad los contenidos no estan
tan separados como aparecen en la ensefianza y, sobre todo, para que se den cuenta de la
utilidad que tiene los conocimientos que van estudiando en las diferentes asignaturas. Si
este aprendizaje por proyectos lo concretamos en un aprendizaje-servicio, los alumnos
conseguirdn implicarse mas. Ademds, podemos tener en cuenta el uso de otras
metodologias, como la clase inversa. Todo dependera del tipo de alumnos con el que
contemos en el aula. Asi, pues, lo principal es siempre trabajar en funcion de los alumnos
para tratar de atender sus necesidades.



USO DE MATERIALES Y RECURSOS DIDACTICOS

El uso de materiales debe estar previsto y preparado de antemano, con unos objetivos
claros. En ninglin caso se debe utilizar para entretener a los alumnos en los ltimos dias
del trimestre o cuando tenemos pocos alumnos en clase porque el resto estan en alguna
actividad extraescolar y es preciso que estén entretenidos. Se han acostumbrado a estar
en el aula en una disposicion muy concreta de forma que, cualquier situacion que no sea
esta, les hace pensar que no forma parte de las actividades ordinarias y para ellos significa
“Hoy no hacemos nada”. De esta forma habremos perdido toda posibilidad de aprovechar
este tipo de recursos porque el dia que queramos trabajar algo de este tipo, sera poco o
nulo el rendimiento obtenido a partir de la actividad.

También podemos considerar el uso de la Tecnologias de la Informaciéon y Ila
Comunicacion (TIC) en el aula. No hay investigaciones que muestren resultados
concluyentes que pongan de manifiesto que el uso de las TIC mejora los resultados
académicos. Es posible que mejoren aspectos como la motivacion, que influye en la
atencion y contribuyen a favorecer el aprendizaje. El uso de la TIC en el aula puede
hacerse en dos formas diferentes: como contenido y como metodologia. Como contenido
se trata de conseguir la alfabetizacion digital de los alumnos. Para su uso como recurso
metodoldgico es preciso tener en cuenta, en primer lugar, si merece la pena el tiempo que
deben emplear para aprender a utilizarlo frente a los resultados que vamos a conseguir.
Ademas, no se trata solo de facilitar el acceso al aprendizaje sino de procurar que el uso
de las TIC les ayude a construir el pensamiento matematico, a razonar.

Podemos prestar atencidon también al uso de la calculadora. Si estamos trabajando la
multiplicacion, en principio pensaremos que la calculadora no nos ayuda. Pues bien,
depende del planteamiento que hagamos. Si queremos trabajar el concepto de
multiplicacion podemos plantear a nuestros alumnos: vamos a hacer la operacion 8 x 5
con la calculadora, pero, se nos ha estropeado la tecla de la multiplicacion. ;Qué podemos
hacer?

Ahora bien, si queremos introducir en el aula metodologias innovadoras, estar al dia en
las diferentes novedades que van surgiendo respecto a materiales y recursos didacticos e
informaticos, sin duda es necesaria la formacion permanente del profesorado. Dicha
formacion debe estar organizada de manera que sea accesible para el profesorado, que no
suponga enormes dificultades de desplazamiento a los lugares de realizacion de la
formacion, etc. No se puede esperar que todo funcione por la buena voluntad del
profesorado.

LA EVALUACION

No podemos dejar de lado el sistema de evaluacion. Recordemos el efecto Pigmalion o
efecto Rosenthal que se puso de manifiesto en el estudio realizado en un aula de Primaria
donde pasaron unos tests a un grupo de alumnos, eligieron a varios de ellos e indicaron a
los profesores, aunque no era cierto, que habian obtenido resultados que correspondian a
alumnos superdotados. Lo cierto es que su rendimiento fue muy bueno. Entre las causas
apuntadas se encuentra el hecho de que, al esperarse un buen rendimiento, se pone mas
interés en que los alumnos trabajen, se hace un seguimiento mas continuado, se crea un
clima de trabajo positivo, de forma que todo ayuda a favorecer y mejorar el rendimiento
de los alumnos. Pues bien, posiblemente lo que debemos hacer es tener en cuenta el efecto
Pigmalion o efecto Rosenthal y, considerando que los resultados de los alumnos pueden
depender de las expectativas fijadas por los profesores, el objetivo es tratar de establecer



unas expectativas altas para todos los alumnos, siempre, evidentemente, en la medida de
sus posibilidades. Debemos ser realistas.

Es muy importante que todo lo que trabajemos en el aula forme parte de la evaluacion,
porque si no corremos el riesgo de que los alumnos pregunten habitualmente si eso entra
en el examen. Sin duda, lo ideal seria que todo les interesara, pero la realidad nos dice
que no es asi. Esto nos lleva a integrar de manera cuidadosa cualquier metodologia que
queramos implementar con el sistema de evaluacion.

CONCLUSIONES

Cualquier persona se siente bien cuando es capaz de superar un reto. En nosotros esta
buscar el reto adecuado para que los alumnos sean capaces de superarlo, poniendo el
maximo esfuerzo posible, pero de forma que puedan conseguirlo. Evidentemente, esto es
un trabajo afiadido. Tenemos que preocuparnos de conocer a nuestros alumnos y de
plantearle a cada uno el reto adecuado de forma que todos puedan desarrollar al méximo
sus capacidades.

Hablabamos antes de la importancia del trabajo en equipo por parte de los profesores y
hay que sefialar la importancia de conocer el trabajo de otros compafieros porque eso nos
permite aprender. Un lugar como este es un buen sitio para poder compartir experiencias,
ilusiones, en definitiva, para aprender y conseguir energias renovadas para continuar con
esta profesion tan cambiante a pesar de que parezca tan conservadora.

Casi todos nuestros alumnos quieren aprobar, cierto es que algunos ni siquiera eso. Pero
nuestro objetivo es conseguir, ademas de esa motivacion extrinseca, una motivacion
intrinseca, que quieran aprender Matematicas, que sean conscientes de que merece la pena
por el hecho mismo de aprender, incluso, que consigan disfrutar mientras aprenden. Para
ello, podemos tener en cuenta alguna de las metodologias comentadas aqui, alguno de los
recursos propuestos y, sobre todo, tener presente que, como decia Nelson Mandela “La
educacion es el arma mas poderosa que puedes usar para cambiar el mundo”
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Resumen

Palabras clave: papiroflexia, origami, Geometria plana, triangulo, triseccion del angulo.

LAS REGLAS DEL JUEGO

Para nosotros, un pliegue sera una recta. De hecho doblar una hoja de papel y pasar un
boligrafo por el interior del pliegue es una forma de pintar una recta que puede resultar
mas sencilla que la utilizacion de una regla para un nifio de temprana edad.

Las rectas a las que nos referiremos aqui seran por una parte los lados de nuestra hoja de
papel y por otra los pliegues que vayamos realizando. Los puntos seran las esquinas de
nuestra hoja, las intersecciones de las rectas (lados de la hoja o pliegues) previamente
obtenidas o simplemente puntos que marcaremos en nuestra hoja.

Para describir con precision las construcciones geométricas que podemos realizar usando
la papiroflexia, tendremos que decir exactamente cuéles son los pliegues que podremos
utilizar.

Los dos primeros pliegues.

Empezaremos con los dos pliegues mas naturales. Si elegimos dos puntos en un folio de
papel, podemos realizar el doblez que contenga a nuestros dos puntos, visualizando de
esta manera la Unica recta que pasa por los dos puntos. Y si llevamos un punto sobre el
otro, obtenemos una segunda recta, perpendicular a la anterior: la mediatriz del segmento
que une nuestros dos puntos. Los dos pliegues, que denotaremos por (O1) y (02), se

7 El autor de la ponencia es miembro del Proyecto de Innovacion Docente “Dinamizacion de la comunidad
matematica en el &mbito de la UVA” financiado por la Universidad de Valladolid desde el curso 2013-14.
Su investigacion esta parcialmente financiada por el Ministerio de Ciencia, Innovacion y Universidades
MTM2016-78881-P y la Consejeria de Educacion de la Junta de Castilla y Leon VA128G18.
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muestran en la Figura 1.0bservamos que al realizar ambos pliegues en una misma hoja
construimos, como interseccion ambos, el punto medio de los dos puntos iniciales.

Figura 2. Los dos primeros pliegues, (O1) y (02)

Utilizando estos dos pliegues, ya podemos realizar varias construcciones en un triangulo
y ver como se cumplen algunos resultados elementales.

EL TRIANGULO, ESTE OBJETO GEOMETRICO SENCILLO Y CON MUCHA
MAGIA
El circuncentro.

Si consideramos uno de los lados del triangulo, construimos su mediatriz juntando sus
dos vértices mediante el pliegue (02) tal como lo muestra la Figura 2.

Figura 2. Construccion de la mediatriz de un lado del triangulo

Si, en una misma hoja triangular, realizamos esta construccion para cada uno de los lados
del triangulo, tal como lo vemos en la Figura 3, podemos ver que se cumple el siguiente
resultado: las tres mediatrices de un triingulo se cortan. El punto de interseccion de
las tres mediatrices es el circuncentro del triangulo.

pag. 91



La papiroflexia: Una herramienta ludica para el aprendizaje de las Matematicas

Figura 3. Las 3 mediatrices y el circuncentro de un triangulo
El baricentro.

En una nueva hoja triangular, construimos ahora el punto medio de uno de los lados
usando el pliegue (0O2) y lo unimos, usando ahora el pliegue (O1), al tercer vértice.
Construimos de esta manera la mediana de ese lado tal como lo vemos en la Figura 4.

Figura 4. Construccion de la mediana de un lado del triangulo

Como antes, realizando esta construccion para cada uno de los lados del tridngulo en una
misma hoja triangular, podemos ver que las tres medianas de un tridngulo también se
cortan (Figura 5). El punto de interseccion de las tres medianas es el baricentro del
tridngulo.

Figura 5. Las 3 medianas y el baricentro de un triangulo
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Un tercer pliegue.

Para obtener mas construcciones, introducimos un tercer pliegue que permite construir
mas rectas perpendiculares: dada una recta (pliegue o borde de la hoja) y un punto (que
puede estar sobre la recta anterior o no), obtenemos la perpendicular a la recta que pasa
por el punto mediante el doblez que pasa por el punto y al mismo tiempo pega la recta
sobre si misma. Siguiendo la numeracion internacional, este pliegue se denotara por (O4).
El pliegue (O3) aparecerd mas adelante.

Figura 6. El tercer pliegue, (0O4)
El ortocentro.

Empezando de nuevo con una hoja triangular, elegimos un lado de la hoja y realizamos
el pliegue (O4) para esta recta, tomando como punto el tercer vértice del triangulo.
Construimos de esta manera una de las alturas del tridngulo como muestra la Figura 7.

Figura7. Construccion de una de las alturas del triangulo

De nuevo, realizando sobre una misma hoja de papel triangular la construccion anterior
para cada uno de los lados, construimos las tres alturas de un mismo tridngulo. Y, de
nuevo, vemos que las tres alturas de un triangulo se cortan. El punto de interseccion
de las tres alturas es el ortocentro del tridngulo.

Figura 8. Las 3 alturas y el ortocentro de un triangulo

La recta de Euler.

Podemos ahora construir en una misma hoja triangular el circuncentro, el baricentro y el
ortocentro. Para no cargar la construccion, basta en cada caso con construir dos de las tres
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rectas implicadas para obtener la interseccion. Cuando tenemos los tres puntos
construidos, podemos usar el pliegue (O1) para obtener la recta que pasa por los dos
primeros puntos, y observamos que el tercer punto también esta situado en el pliegue tal
como se muestra en la Figura 9. Esto permite de nuevo visualizar un importante resultado:
el circuncentro, el baricentro y el ortocentro estan alineados. La recta que los contiene
se llama la recta de Euler.

Figura 9. El circuncentro, el baricentro, el ortocentro y la recta de Euler
El teorema de Pitagoras.

Empezando ahora con una hoja cuadrada, proponemos visualizar el teorema de Pitagoras
de la siguiente manera. Marcamos un punto en el lateral de la hoja, preferiblemente
bastante mas cerca de una de las esquinas que de la otra. Utilizando ahora un compas,
vamos a realizar exactamente la misma marca en los otros tres lados del cuadrado tal
como se muestra en la segunda foto de la Figura 10. Observamos que usamos un compas
por comodidad ya que, usando las simetrias del cuadrado (y pensando un poco),
podriamos obtener los puntos simplemente doblando nuestra hoja. Cuando tengamos
nuestros cuatro puntos marcados en los laterales de la hoja, vamos a realizar el pliegue
(O1) para unir uno de ellos con el siguiente. Y hacemos esto cuatro veces, girando nuestra
hoja para obtener la construccidon que se muestra en la ultima foto de la Figura 10.
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Figura 10. Visualizacion del teorema de Pitagoras

Al acabar la construccién, vemos que hemos creado, de esta manera, dos nuevos
cuadrados: uno exterior formado por los cuatro pliegues que acabamos de realizar, pero
también uno mas pequefio en el interior. La creacion de este pequefio cuadrado es una
visualizacion del teorema de Pitdgoras tal como explicamos a continuacion.

La diferencia entre estos dos cuadrados son los cuatro tridngulos rectdngulos idénticos
que hemos formado con los pliegues. Denotaremos por a, b y ¢ las longitudes de los lados
de este tridngulo rectangulo con a<b<c (siendo ¢ por tanto la longitud de la hipotenusa).
Vemos que el lado del pequefio cuadrado interior es (b-a) por lo que su area es (b-a)2.
Por otra parte, uniendo dos de los cuatro tridngulos rectdngulos (idénticos) que hemos
construido, obtenemos un rectangulo cuyos lados miden a y b y cuya érea es por tanto
ab. Al sumar el area del cuadrado pequefio con las areas de los cuatros triangulos
rectangulos obtenemos por tanto (b-a)*+2ab que es igual, si desarrollamos, a a?+b?. Pero
esto es exactamente el area del cuadrado exterior y cuyo lado mide ¢ por lo que tenemos
que a?+b2=c2.

REGLA Y COMPAS VERSUS PAPIROFLEXIA

Observamos que todas las construcciones geométricas realizadas hasta ahora pueden
realizarse con regla y compas (o con GeoGebra para emular la regla y el compas).
Veremos ahora que esto no es ninguna casualidad.

Tres pliegues mas.

Para ampliar el niimero de construcciones geométricas que podemos realizar con
papiroflexia vamos a introducir otros tres pliegues que, junto con los tres pliegues ya
introducidos hasta ahora, forman los seis primeros axiomas de Huzita-Hatori. Estos tres
pliegues se muestran en la Figura 11 y pasamos a describirlos. Dadas dos rectas (pliegues
y/o bordes de la hoja), el primero, (O3), consiste en llevar una recta sobre la otra.
Observamos que este pliegue es la bisectriz del &ngulo formado por las dos rectas si éstas
son secantes. Si las dos rectas elegidas son paralelas, este pliegue construye una tercera
recta paralela que se situa a igual distancia de las dos rectas. Los otros dos consisten en
un doblez que lleva un punto sobre una recta cumpliendo con una condicién adicional.
Para el segundo, (O5), pedimos ademas que el pliegue pase por otro punto dado. Para el
tercero, (07), pedimos que el pliegue pegue otra recta dada sobre si misma (es decir que
el pliegue sea perpendicular a esta segunda recta).

| ]

Figura 11. Tres pliegues mas, (03), (0O5) y (0O7)

Observamos que los seis pliegues introducidos hasta ahora en las Figuras 1, 6 y 11 son
redundantes por lo que podriamos usar menos pliegues. Por ejemplo, se puede comprobar
facilmente que (O7) se puede obtener a partir de los pliegues (02) y (O4). Se usan los



seis por comodidad y asi minimizar el nimero de pliegues necesarios para realizar una
construccion geométrica dada.

La relacion precisa entre la papiroflexia, usando los seis pliegues anteriores, y la regla y
el compas es la siguiente: empezando con dos puntos marcados en una hoja de papel, el
conjunto de los puntos que podemos obtener como interseccion de pliegues si usamos la
papiroflexia y de rectas y circunferencias si usamos la regla y el compds, son idénticos.
Dicho de otra forma, la papiroflexia que usa los seis pliegues anteriores es una
herramienta equivalente a la regla y el compas para la realizacion de construcciones
geométricas (empezando con dos puntos).

Sin embargo la herramienta que proporciona la papiroflexia es mas potente que la regla
y el compads gracias el séptimo axioma de Huzita-Haroti que introducimos a continuacion.
El séptimo pliegue.

Los axiomas de Huzita-Hatori, también llamados de Huzita-Justin, se completan con un
séptimo pliegue, (06), que consiste, dadas dos rectas y dos puntos, en llevar uno de los
puntos sobre una de las rectas y, simultdneamente, el otro punto sobre la otra recta.

Figura 12. El séptimo axioma de Huzita-Hatori, (06)

Los siete axiomas de Huzita-Hatori, que son las reglas clasicamente admitidas como
validas para hacer Matematicas con papiroflexia, hacen por tanto de la papiroflexia una
herramienta mas potente que la regla y el compas: este séptimo pliegue nos permitira
realizar construcciones geométricas que no se pueden obtener con regla y compas tal
codmo ilustramos a continuacion.

La triseccion del angulo.

Es muy conocido que ninguno de los tres problemas de la geometria clasica griega, la
triseccion del dngulo, la duplicacion del cubo y la cuadratura del circulo, pueden
realizarse con regla y compas. El ultimo de estos tres problemas tampoco se puede
resolver con papiroflexia (todo el mundo se creerd facilmente que no podremos hacer
aparecer el numero n simplemente doblando una hoja de papel). Pero los otros dos si
pueden realizarse de manera sencilla usando la papiroflexia, y mas precisamente los siete
axiomas de Huzita-Hatori. Nos centramos aqui en el problema de la triseccion del angulo
y pasamos a explicar la construccion que se encuentra, junto a muchas otras actividades
interesantisimas, en el libro [Hull, T. (2013)].

En un folio rectangular, empezamos partiendo uno de los angulos rectos, concretamente
el que se encuentra abajo a la izquierda, uniendo esta esquina con un punto que elegimos
en el borde superior de la hoja y usando el pliegue (O1). Nos proponemos partir el angulo
situado entre este pliegue y el borde inferior de la hoja en tres partes absolutamente
idénticas. Vamos a marcar este angulo, y también el pliegue oblicuo que lo delimita, para
no perderlos de vista.
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Figura 13a. La triseccion del angulo: preparacion

Empezamos eligiendo un punto arbitrario en el lateral izquierdo de la hoja y construimos
la recta paralela al lateral inferior de nuestra hoja y que pasa por este punto usando el
pliegue (O4). Continuamos construyendo la paralela al ultimo pliegue y que esta
exactamente a igual distancia del pliegue y del lateral inferior de la hoja usando el pliegue
(03). Terminamos aplicando el pliegue (06): vamos a llevar la esquina inferior izquierda
de la hoja sobre el ultimo pliegue construido y, simultdneamente, el punto marcado en el
lateral izquierdo de nuestra hoja sobre el pliegue oblicuo que delimita nuestro angulo.
Antes de abrir este ultimo pliegue, marcamos el punto donde ha ido a parar la esquina
inferior izquierda sobre el pliegue horizontal. Los pasos de la construccion aparecen en
la Figura 13b.

Figura 13b. La triseccion del angulo: construccion

Afirmamos que ya hemos partido nuestro angulo en tres partes iguales y para
comprobarlo, vamos a unir el ultimo punto marcado con la esquina inferior izquierda
usando el pliegue (O1). Y aplicamos finalmente el pliegue (04) a este Gltimo pliegue y
al pliegue original que delimita nuestro angulo. Comprobamos que hemos partido nuestro
angulo en tres partes que parecen idénticas.

Figura 13c. La triseccion del angulo: comprobacion

La demostracion de que esta construccion es efectivamente la triseccion exacta del angulo
original es elemental. El pequefio d&ngulo 6 marcado en la primera foto de la Figura 14 se
puede encontrar en otros dos lugares en nuestra construccion (y la justificacion de este
hecho es muy sencilla). Pero el pliegue (06) que hemos utilizado en nuestra construccion
es un eje de simetria por lo que el angulo 26, marcado en la segunda foto de la Figura 14,
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también se encuentra adyacente al &ngulo 0 hasta llegar al pliegue oblicuo que delimita
nuestro angulo de partida. Esto demuestra que 0 es un tercio de este angulo.

Figura 14. La triseccion del angulo: demostracion

CONCLUSIONES.

La teoria matematica que explica con precision lo que se puede hacer (y lo que no se
puede) con papiroflexia usando los siete axiomas de Huzita-Hatori es la Teoria de
Galois. Esto convierte a la papiroflexia en una herramienta para el aprendizaje de las
Matematicas desde una edad muy temprana y hasta la universidad. La Teoria de Galois
se ensefia, en la actualidad, en tercero del Grado en Matematicas en la Universidad de
Valladolid. Las construcciones con regla y compés suelen formar parte de los cursos
clasicos de Teoria de Galois y la mayoria de los libros de textos incluyen un capitulo
sobre el tema. Es mas reciente la aplicacion de la Teoria de Galois al estudio de las
construcciones con papiroflexia. El magnifico libro [Cox, D. A. (2012)] incluye un
capitulo sobre este tema, por ejemplo. Es una experiencia extraordinaria aplicar
resultados avanzados de Algebra para demostrar, con alumnos de Matematicas, porque
se puede construir con papiroflexia un poligono regular de 9 lados, mientras esta
construccion es imposible con regla y compas (lo cual demuestra que la triseccion del
angulo no se puede realizar con regla y compas), demostrar que un poligono de 11 lados
no se puede construir ni con papiroflexia, ni con regla y compas o contarles coémo
construir una raiz cuadrada con regla y compds y una raiz ctbica con papiroflexia. Pero
esto es otra historia. Se puede consultar el Trabajo de Fin de Grado [Gomez Villamayor,
J. (2017)] para un anélisis minucioso de las construcciones con papiroflexia desde un
punto de vista algebraico.

Terminaremos con algunos poligonos regulares construidos con papiroflexia y dejamos
al lector la tarea de determinar cuales de estas construcciones incumplen los axiomas de
Huzita-Hatori.
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Figura 15. Algunos poligonos regulares con papiroflexia
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CONTEXTUALIZACION

Las primeras calculadoras electronicas de bolsillo se empezaron a comercializar
masivamente en los afios 70. Desde entonces, las distintas casas comerciales han lanzado
al mercado distintos modelos de calculadoras con nuevas herramientas y recursos para
facilitar el calculo. Pero hoy en dia, los avances en la tecnologia ofrecen una amplia
variedad de modelos de calculadoras como las cientificas, graficas y algebraicas,
pudiendo utilizar estas calculadoras para trabajar la mayoria de los contenidos
matematicos que se pueden establecer en cualquier etapa educativa obligatoria o
postobligatoria.

El National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2014) identifica a la
calculadora como una herramienta y tecnologia apropiada ya desde los primeros cursos
de Educacion Primaria, y como un elemento esencial en el aula para ayudar al alumnado
a entender y razonar matematicamente. Pero la realidad es que, aunque las calculadoras,
desde sus versiones simples de cuatro funciones hasta modelos de graficos programables,
se usan habitualmente fuera de la escuela para una variedad de propdsitos, su uso
especifico en el aula de Matemadticas debe ser selectivo y estratégico (NCTM, 2015) para
ayudar a los estudiantes a comunicarse matematicamente y hacer las conexiones
necesarias a través de los conceptos y procedimientos matematicos y en situaciones del
mundo real.

El uso de la calculadora en el aula debe ir mas alld de la practica y del trabajo de
verificacion, apoyando el desarrollo de habilidades de resoluciéon de problemas,
permitiendo que los estudiantes se involucren con problemas cognitivamente ricos y
respaldando un entorno de aprendizaje efectivo que fortalezca una vision positiva de las
Matematicas (Ellington, 2003).

Ademas, cabe destacar el apoyo que la calculadora encuentra en la legislacion educativa,
pues tanto en el Real Decreto 126/2014, de 28 de febrero, por el que se establece el
curriculo basico de la Educacion Primaria como en el Real Decreto 1105/2014, de 26 de



diciembre, por el que se establece el curriculo basico de la Educacion Secundaria
Obligatoria y del Bachillerato aparece reiteradas veces el término “calculadora”, tanto en
los contenidos, criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje evaluables.

Sin embargo la realidad educativa en las aulas, bajo este marco, es un tanto contradictoria,
puesto que mayoritariamente y desafortunadamente en cualquier reunidén o encuentro
educativo siempre se discute el uso o no de la calculadora en las aulas a cualquier nivel,
y muestra de ello es el reciente Informe elaborado por la Federacion Espaniola de
Sociedades de Profesores de Matematicas sobre la utilizacion de las calculadoras en las
pruebas de evaluacion para el acceso a la Universidad (septiembre de 2018) donde se
pone de manifiesto la discriminacion y la falta de equidad entre comunidades auténomas
sobre el uso o no de la calculadora cientifica o grafica para las pruebas de acceso a la
Universidad.

Esta situacion probablemente viene fomentada por la falta de conocimiento y formacion
por parte del profesorado sobre el uso y manejo de la calculadora. Por ello se propone la
realizacion de un pequeio taller para potenciar el uso de la calculadora cientifica y su
ventaja en la enseflanza y aprendizaje de las Matematicas.

OBJETIVOS
Los objetivos que se pretende alcanzar con la realizacion del taller son los siguientes:

e Presentar, conocer y manejar un modelo de calculadora cientifica de forma
didactica que favorezca el uso de sus ments, teclas, etc.

e Fomentar el uso de la calculadora en las aulas como recurso didactico en el
aprendizaje y ensefianza de las Matematicas.

e Mostrar experiencias didacticas concretas sobre la utilizacion de la calculadora
cientifica.

METODOLOGIA

Se desarrolla una metodologia participativa durante la imparticion del taller que invitara
a participar libre y voluntariamente en las tareas propuestas y donde todos los
participantes dispondran en todo momento de una calculadora para poder experimentar.

Concretamente, se combina la presentacion de las diferentes opciones de teclas y menus
que ofrece la calculadora cientifica a través de la realizacion de pequefios problemas para
fomentar su uso y su conocimiento, que servira a la vez como manual de usuario del
dispositivo y como guia didactica para el usuario o la usuaria.

También se mostraran algunas de las actividades que se realizan desde el afio 2015 en el
grupo de trabajo del Seminario de Calculadoras de la Federacion Espaiiola de Profesores
de Matematicas, disefiadas teniendo en cuenta la filosofia y las ideas de Fielker (1986) y
el NCTM (2000). Ademas, parte de estas actividades estdn publicadas en Amaro et al.
(2017).

Concretamente, en colaboracion con la Division Educativa de CASIO en Espaifia, el
modelo de calculadora cientifica que se usa durante el taller es la CASIO CLASSWIZ fx-
570SPX II. Es un modelo de calculadora adecuada para cualquier nivel de la Educacion
Secundaria Obligatoria (ESO), Bachillerato y Universidad. Este modelo es equivalente a
la CASIO CLASSWIZ x-991SPX, aunque con ciertas desventajas como un peso mas
pesado, una dimension mayor y no combina una fuente de alimentacion solar con pila.
Ademas, la caracteristica que diferencia de un modelo I y II es que la version I ofrece los



idiomas castellano, portugués y catalan, y la Il también el euskera. La apariencia que tiene
esta calculadora se recoge en la Imagen 1.
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Figural: Modelo CASIO CLASSWIZ fx-570SPX.

La calculadora tiene un total de 575 funciones donde destacamos ademas de las funciones
matematicas como la funcion simplificar, verificar, division entera; funciones de célculo
como matrices 4x4, sumatorio o productorio, niimeros complejos; funciones de
estadistica y probabilidad como distribuciones de probabilidad, menu de hoja de célculo
o generacion de un codigo QR que es ideal trabajarlo con la aplicacion CASIO EDU*
para permitir acceder a funciones adicionales que no estan disponibles en la calculadora
como visualizar graficos, compartir datos, etc. Para obtener mas informacioén de estas
funcionalidades de la calculadora se puede consultar la web educativa de CASIO
https://www.edu-casio.es/noticias/tutoriales-guias-calculadoras-classwiz o  Kissane
(2016).

La participacion en el taller permite conocer las funciones mads significativas y
representativas de este modelo de calculadora.

EJEMPLO DE ACTIVIDAD

A continuacién, se presenta una actividad para trabajar el siguiente estindar de
aprendizaje evaluable de 1°y 2° de la ESO de Estadistica: Organiza datos, obtenidos de
una poblacion, de variables cualitativas o cuantitativas en tablas, calcula sus frecuencias
absolutas y relativas y los representa graficamente.

El enunciado de la actividad que se les presentaria al alumnado seria:

Durante este curso las calificaciones de Matematicas Académicas de los alumnos/as de
ler curso de la ESO en los dos primeros trimestres se recogen en la siguiente tabla:

Notas 01 234546728910

1 trimestre 0 0 2 2 1 5 2 3 2 3 1

2%trimestre 0 1 1 3 2 4 1 3 2 4 0

a. Calcula la frecuencia absoluta y relativa de cada nota.
b. Representa graficamente los datos.

Una forma de resolver la actividad podria ser la siguiente que se recoge.



Para realizar la tabla de frecuencias utilizamos la calculadora y seleccionamos el ment
Hoja de cdlculo, al que se accede mediante W8 e introducimos los datos obtenidos. Hay
que tener en cuenta que la capacidad de la hoja de la calculadora es generar una tabla de
5 columnas y 45 filas, y con este ejemplo ocupamos el nimero maximo de columnas que
puede manejar esta hoja de célculo.

Lo haremos utilizando las diferentes opciones que este menu nos ofrece y de tal forma
que la propia hoja de célculo calcule las frecuencias absolutas y relativas de cada nota.
Para ello reproducimos en la tabla de la calculadora la misma que tenemos nosotros,
recordando que la aplicacion de hoja de calculo de la calculadora s6lo permite introducir
numeros y formulas, con una sintaxis similar a cualquier otra hoja de calculo.

Introducimos los datos, para ello nos situamos en la celda correspondiente moviéndonos
sobre la tabla con las teclas E!$R; tecleamos el nimero y presionamos la tecla = para
introducir dicho valor en la celda.

w8 0=1=...

7 dlﬂhﬂiihd”ﬁﬂﬂlﬂf“iﬁﬁ--g-ﬁ.-
g 25 d 38 4 85 g

B:Hnjg de calculo
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Vamos a comprobar que tenemos el mismo nimero de datos en todas las columnas para
depurar errores, del mismo modo que hariamos en un hoja de calculo, mediante la sintaxis
“=Sum(B$1:B$11)”. El signo “=" indica que lo que viene a continuacion es una féormula,
“Sum” es una funcidn que esta disponible en la memoria de la calculadora que se accede
mediante la tecla T y “$” es el simbolo que sirve para fijar la referencia de una férmula
situada detras de dicho simbolo. Lo usamos porque vamos a utilizar una misma férmula
para calcular la suma de distintas columnas (tanto las de B como las de C): asi cuando
tenemos “B$1:B$11” indica todas las celdas que se van a sumar desde la B1 hastalaB11,
pero cuando pegamos esta formula en otra columna, por ejemplo la C, fija las filas pero
no las columnas por ello interpreta “C$1:C$11” y suma todo lo que tenemos desde la C1
hasta la C11 pues el signo “:” se utiliza de separador entre la primera y la ultima celda.
Esto en la calculadora se realiza mediante los siguientes pasos:

Qr T R 4
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- . . 1:%
5 5 1 2:Escoger celda
1] 1 i ]
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=1
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=5Sum (| =Sum{B%$1 :B¥11>




Ahora para aplicar la formula en la columna C, lo realizamos mediante la opcion de
Copiar y pegar que accedemos a ella con la siguiente secuencia de teclas:

TR 2

l1:Rellen féormula §1:Cortar ¥ pegar
2:Rellenar valor |2:Copiar v pegar |
3:Editar celda 3:Borrar todo
4:Espacio libre 4:Recalcular

Nos ponemos en la celda que corresponda y le damos al =.

E] €] 4
10 1 [i]

HPegar:[=]1

Y cuando terminemos tecleamos C. Observamos si pasamos con el cursor por encima:

D
3 3 4 3 3 4
10 1 0 10 1 0
Z1 Z1
=5um{(B%1:B%11)> =5um(CE1:C%11)

Recordar que siempre, si nos equivocamos, podremos editar nuestra formula mediante la
tecla T y nos aparecera el siguiente ment

l1:Rellen férmula |
2:Rellenar wvalor
3:Editar celda
4:Espacio libre

y elegimos la opcion 3, Editar celda, tecleando la tecla 3.

Tenemos entonces asi las 21 notas de cada trimestre; vamos a calcular ahora las
frecuencias absolutas de cada nota que no es mas que sumar los datos de cada fila, que
realizaremos en la columna D, de una forma similar a esta, utilizando la funcién Sum, y
sumando los elementos de cada fila y de las columnas B y C. Puesto que queremos aplicar
una misma férmula para todas las celdas de las frecuencias absolutas lo que hacemos es
“Sum($B1:$C1)” en la fila de la nota 0, y luego la pegamos en todas las demas.

La secuencia que tecleamos es:
QrTR4T1Qx1QyT1Qul)=
[D]

1]

[ ] (] ] (]

L] (o8] o (]

3
=Sum ($B1 : $C1)
Dado que queremos hacer este mismo célculo en toda la columna D, podemos hacer el
mismo procedimiento que antes de Copiar y pegar la férmula, o podemos utilizar otra
opcion mas 6ptima que nos ofrece la hoja de calculo: Rellenar formula. Accedemos a ella
mediante la tecla T apareciendo el siguiente menu y eligiendo la opcion 1:

l1:Rellen formula |
2:Rellenar wvalor
3:Editar celda
4:Espacio libre



Nos aparece entonces la siguiente secuencia de menus donde nos movemos con las teclas

R!ES y aceptando los valores que vamos editando a través de la tecla = realizando lo que
se muestra por pantalla:

Relleﬁ formula Relleﬁ formula
1T | O rmu 1 =Sum { $B1 & $(»
Rango :D1:D1 Rango :D1:D1

Relleﬂ formula
Formul=«38B1 :$C1
Rango :D1:D1

Relleﬂ formula Relleﬂ formula
Formul=5um {($E1 : $C Formul=5Sum {$B1 : $C
Rango :D1:D13A Kango D1 :D

Y una vez que lo tenemos, para aceptar el calculo, tecleamos = y nos aparecera por
pantalla:

D] [D]

0 ] i] g 2 2 4
1 ] 1 ] 3 4 7
z z 3 10 1 ] 1
3 Z ] 5 21 Z1 I
=Sum ($B1 :$C1) =5Sum{$B12:%C12)

Se obtiene asi la frecuencia absoluta de las notas.

Nos queda el calculo de las frecuencias relativas y lo hacemos de tal modo que, utilizando
una Unica formula, la podamos aplicar al resto de celdas y se calcule automaticamente
(aprovechando las opciones de la hoja de calculo). Para ello hacemos “=D1+D$12” y
luego se pega la formula en el resto de celdas de la misma columna, pues asi el primer
elemento varia segun la fila en la que esté la formula (D2, D3, etc.) ya que el simbolo “$”
hace que se mantenga fija la fila, porque estamos pegando una celda verticalmente y toma
siempre el elemento D12.

Lo realizamos con la opcion de Rellenar formula mediante la tecla T. Realizando lo que
se muestra por pantalla y obteniendo las frecuencias relativas.

Relleﬁ formula Relleﬁ formula
Formul=D1+D%$12 Formul=D1+D%$12
Rango :E1:E13J Rango :E2:E2

Relleﬂ formula
Formul=D1+D%$12

i] [i]
10,0238
al0.0714

[ ] (g1 ] (]
=2

on

]

=D4-D$12
Los datos que obtenemos se recogen en la siguiente tabla:
Tabla 3: Tabla de frecuencias.




Notas 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0 0 2 2 1 5 2 3 2 3 1 2
trimes
tre

[a—y

29 0 1 1 3 2 4 1 3 2 4 0 2
trimes 1
tre

Fi 0 1 3 5 3 9 3 6 4 7 1 4

fi 0 0.02 0.07 0.1 0.07 021 007 0.14 009 0.16 0.02 1
38 14 19 14 42 14 28 52 66 38

También podemos representar los datos obtenidos por la calculadora a través del mena
Estadistica y desde la aplicacion CASIO EDU" (se puede consultar todo lo necesario
acerca de la  aplicacibn en  este  enlace  http:/wes.casio.com/es-
es/education/extension/casioeduplus/).

Una opcién puede ser accediendo a la web http://wes.casio.com/es-es/class/ para generar
una clase, donde compartiremos los graficos que se vayan realizando, dado que podemos
pedir por ejemplo el grafico de frecuencias absolutas a un grupo de alumnos y el grafico
de frecuencias relativas a otro grupo de alumnos de la misma clase.

Introducimos un nombre a la clase y una pequefia descripcion, una vez que se acaba de
crear aparecera de la siguiente forma:

Online Sharing poversaty kefsan [ [

Nombre de Clase: Numero de Clase:
Tabla de frecuencias Bt WdhL-YVfd-6STT-yNeL
GHol
Acerca de Clase:
de la tabla de del calculo de las notas de dos trimestres de Matematicas Académicas

O Grafico v B &% O

» Privacy Policy » Terms of Use ©2015 CASIO COMPUTER CO., LTD.

Figura 2: Crear una clase.

Tras la creacion de la clase, los estudiantes deben afiadirse a la misma para compartir
datos y graficos. Una forma de hacerlo es mediante el cddigo QR que genera la
calculadora y lo compartimos en la clase generada. Los graficos los podemos obtener
seleccionando el menu 6 de Estadistica y mediante la opcion [-Variable:

wb 1



rv=a+bx

1
2
4 m ALH i Qgiy=a+hx+cxz
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:1-Variable I

£ Lk

De esta forma se obtiene una tabla que solo dispone de una columna, la correspondiente
a los valores que toma la variable. Para anadir una columna con las frecuencias, hay que
modificar la configuracion de la calculadora del siguiente modo:

qw R 3 1

1:EntradafSalida 11:Result fraccidn
2:Unidad ansgular |2:Complejos
3:Formato numero |3:Estadistica
4:5imb ingenieria|4:Hoja de calculo

JFrecuencia? °
1:0n
2:0ff

D]
b Frec

oy

Introducimos los datos de las frecuencias absolutas, pulsando =y a continuacion, una vez
tengamos todos, generamos el codigo QR (qT) asociado a los datos para obtener el
grafico de barras correspondiente, almacenandonos en la clase anteriormente guardada
obteniendo:

® Frec

9 T

11 10 1
1z |

2 — 0.05 —

T T T T T T T T T T T T

01 2 3 4 5 6 7 8§ 9 10 01 2 3 4 5 6 7 & 9 10

Figura 3: Graficos asociados a las frecuencias absolutas y a las frecuencias relativas.

Anélogamente hacemos también el grafico para las frecuencias relativas obteniendo:

® Frec
9 20,0952
10 90,1666
11 10|0.0238

12 |
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Resumen.

Palabras clave: metodologia, Matematicas, Secundaria, escape room

INTRODUCCION.

Uno de los principales problemas que nos encontramos en el aula es la desmotivacion del
alumnado debida a la poca aplicacion que ven a las Matematicas en su vida cotidiana.
También es cierto que no gozan de buena prensa en la sociedad en general. Desde el
Grupo de Divulgacion al que pertenecemos llevamos afios intentando mostrar la cara
amable de las mismas a nuestro alumnado y al piblico en general, a través del desarrollo
de actividades y talleres. A nuestro alumnado le proponemos que nuestro alumnado “haga
Matematicas™ fuera del aula, no s6lo en su pupitre. Un parque, un museo o cualquier
rincon de nuestra propia ciudad son entornos mas que interesantes para desarrollar la clase
de Matematicas. Pensamos que una metodologia basada en la resolucion de problemas es
vital para la adquisicion de la competencia matematica, y que dicha metodologia puede
desarrollarse dentro del aula pero también en muchos contextos extracurriculares alejados
del entorno escolar.

El objetivo de este taller es dar a conocer recursos alternativos para sacar las Matematicas
fuera del aula y motivar al alumnado, a la vez que se hacen visibles para otras personas.
En este tipo de actividades se presta especial atencion a la resolucion de problemas y las
estrategias de pensamiento, y también se fomenta la creatividad y el trabajo en equipo.
La mayoria de los recursos aqui planteados han sido utilizados y comprobados durante
varios afos en diferentes contextos y valoradas muy positivamente en cuanto a
participacion e implicacion de los participantes: actividades en el Museo de la Ciencia de
Valladolid para publico en general, Dia de las Matematicas en la Calle en distintas fechas
en Valladolid, actividades con nuestros grupos de clase o con el alumnado de Estalmat,
etc.

Para presentar las actividades hemos decidido dar un formato de juego al taller, usar
precisamente la fuerza motivadora que tiene la gamificacion, para que el profesorado
experimente justamente con una de los recursos que se proponen, un Escape Room
Educativo. Un Escape Room consiste en confinar a un grupo de personas en un espacio
cerrado donde se situan pruebas y objetos relacionados con las mismas, de manera que
en un tiempo establecido el grupo debe salir de dicho espacio tras superar las pruebas, y
conseguir un objetivo fijado desde el principio (normalmente incluye encontrar la llave
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para salir). Este tipo de juegos se puede adaptar a cualquier materia u objetivo. Basta con
plantear acertijos y pruebas relativas a aquello que se quiera trabajar. En nuestro caso
todos los acertijos estan basados en la resolucion de problemas, la légica y las
Matematicas, pruebas que han sido utilizados en las distintas actividades. La historia gira
en torno a la recién inaugurada sala de Matematicas del Museo de la Ciencia de
Valladolid, Malditas Matemdaticas... jo no?

DESARROLLO DEL TALLER.

Para desarrollar la actividad se forman 4 grupos de 5 personas (las actividades de Escape
estan pensadas para grupos de entre 3 y 6 personas), y en lugar de llevarlo a cabo en 4
habitaciones diferentes, se llevard a cabo en el mismo espacio, donde cada grupo tendra
una zona propia. Este planteamiento permite plantear este tipo de recurso con grupos
grandes, como los que habitualmente tenemos en el aula. Ademas, se disefia una zona
comun en la que los objetos se comparten y en la que, como novedad en un Escape Room,
hay una actividad colaborativa entre los distintos grupos participantes. Tras una pequena
introduccion donde se explica en qué consiste el Escape Room, se lleva a los participantes
al aula donde se desarrollara.

Escape Room: la historia.

Toda actividad de escape comienza con una historia que situa a los participantes en el
juego y explica cudl es el objetivo a alcanzar:

“El departamento de Matematicas del instituto al que pertenecéis se ha enterado
de la apertura de una nueva sala dedicada a las Matematicas en el Museo de la
Ciencia. Les parece una oportunidad ideal para sacar las Matematicas fuera del
aula y planean una visita a espaldas de la direccion del centro, que piensa que la
actividad no merece la pena y no hace mas que poner obstaculos. El departamento
ha decidido reunirse en la sala para preparar la actividad, buscaran informacion e
intentardn convencer a la direccion, pero ésta no se lo pondra facil, esta vez ha
decidido dejarlos encerrados... Para salir de la sala hay que completar una
plantilla con el plano de la sala de Matemadticas del Museo de la Ciencia de
Valladolid, asi como el nombre de las secciones en las que se divide. Cada seccion
se identifica en el plano con un objeto relacionado con la misma. Si entregais la
plantilla completa al director quizés éste os deje salir ...”.

Los 4 equipos se distinguen por el nombre de un matematico/a, Hipatia, Gauss, Ada
Byron y Pitagoras, pero lo tienen que deducir con el material que tienen en su espacio:
un marco con la foto del matematico/a y una carpeta, la carpeta del profesor, donde figura
el nombre. Cada grupo entra en el aula con uno de los organizadoresyse les indica qué
espacio le corresponde (Figura 1).

Figura 1. Distribucion de la sala donde se desarrolla el Escape.
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A continuacion, se encadena en la mesa central a uno de los participantes de cada equipo.
Es ahi donde se desarrolla la actividad colaborativa, que consiste en completar el puzle
del plano de la sala (Figura 2) con las piezas correspondientes a su grupo. Sobre la mesa
hay cuatro sobres con las piezas, diferenciadas por equipos (se muestra por detras el
matematico que les identifica), si bien en cada sobre las piezas estan mezcladas (tienen
piezas de su equipo y de otros). Los participantes tienen que abrir el sobre y deducir que
deben intercambiarse las piezas, pero no tienen indicaciones de lo que deben hacer ni
tampoco saben, en principio, qué piezas son las suyas, s6lo con la colaboracién de su
equipo pueden averiguarlo. Completar el puzle supone poder ser desencadenado y volver
con su grupo, que ya estard trabajando en su espacio.

e e
RERE o T 2 et Arrre
< y e

Figlifa 2. Puzle del plano de la sala del museo.

En el plano del museo aparecen imdgenes que se corresponden a actividades existentes
en cada una de las secciones de la sala, secciones cuyo nombre tienen que descubrir
utilizando pruebas y pistas:

a) Universo Numérico

La imagen que representa a esta seccion es un solitario danés (Figura 3), un juego
numérico que consiste en colocar los nimeros del 1 al 10 de manera que se consiga la
misma suma en cada diagonal y en cada uno de los rombos que forman.

= 8 {4 ’J
BEE A
& k?_ S

_——
Figura 3. Solitario danés

Para llegar al nombre de la seccion, “Universo Numérico”, cada equipo cuenta con un
mensaje escrito en una tira para enrollar en algiin tubo (el método grafico de la Escitala).
El tubo sera algo que destaque en el aula, en este caso, un perchero colocado en la zona
comun a todos los participantes. Como pista se coloca en la carpeta de profesor una
explicacion sobre métodos criptograficos (entre ellos la Escitala). Ademads, hay una pista
adicional, que es un plano Dufour del recorrido (Figura 4), con un resumen de la
explicacion de lo que es un plano Dufour en la carpeta del profesor. Al recorrer el plano
siguiendo el esquema se encuentra la palabra “Escitala”.
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Figura 4. Plano Dufour.
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b) Perplejidad

La imagen que caracteriza a esta seccion es una escalera similar a la de un famoso grabado

de Escher en la que se puede jugar con la perspectiva desde un punto concreto, desde ese
punto la escalera parece no cambiar de nivel.

Figura 5. Escalera

Para encontrar la palabra referente a este apartado, cada equipo tiene una anamorfosis con
la palabra perplejidad (Figura 6) creada con el software “Anamorph Me!”. Se necesita un

cilindro espejado que se encuentran en la zona comun junto a otras figuras matematicas
forradas con espejos.

Figura 6. Anamorfosis cilindrica con la palabra perplejidad.

c¢) Descubriendo figuras

Esta seccion viene representada en el plano por un arco luminoso bajo el que se colocan
figuras para visualizar secciones de las mismas a través de la luz laser (Figura 7).

Figura 7. Arco luminoso



En la carpeta del profesor cada equipo tendrd un examen que pide medir varios angulos
y colocar las medidas ordenadas (Figura 8).Para ello cuentan con un transportador de
angulos también en la carpeta. Una vez los han medido y colocando en orden (69-72-219-
120), en la pizarra comun encontraran una equivalencia de nimeros y letras que llevan al
titulo (a=1, b=2, etc.).

L /L e

-

Figura 8. Angulos

Como las medidas de los angulos deben de ser bastante precisas, en la carpeta cuentan
también con una “chuleta” en forma de flexdgono (Figura 9). Manipulando el flexdgono
encontraran las siguientes pistas (en paréntesis la solucion).

“La medida del primer angulo la veras igual si la giras” (69°)
“El segundo angulo es el doble de un cuadrado” (72°)
“En el tercero con 7 menos queda un bonito capictia” (219°)

“No aceleres més de la medida del ultimo dngulo o te calcaran una multa” (120°)
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Figura 9. “Chuleta” con pistas para resolver los angulos.
d) Emboscadas de la 16gica

Esta seccion la identificaran con uno de los problemas de l6gica planteados en la Sala del
Museo, “Juego de los cuatro amigos”. De hecho este juego se reproduce en el espacio de
cada grupo como pista para la seccion “En busca de una solucion”
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Figura 10. “Juego de los cuatro amigos”




El nombre de esta seccion estard en un bote cerrado con un candado. Los participantes
tienen que encontrar la combinacion del candado, que consta de tres nimeros. Para ello,
deben resolver el siguiente enigma de légica (Figura 11). El corazén con el que se
resuelve se encuentra en el espacio comun de la pizarra y la parte a completar se encuentra
pegada en la carpeta del profesor. Deben deducir el nimero que falta en las fracciones
que representan la parte del corazon que tiene dicho color (observando que las divisiones
no son iguales).

Figura 11. Enigma de los corazones.
e) Azar y estadistica

La seccion correspondiente a “Azar y Estadistica” tendran que asociarla al juego de las
muestras (Figura 12) que pone de manifiesto la importancia de seleccionar una muestra
aleatoria.

Figura 12. Juego de las muestras.

Para encontrar el nombre de la seccion, resolveran el “Juego de los edificios”. Cada uno
de los 16 edificios, que son bloques construidos con multicubos de 4 colores diferentes y
4 alturas diferentes, posee una letra en la parte superior, se colocan en una plantilla 4x4,
marcada en las filas y en las columnas con los nimeros 1-2-2-3 (de arriba abajo y de
derecha a izquierda). Si la colocacion es correcta se lee el nombre de la seccion. Los
edificios se encuentran en una caja cuya llave se esconde en el mismo bote donde estaba
el nombre de la seccion de “Emboscadas de la logica”, mientras que la plantilla se
encuentra en el espacio de cada grupo. El enunciado del juego lo encuentran en la carpeta
del profesor: “Coloca en cada fila los cuatro bloques de un mismo color de manera que
no se repitan en las columnas bloques que tienen la misma altura y de manera que se vean
desde el frente y desde el lateral derecho el nimero de edificios que se indica en cada fila
y columna”. Para que conozcan el orden en el que tienen que colocar los colores de los
“edificios”, en la pizarra comun esté colocada una bandera con dichos colores ordenados
(Figura 13).

Figura 13. Bandera del juego de los edificios.



Matematicas, ;fuera del aula?

f) MateMatizArte

Los participantes deben relacionar la seccion de MateMatizArte con la imagen de los
prismas de la Figural4. Dichos prismas se encuentran en la Sala de Matemadticas del
Museo de la Ciencia y muestran fotos de diferentes monumentos de Castillay Leon desde
un punto de vista matematico, asi como de la relacion de las Matematicas con la musica,
la poesia o el cine.

Figura 14. Prismas de MateMatizArte

Para encontrar el nombre de la seccion, en la zona comun tienen una fotografia del
MUSAC (Figura 15). La foto contiene una nube de palabras entre las que se encuentran
Mate, Matiz y Arte. Para ver el mensaje se usa una rejilla guardada en la caja donde
también se encontraban los edificios de la seccion anterior.

Figura 15. Foto del Musac y plantilla de la rejilla
g) En busca de una solucion.

Latltima de las secciones viene representada por la imagen de los “Puentes del Pisuerga”,
juego semejante a los Puentes de Konigsberg pero ambientado en el Museo de la Ciencia
(Figura 16)

2| Estplet /7l
Figura 16.- Los Puentes del Pisuerga

La busqueda de esta seccion es quizas la mas compleja porque tiene dos retos diferentes.
El primero consiste en resolver un problema de logica que tienen en la carpeta del
profesor, el “Problema de los cuatro amigos™: “Vispera de Halloween. Cuatro
compaifieros de clase se encuentran en la hamburgueseria de la esquina a la salida del
instituto. Se sientan a los cuatro lados de una mesa. Entre otros temas, comentan el tltimo
examen en el cual todos han sacado diferentes notas. Ademas, hablan de sus disfraces
para esa noche: calabaza, esqueleto, murciélago y una mascara de calavera”. Con las
pistas que te damos, contesta: ;Quién se disfraza de esqueleto? PISTAS:

= Quien tiene mejor nota ira de calabaza.
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= A la derecha de quien llevara una méscara de calavera se sienta quien ha sacado
el cuarto lugar en nota.

* Quien va de calabaza le prestard una mascara de calavera a la persona sentada
enfrente, ya que no tiene ningln disfraz.

= Lapersona con tercera mejor nota estd sentada frente a la persona de mejor nota.
= Julia se sienta enfrente de quien tiene la segunda mejor nota.

* Enun momento determinado, David dice: “Elena, gracias por la careta”.

= A Pedro le dan pavor los murcié¢lagos.”

La solucion a este enigma es “PEDRO”. Con dicho nombre deben abrir un dispositivo
similar a un candado, un “Cryptex”, que se encuentra en la zona comun. Dentro aparece
la frase “Descartes te dice: La verdad esta escrita con mayusculas”, que servird para el
segundo reto. En ¢l disponen de un libro dividido en tres partes que se pueden combinar
para obtener definiciones matematicas. Cada parte se distingue por silabas que forman
nombres de matematicos relacionados con la definicion. Cuando se localiza la definicion
adecuada (DESCARTES) las mayusculas determinan el nombre de la seccion. Las frases
y nombres del libro son:

= LE - IB -NIZ “limitE hacia eL cuAl tiende la raZoén - entre el incremento de 1A
funcion y el coRrespondiente a la variable - cuando el incremento tiende a cero”

= APO - LO - NIO “curvas geoM¢étricas - quE se forman a partir De la Interseccion
- De un cono con un plAno”

= DES - CAR -TES “en El plaNo la aBscisa y la ordenada de los pUntoS sirven
para loCalizArlos DE Una maNerA Sencilla - prOyectando Los pUntos sobre las
rectas perpendlculares (ejes) - y midiendo esa prOyecciON

= PIT - AGO - RAS “En todo tridngulo rectangulo, - el CuAdrado de la Longitud
De la hipOteNusa - es igual a la suma de 10s Cuadrados de las respectivas
longitudes dE los CatEtos”

=  GER-MA-IN “el rAdio deL circulo, a Grandes rasgOs, - que mejoR se ajusta a la
curva en un punto - es el radlo de curvaTura en ese Mismo puntO”.

PUESTA EN COMUN.

Una vez terminado el Escape se ponen en comin las sensaciones que surgen de la
experiencia y se revisan las posibles “actividades fuera de aula” que se pretendian poner
de manifiesto en el juego:

= Visitas a Museos. El objetivo del Escape es una excusa para presentar una de las
actividades fuera del aula mas comun, la visita a museos, en particular la recién
inaugurada sala de Matematicas del Museo de la Ciencia de Valladolid, que
pretende dar a conocer distintos &mbitos de las Matemadticas mediante actividades
manipulativas. Aunque también hay Matematicas en otros museos y se puede
aprovechar cualquier visita para aportar una visidon matematica (se ponen como
ejemplo El Prado o El Escorial).

= Matematicas en la calle. Algunos de los juegos, como el de los Edificios, forman
parte de una muestra de materiales que la Asociacion Castellana y Leonesa de
Educacion Matematica “Miguel de Guzman” tiene en Valladolid y que prestan a
los socios para yincanas y actividades similares en sus centros. Algunas de estas



yincanas se han llevado a cabo en el Museo de la Ciencia abiertas al publico
familiar. También desde hace dos afios en la actividad “Matematicas en la calle”
que se celebra en Valladolid durante una mafiana. En este caso el objetivo es
mostrar la cara amable de las Matematicas a través de juegos y estd dirigida a
todos los publicos, es una actividad de divulgacion.

= Rutas matematicas. El plano Dufour nos sugiere una forma de hacer un recorrido
diferente de una localidad, un recorrido matematico. La seccion MateMatizArte
muestra imagenes de nuestras ciudades que inspiran actividades matematicas. Las
yincanas de las Olimpiadas son un ejemplo de ruta matematica. También hay un
proyecto europeo para hacer itinerarios matematicos con una aplicacion de movil
http://mathcitymap.eu

= Gamificacion a través de actividades como el Escape Room. A nuestros alumnos
les gusta jugar (;y a quién no? ...). El escape sirve para desarrollar la colaboracion
en grupo, para plantear problemas de Matematicas (como la representacion
grafica de las fracciones en el corazon o la medida de angulos), para motivar, para
trabajar contenidos no curriculares (como los de criptografia), para que los
alumnos desarrollen la creatividad. Esta actividad se ha creado en funcion de las
propuestas que se quieren mostrar, pero se puede elegir otra situacion, otro
contexto adecuado a lo que se pretenda plantear.
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Resumen
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INTRODUCCION.

Segin ORDEN EDU/362/2015, de 4 de mayo, por la que se establece el curriculo y se regula
la implantacion, evaluacion y desarrollo de la educacion secundaria obligatoria en la
Comunidad de Castilla y Leon:

“En el proceso de ensefianza-aprendizaje de las Matemdaticas tiene gran importancia la
manera de trabajar en el aula. Por ello, se deben generar situaciones diversas que
permitan al alumnado adquirir conocimientos a través de diferentes estrategias,
experimentar el gusto por el trabajo personal y colaborativo y valorar los procesos, el
esfuerzo y los errores, procurando que sea participe de la evolucion de su propio
aprendizaje. Tambiéen debe existir variedad en los procedimientos de evaluacion para
facilitar la exposicion de conocimientos por parte de todo el alumnado y como
herramienta imprescindible para mejorar la calidad de la educacion” (Pag. 32191)

El grupo de Divulgacion Matematica del PPED de Valladolid comparte dichas
apreciaciones, considera que la ejecucion de ejercicios repetitiva de forma automatica no
aporta nada al verdadero conocimiento matematico y defiende la resolucion de problemas
como la base de un aprendizaje competencial. El docente debe ser capaz de mostrar
propuestas motivantes y situaciones curiosas, que llamen la atencion a los alumnos y que
ofrezcan la posibilidad de interaccién. Los problemas o situaciones problematicas
deberan elegirse de forma que el alumno sea capaz de abordarlos, para que acepte el reto
y asi participar de forma activa en su aprendizaje. Cuando un nifio se implica e intenta
resolver un problema o superar un reto, se convierte en protagonista de su propio proceso
de ensefianza-aprendizaje. Incluso, sin llegar a la consecucion de todos los objetivos
planificados, la total resolucion de la propuesta o no finalizar todo el proceso, el camino
habra merecido la pena y se estara fundamentando un buen aprendizaje, ya que esta
presente el esfuerzo, el interés por conocer los resultados y la explicacion matematica que



aparece en ellos, Por todo ello, se presentan las siguientes propuestas que ofrecen la
posibilidad de aprender Matematicas constructivas, en especial, investigando Geometria
en el aula con los materiales y recursos necesarios para llevarlo a cabo.

DESARROLLO DEL TALLER.

Geometria elemental: conceptos matematicos implicados
Unicidad de la recta que pasa por dos puntos.

Recta perpendicular a una dada pasando por un punto fijo.
Infinitud de las rectas paralelas a una prefijada.

Mediatriz de un segmento dado.

Bisectriz de un angulo.

Angulos internos y externos de un poligono.

Desarrollo de la actividad

Se parte de un trapecio recto a partir de un folio (Figura 1) y sélo se pueden resolver las
cuestiones que se plantean mediante dobleces.

Practica guiada:

Figura 1.Trapecio de papel

Nombra a los vértices ABCD, sefiala aleatoriamente dos puntos E y F en el papel,
construye, mediante un doblez la tinica recta que pase por ellos. Haz la perpendicular a
dicha recta que pase por E. Concreta una recta paralela a la recta EF.

Lleva D sobre A y marca la linea. ;Qu¢ es? (Mediatriz del segmento AD) ;Qué cumplen
sus puntos? (Lugar geométrico de los puntos del plano que estdn a la misma distancia de
AyD).

Lleva el lado AB sobre AD. ;Qué obtienes? (Bisectriz del angulo formado por los
segmentos AB y AD).

Técnica del sobre.

Demostracion manipulativa de que la suma de los angulos de un tridangulo es 180°.

Figura 2. Técnica del sobre



En un tridngulo cualquiera de papel, dobla por una de las alturas (Figura 2). Después,
desdobla y lleva los tres vértices del tridngulo al mismo punto de la altura sobre la base.

Reto 1: ;{Cuanto sumaran los dngulos internos de cualquier poligono?
Se recuerda que todo poligono se puede triangular y asi utilizar el resultado anterior.

Investiga la justificacion de la formula general para calcular la suma de los angulos
internos de un poligono convexo de n lados (S = (n — 2).180°).

Un angulo externo es aquel que es formado por un lado de un poligono y la prolongacién
del lado adyacente. Este se encuentra en la parte exterior del poligono, y es suplementario
de su correspondiente dngulo interno, como muestra la Figura 3, en el caso particular de
un pentagono.

Reto 2: ;Cuanto sumaran los angulos externos de cualquier poligono convexo?

Para resolver este reto, se puede comenzar dibujando cualquier poligono convexo, por
ejemplo un cuadrilatero. Después se sefialaran y recortardn sus angulos externos. Al
agruparlos y sumarlos ;Qué ha ocurrido? (Figura 4).

N
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v
Figura 3. Angulos externos de un pentagono Figura 4. Suma angulos externos

Poliminos
Un polimind es un objeto geométrico obtenido al unir varios cuadrados o celdas del
mismo tamafio de forma que cada par de celdas vecinas compartan un lado.

Reto 3: Busqueda de todos los posibles poliminds: triminds, tetraminds, pentaminos,
hexaminds,...

Se puede trabajar individualmente, en pequefio o gran grupo, es una buena practica la
busqueda de todas las posibilidades, ya que es una buena forma de que aprendan a trabajar
sistematicamente, afiadiendo un cuadrado a los anteriores y comprobando que es distinto
de los otros. Después se les puede dar una plantilla cuadrada para que la peguen en un
carton y recorten los pentaminos, con los que se pueden plantear muchos retos: formar
diferentes figuras, por ejemplo rectangulos, e incluso juegos de competicion.

Tangram

Este material es muy util para la visualizacion, cualquiera que haya jugado con él sabe
que cuesta mucho conseguir hacer la primera figura, pero luego las demas resultan mas
faciles; es como cuando vas al campo a coger setas, una vez que ves la primera empiezas
a verlas todas. La clave estd en educar al cerebro en la visualizacion y modelizacion
matematica.

Reto 4: Con las piezas del tangram, ;cuéantos triangulos de distinto tamafio puedes hacer?
(Cuantos poligonos distintos? Ponles nombre.

Poligonos
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Figura 5. Cuadrado
Material: Cuatro tridngulos rectangulos que forman un cuadrado (Figura 5)

Reto 5: Formar, nombrar y estudiar las propiedades de todos los cuadrilateros posibles a
partir de los cuatro triangulos.

Poliamantes y Poliabolos

Los poliamantes son poligonos formados por tridngulos equilateros iguales, y los
segundos por triangulos rectdngulos isdsceles; unidos por un lado, sobre trama isométrica
o cuadrada, respectivamente.

Poliamantes

f
¢

a

Figura 6. Poliamantes Figura 7. Poliabolos

Reto 6: Dibujar todos los posibles poliamantes y polidbolos en una trama isomética o
cuadrada segun el numero de tridngulos que se utilicen.

Banda de Moebius

Es un objeto facilmente construible (Figura 8), pero con muchisimo potencial e interés
como base de sorprendentes investigaciones. ;Qué ocurre si la cortamos por la mitad? ;Y
a un tercio de la distancia al borde? ;Y si, en vez de dar una vuelta antes de pegar, damos
dos, tres o cinco...?

d

e

MOEBIUS

Figura 8. Banda de Moébius
Tira de Papel
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A partir de una simple tira de papel cuadrada se puede formar, mediante dobleces, un
triangulo equilatero (Figura 9).;Por qué de ese modo se han conseguido dngulos de 60°?

Reto 7: Utiliza el método anterior para hacer 10 tridngulos equilateros a partir de una tira
de papel suficientemente larga (Figura 10).

Bre—— c
Figura 9. Cuadrado papel Figura 10. Tira con 10 tridngulos equilateros

Tetraedro o Flexagono

Con dicha tira (Figura 10) puedes formar un tetraedro. Vete dandole forma y cambia el
giro después del 5° triangulo.

Figura 11. Tetraedro

Un flexdgono es un objeto plano con forma de poligono (cuadrado, rectangulo o
hexagono) creado mediante el pliegue de una pieza de papel cuya principal caracteristica
reside en que, mediante su correcto flexado, permite mostrar mas caras de las dos unicas
que en un principio tiene un poligono.

Figura 12. Cara delantera y trasera de la banda para construir el flexdgono

Se podré construir un flexdgono a partir de la tira (Figura 12). Basta doblar la tira sobre
si misma, haciendo coincidir cada nimero sobre si mismo. Al final, levanta el final de la
tira sobre el otro extremo para hacer coincidir los tridngulos que hay que pegar. Es como
hacer una cinta de Moebius.

Reto 8: Crea tu propio flexagono.

Estrella pentagonal



Figura 13. Nudo de papel Figura 14. Estrella

Haz cuidadosamente un nudo con una cinta de regalo (Figura 13).

(Qué figura ha aparecido?

Enrolla la cinta envolviéndola alrededor del pentagono. Engancha el final de la tira y dale
volumen. Aparecerd una estrella (Figura 14).

Sistema Solar en forma de tira

El alumnado, en general, manifiesta dificultades en la comprension y visualizacion
mental de ciertas magnitudes cuyos valores son muy grandes como, por ejemplo, las
distancias en el Sistema Solar. Para facilitar dichas limitaciones, se presenta en el Anexo
un material fotocopiable, que previo recorte y union representa proporcionalmente las
distancias entre ciertos astros, mediante pasos equivalentes a 130 millones de kilémetros.

Geoplanos. Perimetros y Areas

Un geoplano es un instrumento manipulativo matematico, consiste en un tablero con
trama cuadrada, isométrica o circular. Aunque también se pueden reproducir facilmente
en papel cuadriculado, pautado, con fondos de las pizarras digitales interactivas o acceder
facilmente a los geoplanos virtuales en la red.

A continuacion, se presentan sencillas cuestiones que se pueden proponer a los alumnos.

(Cuantos segmentos de distinta longitud puedes dibujar en una trama cuadrada 3x3?, ;y
en una de 4x4? A continuacidn se presentan las soluciones.

Figura 15. Diferentes longitudes en trama 3x3 Figura 16. Diferentes longitudes en trama 4x4
Reto 9: En una trama 3x3, ;Cudantos tridngulos de diferente forma puedo formar?

FIGURAS ISOPERIMETRICAS son aquellas que comparten el mismo perimetro,
aunque tengan diferente forma y area.

Reto 10: Dibuja todos los rectangulos posibles, con los vértices en la trama, de perimetro
12 cm.

FIGURAS EQUIVALENTES son aquellas que comparten la misma 4rea, aunque tengan
diferente forma y perimetro.



Reto 11: Dibuja todos los poligonos posibles de area 2 cm? con los vértices en la trama.

La siguiente pregunta supone una interesante linea de investigacion ;jHabra alguna
relacion entre el area, los puntos interiores y puntos frontera de los poligonos que se
pueden formar en el Geoplano?

Georg Alexander Pick (1899) matematico judio que muri6 en un campo de concentracion
encontrd la famosa “formula de Pick” (Figura 17), siendo S el valor del area de la figura
representada.

S=1+B/2-1

n° de puntos interiores

B n°de puntos del borde

Figura 17. Formula de Pick

Medidas, conjeturas y comprobacion

Conjetura | Comprobacién

éDar una patada al suelo?

EéAbrir y cerrar el puiio?

éParpadear?

éEscribir tu nombre?

éCuantas veces respiras?

éCuantos latidos da tu corazéon?

Figura 18. Propuestas a conjeturar y comprobar
Material necesario: lapiz y cronometro.

En primer lugar, concreta un valor sobre el nimero de veces que hipotéticamente
realizards una accidén en una unidad de tiempo fijada previamente y, luego, realizala
cuantificandola con la ayuda del crondmetro. Compara la conjetura con la realidad.

(Se te ocurre alguna otra actividad susceptible de ser medible sobre la que puedas
conjeturar y, posteriormente, comprobar mediante algtin util de medicién?

Maquinas de medir

Figura 19. El largo de la Cuerda

Se convencera a los alumnos de que son unas maquinas de medir; lo inico que se necesita
es una cuerda.

Corta un trozo de cuerda igual de larga que tu estatura y mide con ella tu envergadura
(Figura 19).

Reto 12: Contesta a las siguientes preguntas:
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(Eres una maquina cuadrada o rectangular?
[ Tienes proporcion aurea?
(Cuantos palmos crees que mide tu cuerda?

(Cuantas vueltas da la cuerda alrededor de tu cabeza?

e

Con ayuda de un compaiiero mide tu paso

Figura 20. Proporciones aureas humanas

Primero calcula a ojo cudntos largos de cuerda hardn falta para medir la longitud de la
clase. Utiliza después el mismo trozo de cuerda para medir el largo y el ancho de la clase.

Esta practica sirve para que los alumnos sean conscientes de que medir es comparar,
segun una unidad de medida.

Simetrias
Material necesario: Espejo y plantillas impresas.
Desarrollo de la actividad:

Se presentan plantillas como las que se muestran a continuacion:

Este arbol se ha quemado Coloca el espejo en cada dibujo Consigue que el payaso tenga primero
épuedes devolverle las hojas? para que se vea el cuadrado dos varitas y luego dos conejos

Figura 21. Plantillas para trabajar simetrias

También es interesante el estudio de la simetria vertical y horizontalmente de las letras
del alfabeto y escribir palabras para ser leidas en el espejo.

e

Figura 22. ;Como te ven los demas?
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Geometria, ;juegas conmigo?

Para las siguientes actividades se necesita libro de espejos y plantillas impresas.
e ;Como te ven los demas?

Mueve el libro de espejos hasta que puedas ver la mitad de tu rostro en cada uno y levanta
tu mano derecha, visualizandolo en la 1amina izquierda, segun figura

e Encontrar todos los poligonos.

Dibuja una linea en un papel y utiliza el libro de espejos para conseguir distintos
poligonos.

e Coloca el libro de espejos sobre el dibujo rojo para conseguir los diferentes dibujos de
diferentes colores que aparecen a su izquierda (Figura 23).
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Figura 23. Encontrar diferentes poligonos

e Comprueba que con una parte del mosaico se puede reconstruir el dibujo entero (Figura
24) utilizando el libro de espejos con la apertura adecuada.

Figura 24. Imagen con simetrias
Baldosa catalana
(Cuantas composiciones diferentes puedes hacer con las dos baldosas de la Figura 25?

Reto 13: ;Cuantos mosaicos diferentes puedes hacer segin el nimero de baldosas que
utilices?

Figura 25. Baldosa catalana
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Kirigami
El kirigami es el arte del papel recortado. Consiste en doblar un papel en las partes que

necesitemos (no necesariamente iguales) y, después, dar un Unico corte recto para
conseguir alguna de las siguientes figuras.

,

+

OLI X+
# PH H & @

Figura 26. Composiciones kirigami Figura 27. Estrellas papiroflexia.

También se pueden conseguir bonitas estrellas y hacer composiciones muy creativas.

Reto 14: Decorar el aula con motivos navidefios.
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PRIMEROS PASOS CON GEOGEBRA 3D

José Manuel Arranz San José.
IES Alvaro de Mendaiia, Ponferrada.
Instituto GeoGebra de Castilla y Leon. IGCL.

Resumen

La vista 3D de GeoGebra permite trabajar en el espacio con la misma facilidad que con
la vista grafica se trabaja en el plano.

En este taller, destinado fundamentalmente a usuarios sin experiencia en la utilizacion
de la vista 3D, se realizaran construcciones elementales, empezando por la creacion y
manipulacion de puntos, rectas, planos y demas elementos basicos de la Geometria en el
espacio.

La vista 3D de GeoGebra permite construir y estudiar de forma sencilla e intuitiva
cuerpos geomeétricos. cilindros, conos, prismas, piramides, poliedros regulares, ...

El estudio de la Geometria Analitica tridimensional se simplifica con la ayuda de
GeoGebra.

GeoGebra 3D pone a disposicion de profesores y alumnos un conjunto de herramientas
y comandos que permiten trabajar en el espacio de forma sencilla y con un rapido
aprendizaje.

Palabras clave: Matematicas, Geometria, espacio, GeoGebra.

GEOGEBRA 3D

Una de las novedades mas significativas de la version 5.0 de GeoGebra (septiembre 2014)
fue la incorporacion de la vista 3D.

La vista 3D tiene barra de herramientas propia, que contiene herramientas comunes a la
vista grafica 2D y otras especificas para trabajar en el espacio.

Al ef=]4]0] <Nk

S v
Ademas de las herramientas de esta barra, hay multitud de comandos que amplian las
posibilidades de construccién en el espacio.

A

L
v,

oe
v

.\.V

La vista 3D, siguiendo la conocida filosofia GeoGebra, esta interconectada con el resto
de vistas, lo que aumenta su potencia y funcionalidad.

o] AJ@J AN uc[E]  sarranerromientas a
s
(W EXSoRetd o [

Para trabajar en la vista 3D, es conveniente que
¢ésta ocupe una parte grande de la pantalla. Las
vistas algebraica y grafica (o grafica 2) deben
estar presentes, por lo que es bueno tener una
disposicion de pantalla en que nos sintamos
coémodos.

Barradeentrada

Una disposicion adecuada es la que se muestra:
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Es buena idea guardar un archivo como el que se muestra sin contenido para cuando se
vayan a hacer construcciones utilizando vista 3D.

Ocasionalmente pueden abrirse otras ventanas: CAS, Hoja Calculo, proyeccion 2D,...

1.- Primeros pasos con GeoGebra 3D

Sefialando cualquier objeto con el boton derecho del raton en cualquiera de las vistas, se
accede a las propiedades del objeto para cambiar su aspecto visual.

1.1 Creacién de Puntos 3D. Hay varias formas de crear puntos en la vista 3D.
e Seleccionamos la herramienta punto o y hacemos clic en la vista 3D. El punto

se crea sobre el plano XY. También pueden crearse puntos sobre uno de los ejes.
Seleccionado el punto, éste puede moverse horizontalmente o verticalmente.

e En la barra de entrada podemos introducir directamente sus coordenadas A =
(1,1,2) y el punto se crea en esa posicion que puede moverse con raton como se
ha indicado.

e Utilizando casillas de entrada. Es la forma mas versatil.

€7 CasillaDeEntrada

>

o* Crea un punto en plano XY '

a=1  Crea una casilla de entrada en la vista grafica o vista e
grafica 2 () (e ‘
En Roétulo escribe A: y, como Objeto vinculado,
selecciona A.

Ahora puede editarse la casilla e introducir el punto que sedesea ;. (:202,-1.74.0)

o bien mover el punto con el raton.

1.2 Plano por tres puntos.

A Crea tres puntos A, B, C sobre el plano XY

% Mueve al menos uno de ellos verticalmente.

=1 Crea tres casillas de entrada y vincula cada una de ellasa ™
los puntos A, B, C.

Boton derecho sobre cada casilla, Propiedades: Texto: mediano,

Estilo: longitud 10

Mueve los puntos A, B, C con el raton o bien editando coordenadas en las casillas de

entrada.

a

Determina la ecuacion del plano que pasa por A(-2,-1,1), B(-3,2,2), C=(-1,1,3)

2+ Plano por tres puntos. Selecciona A, B, C e J
O bien, Plano( <Punto>, <Punto>, <Punto>)

l‘\

1.3 Plano mediador de un segmento AB

" Crea A, By las casillas de entrada.
.+ Punto medio o centro, sclecciona A y B. Renombra
como M.



.~ Selecciona los puntos A y B N
O bien Segmento( <Punto (extremo)>, <Punto (extremo)>)
'+ Plano perpendicular, selecciona el segmento AB y el ~
punto M
La construccion anterior puede hacerse directamente con la instruccion:
PlanoPerpendicular(PuntoMedio(A, B),Recta(A, B)), o bien con el comando
PlanoBisector(A,B)

1.4 Plano a partir de vector normal y punto. €2

Representa el plano p que pasa por A=(1,1,2) con vector normal v=(1,1,1).

A=(1,1,2) No puede llamarse & a un plano pero si puede usarse t
v=(1,1,1) como rétulo. e
\e Plano perpendicular y selecciona el punto y el vector. e \L gl

Salvo que se indique lo contrario A (mayuscula)= GeoGebra entiende que
es un punto. v (mintscula)= entiende que es un vector, lo que ahorra
escritura.

Modifica aspectos visuales del plano.

Puede representarse un plano introduciendo directamente su ecuacion como, por
ejemplo, 2x+3y-z+4=0. En este caso también es mas versatil hacerlo mediante una
casilla de entrada para modificar su ecuacion de forma mas facil.

Conviene poner la variable z, aunque tenga coeficiente 0 como en la expresion x + 2y+
0 z =3. En caso contrario, GeoGebra puede interpretarla como la recta x+2y=3 en el
plano XY.

1.5 Representacion de rectas en el espacio.

Para representar una recta puede hacerse:

Recta( <Punto>, <Punto>) Recta( <Punto>, <Vector director>)
Recta( <Punto>, <Recta (paralela)>) Interseca( <Objeto>, <Objeto> ) con
objeto = plano

Cualquiera de estas formas puede hacerse desde la barra de herramientas seleccionando
los objetos con el raton.

Determina la ecuacion de la recta que pasa por A(1,1,2) y es paralela a la recta que
para por B(1,-1,0) y C(2,3,1).

A=(1,1,2) Abre el archivo 12_planoportrespuntos, borra el

B=(1,- plano, y edita los puntos.
1,0)
C=(2,3,1)
Representa la recta que pasa por By C
. Recta paralela y selecciona recta y punto.

Modifica aspectos visuales de rectas, color, grosor,....



2.- Cuerpos geométricos.

En la version actual de GeoGebra aun no esta incluida, entre los botones de la barra de
herramientas, la opcion de poligono regular, pero si es posible conseguirlo desde la barra
de entrada con la orden: Poligono( <Punto>, <Punto>, <Numero de vértices>,
<Direccion>)

2.1 Prisma y piramide proporcionales.

Introduce los puntos A=(-1, -2, 0) y B=(1, -1, 0) en la forma que desees.

Poligono[A, B, 5, EjeZ] » o
f Con la orden Prisma desde su base, construye un prisma ‘
'ﬁ levantando el poligono anterior. e ,

Cambia el color del prisma y reduce la opacidad al 25%.

Con la opcion de Punto en objeto, coloca un punto en la base
superior del prisma, renémbralo a V.

Crea una pirdmide con la base el poligono inicial (poligonol) y de
vértice V. Piramide(poligonol, V)

e -A\
°

Crea un texto en la ventana grafica 2D donde aparezca el
ABCﬂ volumen del prisma, el de la piramide y su relacion.

2.2. Figuras de Arquimedes.

El resultado anterior fue demostrado por el matematico griego Democrito (-460, -360),
que también lo generalizé al cono y el cilindro. Arquimedes (-287, -212) encontré la
relacion entre el volumen del cilindro y de la esfera. Vedmoslo con GeoGebra.

Introduce los puntos A = (0, 0, -1) y B=(0, 0, 5) de cualquiera de las formas.

,* Hallael punto medio de Ay B, llamalo O.

— Con la herramienta Esfera dado su centro y un punto construye la esfera de
" | centro O y que pase por uno de los dos puntos. O bien la instruccién:
Esfera(O,A)

Crea el valor del radio de la esfera con la orden, que es valida para esferas: r =
Radio(<circunferencia>)
e Elije la herramienta de Cilindro. Pulsa en los puntos Ay B e
t_j introduce en la casilla del radio el valor r.

Para hallar el volumen de la esfera debes usar el comando:
Volumen(<solido>)
Crea un texto en la ventana grafica 2D donde aparezca el volumen del cilindro
ABCﬁ y la esfera. Comprueba que el volumen de la esfera es 2/3 de la del cilindro.



2.3. Esfera que pasa por cuatro puntos.

En esta actividad vamos a construir un tetraedro cualquiera y a comprobar que existe una
unica esfera que pasa por los cuatro vértices.

A || Crea tres puntos, A, B, C sobre el plano z=0 y un punto D fuera de él.

A Con la orden Piramide construye el tetraedro de base ABC y vértice superior

s D.

Construye el plano mediador de, al menos, tres aristas del tetraedro, utilizando la
orden:
PlanoBisector( <punto>,<punto>) y representa los tres planos.

#% Con la herramienta Interseccion de dos superficies construye dos rectas que
sean interseccion de los planos. O bien Interseca( <Objeto>, <Objeto> )
Utiliza la herramienta Interseccién para hallar el punto de corte Y
de las dos rectas. A

Oculta los planos y las rectas construidas.
C ;} Dibuja la esfera que tiene de centro el punto antes calculado y
~ pasa por cualquiera de los cuatro vértices.
Esfera(<centro>,<punto>)
Si mueves cualquiera de los vértices comprobaras que la esfera es circunscrita al
tetraedro.

Herramientas personales.
Crear una herramienta que dados cuatro puntos no coplanarios construya la esfera que
pasa por ellos. Sobre la construccion anterior:

Menu Herramientas/ crear una nueva herramienta...

Objetos de salida, desplegar menu y elegir esfera.

Objetos de entrada, seleccionar los 4 puntos, (ya aparecen
seleccionados en este caso)

Nombre e icono, dar nombre a la herramienta y si se desea un icono
e instrucciones de uso de la herramienta.

La herramienta creada se guarda junto al archivo. Puede también guardarse como archivo
independiente con extension .ggt y usarse en otra construccion que se precise.

3.- Geometria analitica del espacio.

En estos ejercicios vamos a limitarnos a realizar la construccion geométrica. Utilizando
simultaneamente la vista CAS pueden hacerse los céalculos.

3.1. Dividir un segmento en partes y plano perpendicular.
Considera los puntos A(1, 2, 3) y B(1, 0, 4).

a) Halla las coordenadas de los puntos que dividen al segmento AB en tres partes
iguales.

b) Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto A y es perpendicular al
segmento AB.

Introduce los puntos desde la barra de entrada.



i Construye el vector u# de A hasta B.

Los puntos que dividen al segmento en tres partes iguales son los siguientes:
M=A+u/3 y N=A+2u/3
\
¥ Selecciona la herramienta Plano perpendicular y pulsa sobre el punto A y el
vector u.

3.2. Area y Volumen.
Considera el plano m de ecuacion 2x +y +3 z— 6 =0.

a) Calcula el area del tridngulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano © con los
ejes coordenados.
b) Calcula el volumen del tetraedro determinado por el plano n y los planos coordenados.

Introduce en la barra de entrada la ecuacion general del plano.

Con la herramienta Interseccion halla los puntos de corte del plano con los
ejes de coordenadas. Sean A, By C.

. Con la herramienta Poligono, construye el tridngulo de vértices A, By C. En
_® laventana algebraica tendremos el valor de su area.

2 Introduce el punto O = (0, 0, 0).
./_'oi.& Con la herramienta Piramide construye el tetraedro de base el poligono
anterior y vértice en O. En la ventana algebraica nos aparecera su volumen.

Con el proceso anterior obtendremos un valor aproximado del area y del volumen. Si
queremos un valor exacto podemos utilizar la ventana CAS para realizar los célculos mas
precisos.

3.3 Centro del paralelogramo.

El punto M(1, -1, 0) es el centro de un paralelogramo y A(2, 1, -1) y B(0, -2, 3) son dos
vértices consecutivos del mismo.

a) Halla la ecuacion general del plano que contiene al paralelogramo.
b) Determina uno de los otros dos vértices y calcula el area de dicho paralelogramo.
Como todo lo hemos visto ya en casos similares, en éste no indicamos el proceso a seguir.

4.- Poliedros regulares.

Las construcciones que se describen en este apartado se realizan de forma mas sencilla
con la plantilla que se menciona, puede descargarse desde:
https://www.geogebra.org/m/nDz3w6Ts#materia/K8SWSErK

Plantilla preparada para facilitar construccion de poliedros regulares, de forma que ya
aparezcan centrados en eje Z, y asi facilitar rotaciones y otras operaciones.

Seleccionar n=3 para construir tetraedro, octaedro e icosaedro (cara triangulo equilatero),
n=4 para construir cubo y n=5 para dodecaedro.
Para construir un poliedro regular basta escribir la instruccion:



Nombrepoliedro(A,A’,A””) con nombrepoliedro = tetraedro, cubo, octaedro,
dodecaedro o icosaedro segun el poliedro regular que se desee construir.

4.1 Icosaedro y rectangulo aureo.

Selecciona n=3 en plantilla

Icosaedro(A,A’,A’’)

Construye sobre ¢él tres rectangulos perpendiculares uniendo
vértices de aristas opuestas.

Comprueba que los rectangulos construidos son aureos.

a/b=(1+5)/2~1.62

4.2 Dualidad en poliedros regulares.
Construye un icosaedro y su poliedro dual, el dodecaedro.

Selecciona n=3 en la plantilla. Icosaedro(A,A’,A’’)
Modifica aspectos visuales (color, grosor lineas, opacidad)
del icosaedro seleccionandolo en ventana algebraica con
boton derecho.

. Punto medio y selecciona dos vértices opuestos.

R Perpendicular, pincha en el centro construido y en
U~ una cara.

> Interseccion, selecciona recta y cara. Repite eso para tres caras consecutivas

Dodecaedro(M,N,P). Si el dodecaedro no sale en la posicion deseada,
cambiar orden de vértices.
Mide la arista de icosaedro y dodecaedro y calcula su cociente.

Utiliza el comando Textoirracional(niimero) para convertir en irracional el cociente
calculado. ;Qué numero se obtiene?
4.3 Desarrollo de poliedros regulares. Comando Desarrollo.

Construye un dodecaedro. Dodecaedro(A,A’,A”’), sea
a.

En vista gréfica 2, deslizador entre 0 y 1. Sea t su
nombre
Desarrollo(a,t)

4.4 Inscribir un poliedro regular en otro.

Inscribir un cubo en un dodecaedro.

Sobre la plantilla de apartado 1. Seleccionar n=5.



Arranz, J.M.

Dodecaedro(A,A’,A””)
D> Construir poligono eligiendo 4 puntos que formen cuadrado. E,D,N,Q.

Cubo[D,N,Q]. Sea b nombre del cubo.

Mediante rotaciones del cubo sobre el eje Z puede construirse la figura de la
derecha donde se representan cinco cubos en el dodecaedro.
Rota [b,72°,EjeZ] Repetir tres veces cambiando el nombre del cubo a rotar o bien
el angulo.
Puede hacerse de una sola vez mediante una secuencia, pero en este caso quedarian
todos los cubos de igual color. Secuencia(Rota(b, i 72°, EjeZ), i, 0, 4).

4.5 Cortes por un plano de poliedros regulares.

Estudiar cortes en cubo por plano perpendicular a recta que pasa por vértices opuestos
de un cubo.

Cubo(A,A’,A”’) crea el cubo.
.~ Recta. Selecciona dos vértices opuestos.

A Construye un punto sobre la recta. . 3

\. Plano perpendicular. Selecciona punto y recta.
v\

¢ Herramienta interseccion de superficies. Selecciona el plano y el cubo.

Boton derecho sobre plano y elige “representacion 2D de ...”. Se obtiene la imagen de
la derecha. Mueve el punto sobre la recta para ver en la nueva vista las secciones que se
originan.

5.- Secciones Conicas

Representar un cono infinito y un plano que al cortar se generen las conicas

a=2
a angulo entre 1y 90 grados e incremento 1 grado.

Crea estos tres

B angulo entre 1 y 90 grados e incremento 1 grado. deslizadores.

h entre 1 y 4 incremento 0.1.
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¢ Pincha en el origen de coordenadas. O=(0,0,0)

v=(0,0,1) vector sobre eje Z.

Conolnfinito(O,v,a) crea el cono

a=Plano(EjeX,EjeZ) o bien a: y=0

Rota(a,p,EjeX) sea b el plano que se obtiene

Traslada[b,(0,0,h)] llama p a este plano.

#%  Selecciona la herramienta Interseccion de dos superficies y haz clic en cono y plano.
O bien escribe Interseca(nombreplano, nombrecono)

Selecciona con boton derecho sobre el plano y selecciona: Representacion 2D de nombre
plano. Se abre una nueva ventana que representa el plano y los elementos que este contiene
en una nueva vista grafica.

¥ Vista Grafica 2 X | v vista Grafica 3D
[ ACY L ftCvy D> ;'[Eijv

a=30°

p=90°
°

h=26

—

¥ Vista de plano p

Doy &

Basta mover deslizadores para ver las diferentes conicas que se generan incluidas las
degeneradas: punto, recta y dos rectas secantes.

Propuesta avanzada: Incluir en la construccion textos con el nombre de la conica que
resulta en funcion de los valores de los pardmetros a, 3,h.

6.- Superficies

6.1 Superficies de revolucion.

GeoGebra permite construir superficies de revolucion de diferentes formas, veamos
alguna:

¢ Superficie(funcion, angulo, recta) La funcion puede estar definida en un intervalo
asi como contener parametros previamente definidos mediante deslizadores.

En la barra de entrada escribe:

Funcion(x”2,0,2) construye la pardbola f(x)=x"2 en el
intervalo (0,2). También puede escribirse : Si(0<x<2,x"2)
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Superficie(f,360°,EjeY) crea el paraboloide de revolucion. Si «
se desea ver en la posicion habitual basta poner el Eje Y
vertical. Boton derecho en graficas 3d, vista grafica, Eje Y
vertical.

Construye un cono de base 2 y altura 4. La funcidn en este

caso es Funcion(-2x+4,0,2)

No es posible, de momento, Superficie(segmento, angulo,
eje). Si se puede hacer parametrizando el segmento, o bien,
definiendo el segmento como poligonal. Poligonal(A,B)

e Superficie(poligonal, angulo, Eje)

Crea varios puntos A,B,C,D,E en la vista 2D
Poligonal(A,B,C,D,E) sea f su nombre
Superficie(f,360°,EjeY)

e Comando Spline

Partiendo de la construccion anterior sobre la poligonal
Spline({A,B,C,D,E},3)

En general Spline( <Lista de puntos>, <Grado > 3>)
El comando Spline redondea o alisa la poligonal.

6.2 Superficies en forma implicita y explicita.

GeoGebra permite construir funciones definidas en forma
implicita si éstas son de grado <=2, (cuadricas). La expresion
x"2/a"2 +y"2/b"2+z72/c"2 =1 construye el elipsoide de semiejes
a, b, c.

En forma explicita, con z despejada, se representa en principio
cualquier superficie.

La imagen de la derecha muestra la funciéon multivariable:
z=x"2y-xy”2 , una variante de la superficie conocida como silla

de mono.

Construye el cilindro hiperbdlico x*2/a*2-z"2/c"2=1. Modifica los pardmetros a y c.
Se facilita la visualizacion eligiendo tamano de la caja pequefio en el menu de la vista
3D.

6.3 Superficies mediante ecuaciones paramétricas.

Si se conocen las ecuaciones paramétricas de una superficie, GeoGebra la grafica con
muy buena calidad.
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La instruccién es genérica es:

Superficie( <Expresion>,<Expresion>, <Expresion>,<Parametro 1>,<Valor inicial
1>,<Valor final 1>, <Parametro 2>, <Valor inicial 2>, <Valor final 2>)
Superficie(r (1 +v /2 cos(u/2)) cos(u), r (1 +v/2cos(u/2))sen(u),bv/2sen(u/
2), u, 0, 2pi, v, -¢, ¢) construye la banda de Moébius de radio r y anchura 2c.

6.4 Superficies regladas.

Construccion de un hiperboloide como superficie reglada.

Abrir el archivo plantilla poliedros. ——tte
Borrar los puntos A’ y A”’. ‘ W
Modificar n, que varie entre 3 'y 100

Deslizador h, entre 1 y 5 incremento 0.1
Deslizador o angular entre 0 'y 360
Secuencia(Rota(A, i 360°/n,0),i,1,n)

v=(0,0,h) ; Traslada(c,v) ; B=Traslada(A,v)
Rota(B, a, EjeZ)

Secuencia(Rota(B,i 360°/n, EjeZ),i,1,n)
Zip(segmento(A,B),A listal,B,lista2)

Modifica el valor de a desde el deslizador.

TeTetetele

Puede también construirse hiperboloide como superficie.

Basta introducir la ecuacion:

Superficie(cos(a) + b sen(a), sen(a) - b cos(a), b, a, 0, 2 pi, b, -h, h)
con h altura definida mediante un deslizador.

Propuesta un poco mas dificil: Construir cinta de Moébius como superficie reglada.

[
Ul

Algunas de estas construcciones y muchas otras con GeoGebra 3D pueden verse y
descargarse en http://www.geogebra.org/u/arranz
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Palabras clave: GeoGebra, taller, laboratorio.

VISION GENERAL

El taller consistira en ejemplos practicos -sencillos desde el punto de vista técnico, que
sirvan incluso a aquellos que empiezan- de momentos en los que usar el software
GeoGebra a modo de laboratorio de Matematicas en las aulas de Secundaria Obligatoria
y Bachillerato.

Ejemplos sobre como usarlo para visualizar y hacer comprensibles todo tipo de conceptos
y contenidos del curriculum, hacer manifiesto el por qué y para qué de muchos de ellos y
usar el gran avance de esta tecnologia y su aspecto dindmico para comprobar tanto que
un resultado es valido para todos los casos como, y seguramente lo mas importante, para
plantear investigaciones en las que nuestros alumnos busquen patrones, formulen
conjeturas e, incluso, lleguen a resultados propios.

Comprendemos que en 1,5 horas de taller no va a dar tiempo a profundizar mucho en el
uso de esta magnifica herramienta, pero nuestro objetivo es que los asistentes se lleven
una vision, con varios ejemplos de la ESO y Bachillerato, de la ingente cantidad de
contenidos que se pueden desarrollar con GeoGebra.

ACTIVIDADES

RAZON DE SEMEJANZA
CURSO: 2° de la ESO y 4° de la ESO Aplicadas.

Esta actividad consiste en medir la longitud y el drea del recinto limitado por las murallas
de Avila. En googlemaps capturaremos la imagen de las murallas junto con la escala; la
trasladaremos a GeoGebra y, utilizando semejanza, hallaremos el perimetro de las
murallas de Avila y el 4rea que abarcan.

Acabada la actividad, buscamos informaciéon en Internet sobre los datos reales y
estudiamos los errores cometidos en nuestros calculos.



Esta actividad finaliza haciendo el alumnado una construccién similar a la anterior con el
espacio que ellos quieran, bien sea algo conocido (Central Park, el Pentagono de EEUU,
etc.) o bien algo interesante para ellos (una finca, el area de su pueblo, etc.).

OPTIMIZACION
CURSO: 2° de Bachillerato de Ciencias y Tecnologia

Mediante una construcciéon de GeoGebra, calcularemos el cono de volumen maximo
inscrito en una esfera de radio R.

ESTADISTICA DESCRIPTIVA
CURSO: Toda la ESO.

En esta actividad resolveremos con GeoGebra un ejercicio clasico de Estadistica
descriptiva.

Un encuestador pregunta a 70 personas de Avila por el nimero de veces que han subido
a la muralla obteniendo los siguientes resultados resumidos en la siguiente tabla:

Veces 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Personas | 6 10 12 15 11 8 5 2 1

e Muestra un diagrama de barras con los datos del ejercicio.
e (Calcula la media, la desviacion tipica y la varianza.

e C(Calcula el cuartil 1.
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€7 Analisis de datos X

*dﬂ] f-/’" £

Y. =]

£ ||
Estadisticas it Diagrama de Barras v 00
n 70
Media 3.0714
g 1.8923 151 —
S 1.9059
X 215
¢ 911
Min 0 ]
Q1 2 —
Mediana | 3 10 -—
Q3 4
Max 8

J HONNEENNE,

0 2 4 6 8

ESTADISTICA BIDIMENSIONAL
CURSO: 3°y 4° de la ESO, 1° de Bachillerato de Ciencias Sociales.

A partir de los siguientes datos relativos a alturas y pesos de 10 individuos realiza el
estudio de covarianza y correlacion:

Altura (cm) | 175 180 162 157 180 173 171 168 165 165

Peso (Kg) | 80 82 57 63 90 77 66 67 62 62

e Dibuja el diagrama de dispersion.

e Dibuja la recta de regresion sobre el diagrama anterior.
e (Calcula el coeficiente de correlacion.

e Halla la recta de regresion de Y sobre X.

e Para un individuo que mide 178 cm, ;qué peso se le estima?
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€7 Analisis de datos - Estadistica bidimensional.ggb X
jp— a 5 =
x] =
Ml | I XsY o
- »
Estadisticas v Diagrama de dispersién v an
MediaX 169.9
MediaY 70.6 Y: B2:B11
Sx 7.8944
Sy 10.8546
r 0.9058
p 0.9113 90
Sxx 560.9
Syy 1060.4
Sxy 698.6
R* 0.8205 30

SSE - Suma errores cuadrados | 190.2949

70

60

)5{ 160 165 170 175 180

X AZA1

Modelo de Regresion
Lineal O y=125z— 14101

Valor exacto (simbdlico); x= 178 y= 80.6885

INTERVALOS DE CONFIANZA
CURSO: 2° de Bachillerato de Ciencias Sociales

Se quiere hacer un estudio de mercado para conocer el precio medio de los libros de
narrativa que se venden en la actualidad. Para ello se elige una muestra aleatoria de 121
libros, encontrando que tienen un precio medio de 23 euros. Se sabe que el precio de los
libros de narrativa sigue una distribuciéon normal con media desconocida y desviacion
tipica 5 euros.

e Obtén el intervalo de confianza, al 98,8%, para el precio medio de esos libros.

e ;Cuantos libros habria que elegir como muestra para que, con la misma confianza,
el error maximo de la estimacion no excediera de un euro?
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€7 Calculadora de probabilidad - O X

0

v (=}

Distribucion Estadisticas

Interavio T de una media v

Nivel de confianza 0.988

Muestra
Media 23
s |5
N {121

Resultado

Interavlio T de una media

Media 23
S 5
ES | 0.4545
N 121
df 120
Limite por la derecha 21.8405

| Limite por la izquierda || 24,1595 |
| Intervalo | 23 = 1.1505 |

DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES
CURSO: 2° de Bachillerato de Ciencias y Tecnologia y de Ciencias Sociales.

Sea X una variable estadistica que sigue una distribuciéon normal de media #=36 y
desviacion tipica =3, 1 . Si escogemos un individuo al azar, calcula:

o P(X>34)
e P(35<X<37)
o P(X<33)

e ,Para qué valor de la variable se cumple que P(X<z) =0.95?
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€2 Calculadora de probabilidad -

m}
=) .

B x

TIAIE :

Distribucién ~ Estadisticas

25

p=36 0=31
[Z‘:_Normal ¥
H ‘36 ¢ 31
AHE
PO |=x)=[o7406

APROXIMACION DE UNA BINOMIAL A UNA NORMAL

CURSO: 2° de Bachillerato de Ciencias Sociales.

e Cudl es la probabilidad de acertar al menos 20 lanzamientos?

Un jugador de dardos tiene una probabilidad de acertar en la diana del 40%. En un
campeonato lanza 50 veces.

e Aproxima ahora la distribucion de probabilidad a una normal y calcula la misma

probabilidad. ;Se puede considerar significativa la diferencia?
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€7 Calculadora de probabilidad - (] X
S =4
X -
Yo T A &
Distribucion = Estadisticas
k PX=k)
33|0.0001 | A
340
350
r 36 |0
37|0
a 380
390
400
410
42 |0
43 |0
4410
45 |0
46 | 0
47 | 0
48 |0
10 20 30 40 490
p=20 o=3.4641 50 0 v
/" Binomial v
nlso  |plos |
AE[H
P20 [=x)=
€7 Calculadora de probabilidad - [m] X
2, =4
i o @
TIAIE 3

Distribucién  Estadisticas

5 10 15 30 35
p=20 o0=3.464

AIB[E

P([19.4999 |<X)= [0.5574

LAS PARABOLAS CON DESLIZADORES
CURSO: Todos.

En esta actividad aprenderemos el uso de los deslizadores. Vamos a construir una funcion
cuadratica de forma que los coeficientes sean tres deslizadores a, b y c:

f(x) =ax’+ bx+c

(Cual es el lugar geométrico que describe el vértice cuando varia el coeficiente b?
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AREA DE LA CORONA CIRCULAR
CURSO: 2° de 1a ESO.

Podéis encontrar un desarrollo de este problema en el proyecto Gauss, en la direccion
http://geogebra.es/gauss/materiales_didacticos/eso/actividades/geometria/tales_y_pitago
ras/corona/actividad.html

(Eres capaz de dibujar la siguiente figura con GeoGebra?, ;cudnto vale el area de la
corona circular de la siguiente figura?

RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO

(PAU Castilla y Leon. Julio 2018)
x+y+2z=0
Dados el plano #=2x+y+z—3=0 ylarecta r= )
. . X—y+z=
e Calcular el punto de interseccion del plano y de la recta.
e Encontrar la ecuacion de la recta s contenida en el plano z y que corta

perpendicularmente a r.

“DARLE LA VUELTA” A UN PROBLEMA-1
CURSO: 2° de 1a ESO.

En un libro de texto de 2° de la ESO aparecen estos “apacibles” problemas tipicos del
teorema de Pitagoras:
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5 Calculala apotema de un hexdgono regular de lado 6 cm.

El hexégono regular es el Unico poligono regular que tiene la propiedad

de que la longitud de su lado coincide con su radio.
2
Ak 62=a2+(§) - a= V6~ 3 =52cm
A M4B

l La apotema del hexagono regular mide 5,2 cm.

? =3cm
EJERCICIOS
PRACTICA APLICA

10 Calcula la altura de un triangulo equllatero 12 Determina la altura de un trlangulo Is6sceles
de lado 7cm. cuyos lados Iguales miden 8 cm y su base 6 cm.

11 Halla la apotema.
a) b)

REFLEXIONA

13 Halla la medida del lado de un tridngulo
equllatero cuya altura mide 12 cm.

14 Calcula el lado de un hexagono regular
4cm 12cm de apotema 10 cm.

Entre ellos estan, por ejemplo, estos:

REFLEXIONA

13 Halla la medida del lado de un trlangulo
equllatero cuya altura mide 12 cm.

14 Calcula el lado de un hexagono regular
de apotema 10 cm.

Fijémonos en el problema 13. La pregunta que nos vamos a hacer no es como resolverlo
usando Pitagoras sino: ;Como narices se hace un tridngulo rectangulo a partir, solamente,
de su altura? Porque, si lo consigo, midiendo el lado habr¢ resuelto el problema. Pero, ;lo
habr¢é resuelto yo o GeoGebra?

“DARLE LA VUELTA” A UN PROBLEMA-2
CURSO: 3° de 1a ESO.

También, problemas tipicos de areas y teorema de Pitagoras:

pag. 150



Hernando, E. y Jiménez, R.

99. @®@ Un jardinero ha plantado una zona de INVESTIGA
césped en forma de corona circular. La longitud
del segmento mayor que puede trazarse 103. @®e En un triangulo cualquiera se trazan

enellaesde15m.

:Qué are

100. @@ Estaes la bandera

104.

sus medianas, formandose 6 triangulos que
tienen como vértice comun el baricentro.
Justifica que todos tienen la misma area.

A partir de este resultado, demuestra que
el baricentro dista de cada vértice el doble
que del punto medio del lado opuesto.

®0@ ;Qué es mayor, el drea del triangulo

rectangulo ABC o la suma de las areas
del,ylL?

(Las circunferenclas
que ves tlenen como
diametro cada uno

de los lados
del triangulo.)

DN

de Brasil.

Mide y calcula qué
porcentaje del area
total supone el drea
de cada color.

105. @®@ Compara las areas
de la zona rayada
y de la zona blanca.

Y, entre ellos:

99. @e@e Un jardinero ha plantado una zona de
césped en forma de corona circular. La longitud
del segmento mayor que puede trazarse
enellaesde 15m.

¢Qué éarea de césped ha plantado el jardinero?

Y, de nuevo, ;coOmo se hace una corona circular a partir del maximo segmento? Si lo
consigo, habr¢ resuelto el problema ;no?

DE UN MOVIMIENTO CIRCULAR A UN MOVIMIENTO ARMONICO
SIMPLE (M.A.S.)

CURSO: Fisica 4° de la ESO y 2° de Bach.

Viendo un video didactico sobre movimiento armdnico simple, se ve como la sombra de
un saliente girando en un disco circular ejecuta un perfecto M.A.S.

[ Seremos capaces de simular ese movimiento en clase con GeoGebra y, asi, visualizar
como este tipo de movimiento proviene de uno circular y por eso se describe mediante
las llamadas “funciones circulares™? ;Podré simular un muelle oscilando a partir de uno
girando? ;Y un péndulo?
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A . 3 \ - | Elige y Mueve
_‘ d / B I>' @ @ & * N\ ABC, Lﬁ. %’ Enmarca o selecciona los objetos

Entrada:

) Vista AlgebraiXX ¥ Vista Grafica
Conica fACy

® cx:+y*=
® e:x?+y*=

’ ~ Numero
® w=2 : 4
Punto “Muelle

A = (0, 0) et _ .
B = (-2.87, “Péndulo | _5 » : .

(-2.87, -18 -16 -14 -12» -10 =8 -6 -4 : -2 ‘2 4 6 8 10 12 14 16

nmnn oy
—_
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-

000000000
IOTmMmoor

® j:-2.87x - : ]
® k:4.09x -2 10
® 1:-287x - : :
® my=-70
® n:4.09x -z
Segmento

b = 0.86 | <29 /29 B> |6 > Reproduce 2|[S)'s

18

20

ECUACION VECTORIAL DE LA RECTA
CURSO: 4° de 1a ESO

Un concepto muy bdasico y sencillo, con el que se comenzamos la Geometria Analitica
con nuestros alumnos de 4°. A partir de clla se deducen el resto de las ecuaciones de la
recta. Parece interesante entender como se genera una recta de este modo, sin embargo,
como después las que se usan en la practica son otras, pasamos por ella muchas veces sin
ver sus bondades. ..

(P=A+1-1?

DE LAS CONICAS AL SISTEMA SOLAR. LA IMPORTANCIA DE LAS
PROPIEDADES DE LOS OBJETOS GEOMETRICOS.

CURSO: 3° de 1a ESO.

Basado en hechos reales...

En cierta ocasion fui a clase de mi hija, 2° de Infantil, a hablar sobre el sistema solar. Con
mi iPad (proyectado) hice una elipse con la herramienta correspondiente, puse el sol en
uno de los focos, un punto en la elipse que llamé Tierra y animé... “Chicos y chicas, asi
se mueve la tierra alrededor del Sol”.

Una construccion muy sencilla que sirve, por ejemplo, para explicar eso tan raro de que
es verano cuando estamos mas lejos del Sol, y no més cerca, como parece pensar mucha
gente... pero, jesperal, la Tierra no se mueve uniformemente. Va mas deprisa cuando
mas cerca estd del Sol y viceversa. Por eso hay més dias en verano que en invierno.
(Como conseguir que ese punto azul que representa la Tierra se mueva realmente al ritmo



que lo hacen los planetas? Como pudimos ver en una investigaciéon con GeoGebra sobre
el sistema solar, la respuesta estaba en usar las propias propiedades de la elipse...

UNA PEQUENA DEMOSTRACION
CURSO: 1°- 2° de la ESO.

(Cuantas circunferencias diferentes pueden pasar por un mismo punto cualquiera? Bien,
demuéstralo... ;Y por dos puntos dados? Pues, ya sabes, demuéstralo... ;Y por tres
puntos? ;Por cuatro?

CcOMO CONSTRUIR POLIGONOS REGULARES EN LOS QUE SE PUEDA IR
CAMBIANDO EL NUMERO DE LADOS CON UN DESLIZADOR FIJADO EL
LADO. ;Y SI LO QUE FIJAMOS ~-MAS PRACTICO- ES EL RADIO?

CURSO: 4° de 1a ESO.

Dado un segmento, construir diferentes poligonos regulares (usando un deslizador) con
ese segmento como lado.

Mas dificil, y mas préctico: hacer la misma construccion, pero de forma que los distintos
poligonos regulares tengan el mismo radio.

LUGARES GEOMETRICOS. UNA JOYA PARA LA INVESTIGACION EN
CLASE DE MATEMATICAS

CURSO: 3°y 4° de 1a ESO.

Una de las mejores herramientas que podemos usar en clase para plantear sencillas
investigaciones son los lugares geométricos. Vemos un par de ejemplos:

e ;Donde se encuentran todos los puntos que estan a doble de distancia de un punto
dado B que de otro A? Encontrarlos y representarlos. ;Y si quisiéramos cambiar
la distancia entre A y B a nuestro gusto?

o ;Cudl es el lugar geométrico de todos los puntos que equidistan de un punto
cualquiera dado P y de otro A que va recorriendo (animacion) un cuadrado? ;Y si
ponemos la condicion de que los puntos estén a la misma altura que A? ;Y si
cambiamos el cuadrado por otro poligono? ;Y si, en lugar de un poligono,
ponemos una circunferencia?...

GEOMETRIA 3D DE LA ESFERA: VERANO VS. INVIERNO, TROPICOS,
CIRCULOS POLARES...

CURSO: 3° de 1a ESO.

Construccion 3D quizads un poco complicada para un taller de este estilo, pero quizas
podria estar bien ensefiarla pues sera de lo més didactico que he hecho. Se trata de ver,
en el tema de los cuerpos geométricos, algunas repercusiones que tiene en nuestra vida el
hecho de que vivamos en una esfera, y que poca gente entiende.
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Construir la demostracion de que cuando mas dura el dia es cuando mas lejos estamos del
sol y no cuando estamos mas cerca, como piensa mucha gente. Visualizar qué son los
tropicos y por qué estan donde estan y la misma pregunta con los circulos polares.

[ NoN ) -Esfera Sol-Tierra ver tropicos, latitud....ggh

K| [ ] L3 B (D) 8 (@ D) (@) €] N eec [T

Entrada:

2

v

A Cv alCcy[D~ - - -

g
¢Verano en qué hemisferio? ;Hasta donde pueden llegar los rayos que iluminaq-?
.

[ Jestera  (/]eciador  INVIERNO en el hemisferio NORTE

-Circunferencias “geograficas” ;;; POR 77?7
DRadio [:]Diémetro g&eg eee

DEje vertical
DCircunferencia maxima
1.-soL D ptica ‘ *urcos
2 tangentes |
3.- Zona iluminada
Cirtunferencias terrestres

D Coordenadas geograficas

.
.’ PoloNorte

O

En este mismo estilo, con esferas en 3D, también me parece muy interesante y didactica
la visualizacion de como funciona el sistema GPS por interseccion de varias esferas en el
espacio. {Como es la interseccion de dos esferas secantes? ;Y de tres? ;De cuatro?

NO TODO ES GEOMETRIA: GENERADOR DE SUCESIONES
CURSO: 3° de 1a ESO.

Hacer una construccion que genere el nimero de términos que queramos de una sucesion
a partir de su término general (mediante una casilla de entrada).

n=16
Térm. Gral: a_= n? -1 ®

a, = {0,3,8,15,24, 35, 48,63, 80,99, 120, 143, 168, 195, 224, 255}

alg — 259
Sp = 1480

:DE DONDE SALEN LAS FORMULAS DE LAS AREAS DE LOS POLIGONOS
BASICOS? Y, ;POR QUE LAS PRIMERAS CHOZAS QUE CONSTRUIAN LOS
ANTIGUOS HUMANOS ERAN DE PLANTA CIRCULAR?

CURSO: 1° de 1a ESO.

Primero descubrimos el area del rectangulo (y del cuadrado, un caso especial). ;Qué area
de poligono descubrimos después a partir de ella? (El tridngulo? ;El rombo? ;El
romboide? ;El trapecio?... ;De donde salen esas formulas?
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(Por qué estos poligonos no les servian a los humanos que hacian las primeras chozas,
que las hacian circulares? Construccion que muestra como va cambiando el area de
diferentes poligonos regulares (con un deslizador con el que se va aumentando su numero
de lados) mientras se mantiene un perimetro fijo determinado.

LUGARES GEOMETRICOS BASICOS. ;PARA QUE PUEDE SERVIR LA
BISECTRIZ?

CURSO: 3° de 1a ESO.

Vemos la circunferencia, evidente. La mediatriz ; Ya visto? Pero, ;para qué puede servir
la bisectriz?

Bien, ;coOmo construir una ventana (rosetén) polilobulada de las que tanto se ven en
edificios religiosos y civiles? ;Y para un nimero cualquiera de 16bulos? Y, ya que
estamos, a partir de una circunferencia, ;como se construye el poligono regular
circunscrito con el nimero de lados que se desee? (Se podria hacer una herramienta,
pero...)

@ ® Tetralébulo desde circunferencia inscrita.ggb

A > . - ~—+ Elige y Mueve
l%‘ e | / )( D @ @ ‘&' x ABC i.ﬁ é’ <., Enmarca o selecciona los

Entrada:

v Vista Grafica

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS:
e Club iberoamericano de Geogebra.

e Curso de Geogebra del ITE elaborado por Rafael Losada Liste.
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e Libro de texto de la editorial Santillana de 2° de la ESO.
e Libro de texto de la editorial Santillana de 3° de la ESO.

Para hacer referencia al articulo:

Hernando, E. y Jiménez, R. (2018). Geogebra para andar por clase. En Asociacion Castellana y Leonesa
de Educacion Matematica “Miguel de Guzman”. (Ed.), XIV Congreso Regional de Matematicas de
Castilla y Leon. (pp. inicial-final). Lugar: Universidad de Leon
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Antonio Martin Barcala

Colegio Maestro Avila

Resumen

Palabras clave: innovacion, gamificacion, trabajo cooperativo, Secundaria.

INTRODUCCION

El acercamiento de los juegos de escapismo a las aulas nos proporciona una oportunidad
unica para llevar a cabo una experiencia didactica a través de la gamificacion y en la que,
ademas, juegan un papel fundamental el trabajo cooperativo y la resolucion de problemas.

En el transcurso de los dos ultimos afios académicos se ha implementado en el Colegio
Maestro Avila de Salamanca una experiencia de gamificacion en las aulas basada en los
juegos de escapismo, también conocidos como Escape Room, que hoy en dia se ofertan
en muchas ciudades como una actividad de ocio alternativo para todas las edades y que
resultan, en muchos casos, negocios muy exitosos. La actividad se desarroll6 a lo largo
de uno o dos dias completos y participaron en total mas de 150 alumnos de todos los
cursos de Educacion Secundaria.

,Qué es un Escape Room?

Un Escape Room es un juego de aventura fisico y mental que consiste en encerrar a un
grupo de personas en una habitacion donde deberan solucionar enigmas y rompecabezas
de todo tipo para ir desenlazando una historia y conseguir escapar antes de que finalice el
tiempo establecido.!

,Como surge la idea?

En la experiencia que se presenta partimos de la resolucion de problemas y del trabajo en
equipo como principal motivacion. Asi, la idea de transferir este concepto a las aulas
surge tras haber participado y disfrutado de varias salas de escapismo en las ciudades de
Madrid y Salamanca. La experiencia vivida en cada una de estas salas, la adrenalina, la
satisfaccion de ir resolviendo puzles y acertijos y de estar cada vez mas cerca de tu
objetivo, y el potencial observado para el desarrollo de una gran variedad de competencias
clave del aprendizaje, hizo que desde un primer momento me plantease las posibles vias
para acercar este tipo de actividad a mis alumnos.

Un Escape Room requiere por su disefio y complejidad la necesidad de

e prestar especial atencion a los detalles; ser capaz de recordar donde y como viste
un determinado elemento de la habitacion puede ser de gran ayuda.



e ser metodico en la busqueda de pistas; ordenando y clasificando aquellos
elementos que ya hemos usado o que creemos que pueden tener relacion.

e organizar las ideas, las piezas de ese puzle légico que conforman todas las pistas
del juego y que van dando sentido al juego y guidndote poco a poco hacia la salida.

e comunicarse con el grupo para ir desarrollando la actividad de forma simultanea
en varios frentes o bien para poder resolver algunos de los misterios, que en
muchas ocasiones se nos atascan o estan disefiados para ser resueltos por dos o
mas personas.

e pensar, razonar, probar y comprobar, siendo capaz de hacer conexiones logicas,
calculos mentales, descifrar codigos o mirar las cosas desde otra perspectiva.

Estas son competencias y habilidades que juegan un rol fundamental en el proceso de
ensenanza-aprendizaje de cualquiera de las ramas del conocimiento, pero cabe destacar
la relevancia y especial relacion que guardan con el desarrollo de las capacidades y
pensamiento matematico.

DESARROLLO DE LA ACTIVIDAD

Numerosas habran sido las diferentes adaptaciones del concepto de Escape Room a las
aulas, a dindmicas de grupo, a retiros de empresas e incluso a congresos como éste. En la
busqueda de la mejor manera posible de acercar esta actividad a los alumnos, el deseo de
que fuese lo mas fiel posible a la experiencia original vivida por el profesor fue uno de
los criterios principales y por el que hoy se da vida a esta comunicacion. La imposibilidad
de llevar a un grupo numeroso de alumnos a una de las salas de escapismo ya existentes
en cualquiera de las ciudades proximas a Salamanca, me llevo entonces a la creacion de
mi propia sala de Escape Room.

A la hora de plantearnos la creacion de nuestro propio Escape Room podemos optar por
diferentes estilos que determinaran la dificultad de este proceso. Asi pues, si reducimos
el concepto de Escape Room a una serie de retos, acertijos y pruebas lineales o
encadenadas que desarrollar en grupos y que dardn lugar al objeto, pista o prueba final
con cuyo éxito concluird el juego, podemos simplificar en gran medida la dificultad y el
tiempo necesario para su disefio y creacion. Esta ultima interpretacion de los juegos de
escapismo nos permite plantear el mismo juego de forma simultanea a un grupo numeroso
de alumnos sin demasiada dificultad, sin embargo, pierde en esencia el dinamismo y la
inmersion en el juego que puede proporcionar un proyecto mas elaborado y costoso.

Eleccion del espacio fisico

La primera decision o cuestion a plantearse serd entonces si queremos que nuestro Escape
Room sea, en efecto, una habitacién, o més bien una yincana compuesta de acertijos en
el que los jugadores no interacttian de forma dinamica con el entorno. Esta decision se
debera tomar en base a las prioridades y recursos del profesor y del centro, pues llevar a
cabo un Escape Room plenamente ambientado requiere de un espacio especificamente
dedicado a ello y de una gran cantidad de tiempo empleado para que el mayor namero de
alumnos posible pueda disfrutarlo.

En la actividad que aqui se presenta se opta por el segundo modelo, pues se considera que
la inmersion en un juego ambientado en todas sus dimensiones ofrece a los alumnos una
oportunidad Unica de ver su entorno, interactuar con ¢l y de establecer conexiones o
elaborar razonamientos mucho mas naturales y espontdneos. Ademas, rompe de manera
mas dréstica con el tipo de actividades realizadas de manera tradicional en las aulas.



Una vez nos hemos decantado por este modelo de creacion de juegos de escapismo, esta
claro que necesitamos buscar un espacio fisico en el que desarrollarlo. Aunque no estén
necesariamente vinculados, es importante tener en cuenta que, dado que los recursos
naturales de los que normalmente un profesor o su centro disponen son limitados, y
buscando siempre la eficiencia en todo este proceso, la ambientacion posteriormente
elaborada quedara limitada al espacio escogido o disponible.

Ambientacion y objetivo del Escape Room

Una vez dispongamos de un espacio en el que podamos desarrollar la actividad durante
todo el tiempo programado, debemos encontrar una ambientacién adecuada, que nos
permita aprovechar las caracteristicas de la habitacion, y que, por supuesto, sea atractiva
para nuestros alumnos. Aqui entra en juego la creatividad del creador, asi como los
recursos del profesor y del centro.

Directamente ligada a la ambientacion nos encontramos con la tarea de establecer un
objetivo final, una misiéon que serd la que motive el inicio del juego y que, una vez
superada, nos proporcione las herramientas necesarias para poder salir de la habitacion y
asi completar con éxito el juego.

En la experiencia de escapismo llevada a cabo en nuestro centro en el curso 2017-2018,
la ambientacion escogida fue precisamente la de un aula de secundaria y el objetivo del
juego encontrar el examen final antes de que vuelva el profesor de su descanso de 30
minutos. Esto nos permitid, en un primer intento de poner este proyecto en marcha,
aprovechar al méximo los recursos de los que poseiamos y las caracteristicas del espacio
disponible (un aula auxiliar de Bachillerato). Ademads, es un contexto en el que los
alumnos pueden integrarse con facilidad sin mucho esfuerzo o imaginacion.

Una vez llevada con éxito la actividad en un contexto relativamente sencillo y cercano,
se estuvo entonces preparado para crear al afio siguiente un Escape Room con una
ambientacion un poco mds elaborada: El despacho del Dr. Croft, un reconocido
arquedlogo y aventurero. Esto requirid més recursos, esfuerzo y tiempo de preparacion,
pero que, una vez visto el funcionamiento y acogida de la actividad el afio anterior,
merecia la pena. El objetivo en este caso: encontrar el tesoro azteca que, antes de
desaparecer, habia escondido en algun lugar de su despacho.

Una vez escogida la ambientacidon para nuestro Escape Room, sera necesario buscar los
posibles complementos que sirvan para decorar nuestra habitacion y darle un toque mas
realista. Esto nos permitira también realizar un croquis provisional de como ha de lucir la
sala durante el juego, y asi, poder ir organizando en el espacio las pistas, pruebas o
acertijos que se nos vayan ocurriendo. Este croquis se podra ir modificando y adaptando
segun el Escape Room vaya tomando forma y las pruebas asi lo requieran.

Creacion de las pruebas y busqueda de materiales

A continuacion, llega el momento de empezar a pensar las diferentes pruebas o puzles
que conformaran nuestro Escape Room. No es necesario pensar de antemano la
concatenacion de las mismas, sino una serie de mecanismos, acertijos y métodos para
ocultar informacion dentro de nuestra sala de juego:

e Claves y cédigos que descifrar.
e Imadagenes u objetos que indican informacidén importante sobre el juego.
e Linternas, imanes o lupas que revelan mensajes escondidos a simple vista.

e Puzles, sudokus, laberintos u otros retos incluidos dentro de nuestro gran juego.



Si es importante tener en cuenta en todo momento el objetivo final del juego y el
mecanismo por el cual se obtendran el objeto o clave que nos permitird salir de la
habitacion y completar el juego con éxito. De esta manera podremos construir las
diferentes partes del juego alrededor de esta idea.

Casi con total seguridad, cada prueba pensada requerirda en si misma materiales
especificos como espejos, mapas, cubo de Rubik, tablero de ajedrez,... ademas de los
antes mencionados. Un detalle a tener en cuenta es la adecuacion de los materiales a la
ambientacion escogida. Por otra parte, todo Escape Room, sea cual sea su disefio y
estructura, se servira de candados, cajas, maletines y cualquier otro elemento o medio que
nos permita controlar el acceso secuenciado a las diferentes partes del juego.

Por ultimo, ademas de los materiales especificos y de los componentes donde vayamos a
esconder las pistas, es bueno, dependiendo de las caracteristicas de la habitacion, afiadir
algunos elementos mas que sirvan, a la vez, como decoracion o ambientacion de la sala
y como distraccion o posibles pistas falsas que fuercen al alumno a cuestionarse e ir mas
alla de un mero ejercicio dirigido.

El profesor que se disponga a realizar esta fase de creacion de pruebas y busqueda de
materiales podra observar que en muchas ocasiones el acceso a determinados materiales
o la adecuacion de los mismos a la ambientacion escogida, determinard las pruebas que
conformen su Escape Room y no al revés. Es decir, en base a los materiales de los que
dispongo y del contexto escogido soy capaz de elaborar retos y acertijos que encajen en
mi juego. De esta manera podemos ademas reducir los costes econdmicos.

Una vez pensados y creados todos los retos, resulta relativamente fécil establecer una
linea temporal de los mismos, donde, en nuestro caso, consideramos provechoso que no
sea totalmente lineal, sino entrelazada, para que el alumno tenga que realizar sus propios
razonamientos y conexiones y éstas no vengan pre-establecidas por el orden natural de
las pistas recibidas. A la hora de realizar esta concatenacion de pruebas es importante
realizar varios simulacros y asegurarse de que no existe ningin callejon sin salida o
incompatibilidad en el disefio original.

Otros elementos y accesorios

Ademas de todo lo referente a la creacién del Escape Room en si mismo, es igual de
importante generar expectativa, curiosidad y ganas por descubrir esa actividad novedosa
y diferente que, aunque poco a poco vaya siendo mas conocida; ain es un gran
desconocido en el mundo de la educacion.

Para ello, podemos realizar posters, presentar la actividad como un verdadero videojuego
en la vida real, convocar un torneo, y darle el aspecto méas profesional posible.

En nuestro caso todo esto se llevd a cabo generando ademads unas reglas del juego, un
horario de apertura en el que habia que reservar con antelacion, un ranking de
participacion y por supuesto, una entrega de premios a los equipos ganadores.

Por otro lado, para dar ese aspecto un poco mas realista o promover que el alumno se
sumerja y se integre aun mas en la actividad, es importante cuidar los detalles: escoger
una buena banda sonora o entregarles a firmar un acuerdo de confidencialidad son
aspectos que puede ayudarnos a conseguir este efecto.

Finalmente, para poner en funcionamiento nuestro Escape Room, habra que realizar
varias pruebas con anterioridad, calcular el tiempo que deberemos fijar para que no resulte
ni demasiado facil ni demasiado dificil y establecer un método de supervision de la
actividad para que el juego fluya con regularidad.



CONCLUSIONES

Tras haber llevado a cabo esta experiencia de gamificacién con alumnos de Secundaria,
y gracias también a lo aprendido en el primer aflo de implementacion que permitid
algunas mejoras y la creacion de un Escape Room mas elaborado al afo siguiente,
podemos observar las siguientes conclusiones.

El aspecto ludico de la actividad, la “gamificaciéon”, es un componente realmente
atractivo y motivador para los alumnos, y por lo tanto debe ser explotado y usado en
nuestras aulas con mayor asiduidad.

La oportunidad que ofrecen los juegos de escapismos para desarrollar habilidades de
trabajo cooperativo es unica, pues se observa la necesidad de establecer una
comunicacion constante y una colaboracion en todo su dinamismo, donde tan importante
es establecer roles como trabajar todos a la vez en un mismo reto.

El disefio de un Escape Room en el que el area de juego es toda una habitacion y en el
que no existe una linealidad estricta entre las fases del juego, se acerca mucho mas a la
resolucion de problemas de la vida real y por lo tanto ayuda a los alumnos a desarrollar
capacidades de organizacion y razonamiento mas naturales y espontaneas.

La creacion de un Escape Room de estas caracteristicas es un proceso complejo, que
requiere recursos econdmicos, humanos y espaciales, ademds de mucho tiempo de
preparacion y de desarrollo.
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El juego y la belleza estan en el origen de una gran parte de las Matematicas. Si los
matemdaticos de todos los tiempos se lo han pasado tan bien jugando y contemplando su juego
vy su ciencia, ;por qué no tratar de aprenderla y comunicarla a través del juego y de la
belleza?

Miguel de Guzman

Resumen

Palabras clave: Infan-ciencia, ecologia, juego, vida cotidiana, emocion.

DESARROLLO

La cultura cientifica debe formar parte de los curriculos educativos desde edades tempranas. Integrar
el pensamiento cientifico en las primeras etapas es un paso fundamental para fomentar la reflexion y
crear un estilo de aprendizaje que ofrezca la posibilidad de consolidar estructuras mentales que
favorezcan el afan natural investigador de la infancia y se integre como una metodologia de pleno
derecho.

En esta comunicacion proponemos una experiencia de aula en la que lo cotidiano se convierte en
ciencia desde la mirada de la infancia: Despertar la curiosidad, sensibilizar sobre aspectos que
mejoren la vida de todos los seres vivos, observar los procesos y protagonizar experiencias, muestra
la realidad de un aula como espacio de ciencia: un laboratorio vivo en el que suceden sucesos
extraordinarios en conexion con la propia vida. En nuestra propuesta tratamos de visibilizar la
relacion que existe entre las Matematicas y todas aquellas situaciones que vivimos cada dia,
ofreciendo un panorama que muestra como forman parte de lo que somos, siendo patrimonio de una
sociedad que busca encontrar certezas y hacer de esta ciencia un instrumento que nos ayude a entender
la realidad

Las Matematicas forman parte de la vida y por ello la escuela debe integrarlas en las aulas de manera
natural, sin alejarlas de lo cotidiano. Presentamos diferentes acciones que interpretan la vida a través
de las Matematicas: desde la Educaciéon Medioambiental, la Biologia, el Arte y el juego, a las nuevas
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tecnologias que nos proporcionan recursos para expresarnos y conseguir acercar lo cotidiano a la
Ciencia.

La actividad matematica no puede limitarse solo a la capacidad de algunas personas, quizés los
resultados que obtenemos tienen que ver con factores diversos: experiencias, motivacion, emocion y
afecto que despierten. El pensamiento matematico es pues universal.

En esta experiencia la observacion e interaccion con el entorno estimula y visibiliza las Matematicas
como la ciencia que nos ofrece la posibilidad de entender la vida, siendo una herramienta que favorece
la comprension del mundo que nos rodea.

Las siguientes acciones son una clara muestra de que la cultura matematica esta al alcance de todas
las capacidades, solo es necesario que no las separemos de las experiencias propias.

A través de las Matematicas estudiamos nuestro entorno proximo. La naturaleza nos muestra patrones
en plantas, arboles, animales y los examinamos a partir de las sucesiones de Fibonacci.

Figura 1. Fibonacci y los caracoles: la naturaleza matematica

Analizando los datos que obtenemos después de observar a las aves que aparecen en nuestra escuela,
desarrollamos estrategias de pensamiento. Ubicamos en el aula un observatorio para conocer cuantas
especies acuden cada mafiana. La Ecologia nos permite darnos cuenta de lo importante que son todos
los seres vivos para que exista una armonia vital, por ello nos ocupamos de procurar alimento a las
distintas especies de aves que aparecen en nuestra escuela: la tortola turca, la urraca, la paloma
doméstica, el gorribn comun y otras aves que acuden cada mafiana al comedero que hemos preparado,
con el alimento que previamente se ha pesado realizando estimaciones y calculos.

Creamos asi un patron de comportamiento en las aves que favorece una secuencia para conocer con
qué periodicidad nos visitan. Los datos que obtenemos los reflejamos en una plantilla que finalmente
comparamos para extraer resultados.

De ello obtenemos unas conclusiones que nos permiten comprobar la tesis inicial, asi como calcular
el nimero de aves que aparecen cada mafana.

Entonces...
(Cuantas aves han venido hoy?
(Qué cantidad de alpiste creéis que necesitan hoy, que hace frio?

(Cual es la especie mas frecuente?
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Viviendo las Matematicas desde la escuela infantil. ;Es lo cotidiano una ciencia exacta?

Figura 2: El observatorio de aves para calcular y proteger a las aves de la escuela

Otro aspecto que desarrolla el pensamiento matematico es la organizacion espacial. Elaboramos e
interpretamos mapas y planos, organizamos espacios en el aula y también utilizamos como recurso
la robdtica. Bee-bot, unos robots-abeja que pueden ser programados, nos permiten establecer
itinerarios y rutas para favorecer la organizacion espacial y desarrollar estrategias de pensamiento.
Las abejas-robot muestran el itinerario que han hecho las aves después de haber consensuado entre
el grupo unas consignas para que realicen un recorrido determinado: derecha, izquierda, delante,
detrés..., hasta conducirlas al lugar que hemos seleccionado.

Figura3. Trazando itinerarios con la robotica

Partiendo de la experiencia vital nos encontramos con las Matematicas de nuestro cuerpo, contar la
frecuencia cardiaca y hacerla nimeros es dar sentido y orden a nuestra identidad. Los patrones
cardiacos expresan su relacion directa, humanizando de alguna manera a la Ciencia.

Calculamos la frecuencia cardiaca y la comparamos entre nosotros:
(Cuantos latidos has escuchado?
Vamos a sentir el pulso y luego lo anotamos. ..
(Cual es tu frecuencia cardiaca?

(Quién tiene mas pulsaciones por minuto?
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Figura 4. Calculando latidos y pulsaciones por minuto.

El arte también nos ofrece la oportunidad de acercar la ciencia a la infancia ya que después de observar
figuras y formas en diferentes obras de arte, somos capaces de reconocerlas en nuestra propia
actividad artistica. La escultura y la pintura, nos ofrecen esa belleza que las Matematicas aportan a la

vida. La comparativa entre el Atomium de Bruselas y la obra de Salvador Dali: la Galatea de las
esferas, es un claro ejemplo.

Vamos a comparar estas dos obras, una es una pintura y otra una escultura.

'En que se parecen? ;Qué es una esfera?
& 1

Figura 5. La Galatea de las esferas, Salvador Dali y el Atomium de Bruselas.

Para desarrollar la tercera dimension buscamos trabajar el volumen a partir de las obras trabajadas

Figura 6. Actividades plasticas relacionadas con la propuesta artistica: El Atomium con pajitas y plastilina.
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Viviendo las Matematicas desde la escuela infantil. ;Es lo cotidiano una ciencia exacta?

También observamos la obra de autores que relacionamos con las Matematicas. Javier Egiluz con
su obra “Universo Informal” nos permite observar la Geometria de la emocion.

Figura 7. Javier Egiluz. Universo informal

El programa Geogebra, ademas de su uso habitual, nos apoya en la labor creativa dando sentido a la
experiencia estética. Realizamos intervenciones en las que, a partir de figuras geométricas, surgen
diversas creaciones artisticas, que comparamos con las que realizamos desde el programa.

Figura 8. Arte y Matematicas con Geogebra

Otros aspectos interesantes que complementan nuestra propuestas estdn en otras artes como la
literatura y el cine. El libro absoluto, obra de Joaquin Fargas, aparece como algo curioso que
mostramos. Se trata de un dispositivo conformado por nueve prismas hexagonales que rotan sobre
un eje representando en cada cara una disciplina. Cuando gira es posible realizar una busqueda por

internet que muestra las disciplinas elegidas.
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Figura 9. El libro absoluto. Joaquin Fargas

En cuanto al cine, también mostramos filmografia relacionada con la materia, vinculandola al ser
consciente de las grandes posibilidades que ofrece. El ejemplo que mostramos a continuacion es s6lo
una pequefia muestra de su importancia como herramienta. En cualquier visualizaciéon encontramos

elementos matematicos que nos proporcionan datos, formas, experiencias, calculo, ...

Donald y las Matematicas
Watch later Share

>
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Figura 10. “Donald y las Matematicas”

La musica también es uno de los contextos y argumentos fundamentales en la escuela, es la banda
sonora que muestra la relacion directa con las Matematicas. Para ello buscamos la relacion de los
numeros con el pentagrama, las notas musicales y su valor, asi como elementos que miden el sonido.
Con el sondmetro observamos como es posible medir los elementos sonoros (claxon automovil: 90
dB, conversacion normal: 50 dB, trafico: 85 dB) y con el metrénomo que nos indica los pulsos por

minuto.
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Viviendo las Matematicas desde la escuela infantil. ;Es lo cotidiano una ciencia exacta?

Figura 11. El pentagrama y las notas musicales representadas por los niflos y nifias del aula

Figura 12. El metréonomo y el sonometro

CONCLUSIONES.

Cualquier accion cotidiana es susceptible de investigacion y la infancia es un testimonio maravilloso
de este hecho. Visibilizar esta circunstancia es un paso necesario para que la Ciencia ocupe en la
escuela el lugar que merece, interviniendo en el aula con proyectos y actividades dirigidas a la
creatividad, motivacion y desarrollo de las diferentes areas curriculares. Las Matematicas forman
parte de la exactitud y de la imprecision de lo cotidiano, siendo un paradigma del orden natural que
desde la escuela y en edades tempranas debemos abordar.

Una reflexion para compartir

En cuestiones de cultura y de saber, solo se pierde lo que se guarda; solo se gana lo que se da.
Antonio Machado
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Resumen.

Palabras clave: curriculo, metodologia, comprension, razonamiento, ...

INTRODUCCION.

A la vista de los resultados obtenidos por nuestros estudiantes en pruebas internacionales: PISA (15
afios) y TIMMS (4° primaria y 2° eso) y analizando el grado de satisfaccion de profesores, alumnos
y familias, si nos preguntaran ;cual es el estado de la ensefianza de las Matematicas en nuestro pais?,
tendriamos que contestar que no goza de buena salud.

Las posibles causas son:

Curriculo sobredimensionado: Supone una presion para los profesores, pues disponen de
poco tiempo para permitir que los alumnos asimilen, es imposible utilizar diferentes
metodologias y se acaba ensefiando procedimientos mecénicos que la mayoria de los alumnos
aprenden de memoria sin entender lo que hacen.

Problemas del profesorado: Falta formacion en metodologias y, como consecuencia, poco
manejo de herramientas informaticas y escaso conocimiento de metodologias nuevas, activas
y motivadoras. El profesor depende excesivamente del libro de texto, es el recurso mas
utilizado. Todo ello influye en su desmotivacion.

Comportamiento y actitud del alumnado: Existe gran dificultad para mantener un clima de
atencion necesario para el aprendizaje significativo: interrupciones continuas,
enfrentamientos alumno-profesor, falta de respeto y tension en clase. Los alumnos estan
claramente desmotivados y eso influye en su atencion y rendimiento.

Escaso apoyo de las instituciones: Esta falta de apoyo se transmite en dificultad para trabajar
en equipo, falta de recursos materiales e informaticos para aplicar metodologias activas y
escaso impulso a iniciativas de profesores, dejando el cambio en manos del voluntarismo
altruista.

Cambio de leyes educativas cada cuatro afios: ;Para qué dedicar tiempo en desarrollar nada
si lo cambiardn en breve? Es necesario un acuerdo educativo que haga que merezca la pena
el esfuerzo en innovar.



Blazquez, S. y Del Rio, P.

Como profesores, ;qué podemos aportar en la mejora de la salud de este enfermo? Hay un marco
legal en el que se desarrolla el proceso de ensefanza-aprendizaje y también muchos factores ajenos
a nuestra tarea. Pero hay dos aspectos en los que si podemos actuar de forma directa: Adaptacion del
curriculo oficial y mejora de nuestra propia practica docente.

CAMBIO CURRICULAR.

Como paso previo habria que analizar, teniendo como referencia los Estandares de Aprendizaje, qué
contenidos y hasta qué grado de profundidad habria que dar en cada uno de los cursos de Secundaria.
Se deberia intentar eliminar o reducir al maximo la repeticion de los contenidos tal y como lo tenemos
en el curriculo actual.

El curriculo de la ESO de Castilla y Ledn tiene como marco el Real Decreto 1105/2014, de 26 de
diciembre, por el que se establece el curriculo basico de la Educacion Secundaria Obligatoria y del
Bachillerato, en el que se establecen Contenidos, Criterios de Evaluacion y Estdndares de Aprendizaje
para todo el territorio nacional. En los dos primeros cursos de la ESO, el curriculo no esta diferenciado
(ver por ejemplo la Figura 1).

Contenidos para primero y sequndo de ESO:
Naturales, enteros, divisibilidad, fracciones, decimales, potencias,
porcentajes, proporcionalidad, expresiones algebraicas, ecuaciones de
primer y sequndo grado y sistemas de ecuaciones lineales.

Divisibilidad de los numeros naturales.
Criterios de divisibilidad.

Numeros primos y compuestos.
Descomposicién de un nimero en factores
primos.

Mdaltiplos y divisores comunes a varios
nimeros. Maximo comun divisor y minimo
comin mditiplo de dos © mas nomeros
naturales.

Numeros negativos. Significado y utilizacién
en contextos reales.

Numeros enteros Representacion
ordenacion en la recta numérica y operaciones
Operaciones con calculadora.

Fracciones en entomos cofidianos
Fracciones equivalentes. Comparacién de
fracciones. Representacion, ordenacion y
operaciones

Numeros  decimales.
ordenacion y operaciones.

Relacion entre fracciones y decimales.
Conversion y operaciones.

Significados y propiedades de los numeros
en contextos diferentes al del célculo: ndmeros
triangulares, cuadrados, pentagonales, etc.

Representacion,

Potencias de nimeros enteros y fraccionarios
con exponente natural. Operaciones.

Potencias de base 10. Utilizacién de la
notacion cientifica para representar niameros
grandes.

Cuadrados perfectos. Raices cuadradas
Estimacion y  obtencion de raices
aproximadas.

Jerarquia de las operaciones.

Célculos con porcentajes (mental, manual,
calculadora). Aumentos y disminuciones
porcentuales.

Razén y proporcién. Magnitudes directa e
inversamente proporcionales. Constante de
proporcionalidad.

Resolucion de problemas en los que
intervenga la proporcionalidad directa o inversa o
variaciones porcentuales. Repartos directa e
inversamente proporcionales.

Elaboracion y utilizacion de estrategias para
el calculo mental, para el calculo aproximado y
para el calculo con calculadora u otros medios
tecnoldgicos.

Iniciacion al lenguaje algebraico.

Traduccion de expresiones del lenguaje
cotidiano, que representen situaciones reales,
al algebraico y viceversa.

El lenguaje algebraico para generalizar
propiedades y simbolizar  relaciones.
Obtencion de férmulas y términos generales
basada en la observacibn de pautas y
regularidades. Valor numérico de una
expresion algebraica.

Operaciones con expresiones algebraicas
sencillas. Transformacion y equivalencias.
Identidades. Operaciones con polinomios en
casos sencillos.

Ecuaciones de primer grado con una incégnita
(meétodos algebraico y grafico) y de segundo grado
con una incognita (método algebraico). Resolucion.
Interpretacidn de las soluciones. Ecuaciones sin
solucién. Resolucion de problemas.

Sistemas de dos ecuaciones lineales con
dos incognitas. Métodos algebraicos de
resolucion y método grafico. Resolucion de
problemas.

Figura 1: Contenidos de 1° y 2° de ESO del bloque de Ntimeros y Algebra

La propuesta que hacemos pasa por una organizacion en la que se tenga una vision global de toda
la ESO y en la que los contenidos se vayan ampliando sin repetirse. La distribucion se hace por
cursos para mostrar la necesaria coherencia y la idea de curriculo en espiral.

Se propone, por ejemplo, en el bloque de Numeros y Algebra, trabajar mas los contenidos
numéricos en los primeros cursos y mas los algebraicos en los dos ultimos. Y siempre sin repetir
contenidos:

e Los numeros naturales, centrados en divisibilidad, y enteros sélo en primer curso, como
repaso de lo aprendido en Primaria. Las potencias y raices se estudiarian en primero, y en
segundo se vinculan a la notacion cientifica.
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La proporcionalidad se estudiard en segundo curso y en cuarto. En cuarto se centrard en el
estudio de porcentajes y sus aplicaciones a la Economia, y s6lo se hara un repaso de las
relaciones de proporcionalidad para vincularlo después a los modelos funcionales afin y de
proporcionalidad inversa.

Los niimeros racionales se definen en tercer curso como aquello que tienen de comun distintas
expresiones: decimal, fraccion, grafica, notacion cientifica, porcentaje, expresiones que se han
ido trabajando gradualmente en los cursos anteriores.

En cuarto curso se introducen los nimeros reales, adquiere especial importancia el hecho de
aproximar adecuadamente, por lo que el énfasis se hard en aproximaciones y errores.

Prestar especial atencion al calculo: correcto uso de la calculadora y los medios tecnolégicos
por una parte y en el calculo mental por otra. Conviene trabajar sistematicamente el célculo
mental a lo largo del curso.

Introduccioén progresiva del lenguaje algebraico, primero vinculado a la traduccion del
lenguaje habitual y al trabajo con férmulas para ir aumentando el grado de abstraccion y la
capacidad de generalizacion.

En primero se estudian ecuaciones muy sencillas vinculadas al tema del lenguaje algebraico.
A partir de segundo se van introduciendo de forma gradual ecuaciones y sistemas cada vez
mas complejos. El método grafico se vincula también a las funciones lineales y cuadraticas.
La resolucion de problemas es la mejor via para introducir el Algebra, pues es donde muestra
su mayor potencia.

CAMBIO METODOLOGICO.

No se puede ensefiar en el siglo XXI con las herramientas y los métodos del siglo XX, nuestros
alumnos son distintos, viven en una sociedad distinta. Nuestras propuestas metodoldgicas inciden en
este hecho:

Conseguir que la Resolucion de Problemas sea el hilo conductor y la motivacion de toda la
materia y que los contenidos estén a su servicio (Figura 2).

£ TEORFA DE Prrfcanes

=12 (QUE PROBLEMAS VAMOS A RESOLVER?

@ Haz un DIBUJO DE LA SITUACION EN LOS PROBLEMAS SIGUIENTES, COLOCA LOS

DATOS CONOCIDOS Y LOS QUE SE DESEAN CONOCER

1. ;Qué altura ha de tener un almacén para poder colocar toneles de vino de dos metros de diametro

colocados como se indica en la figura?

Figura 2: Ejemplo de introduccion de un tema a partir de problemas

Métodos variados para resolver problemas y conseguir que los alumnos aprendan de
forma significativa (Figura 3).
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Figura 3: Diversos métodos para factorizar una ecuacion de segundo grado o para calcular med y mem

e Contextualizar: Vincular las Matematicas con la realidad hace que éstas adquieran sentido
para los alumnos (Figura 4)

3 Cuando vamos al supermercado la cajera pasa el producto que vamos a comprar

por un lector de codigos de barras y el ordenador reconoce el producto y anota en

.
v:‘%) el ticket el producto y su precio.
Co -
9011759

Esto es posible porque cada producto viene |
1

—-—

identificado por un nimero y cada digito de dicho nimero por un

7 75968

conjunto de barras negras separadas por espacios (barras blancas), 843

que el lector interpreta como una secuencia de impulsos eléctricos.

®.5. Comprueba que el digito de control se obtiene de la siguiente forma:

* Empezando por la izquierda suma, por un lado, los digitos que ocupan un lugar impar (sin
contar el digito de control) y, por otro lado, suma los que ocupan un lugar par y multiplica
esta ultima cantidad por 3. Suma los dos resultados (la suma de los de posicion impar y el
triple de la suma de los de posicion par). El digito de control es el numero que le falta al

anterior hasta llegar al multiplo de 10) mas proximo por arriba.

Figura 4: Actividad contextualizada sobre codigos de barras

e Cilculo: Reducir significativamente el tiempo dedicado a repetir de forma mecénica y en
papel, una serie de operaciones o algoritmos, que pueden ser realizados por una calculadora,
(que deben y tienen que aprender a manejar) y sustituir ese tiempo por actividades de célculo
mental y de comprension y razonamiento en resolucion de problemas, bisqueda de patrones,
etc. Un recurso muy 1til para el trabajo sistematico son las Tablas de Calculo Mental de Jesus
Javier Jiménez Ibanez http://docentes.educacion.navarra.es/jjimenei/

e Visualizacion: Utilizar siempre una representacion, un dibujo, un esquema, una justificacion
geométrica. Hacer que los alumnos visualicen lo que estan aprendiendo (Figura 5).
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El necesario cambio curricular y pedagogico

Quiero construir una rampa
como la de la foto, pero de
cemento, ;qué medidas deberia
tomar y cédmo calcularia el
volumen de cemento que
necesito?

e oty Wy Rak

Figura 5: Distintos recursos utilizados para visualizar conceptos

e Conexiones: Proponer actividades en las que se ponga de manifiesto la conexion entre los
distintos bloques de Matematicas y de ésta con otras disciplinas (Figura 6).

f i

Fupe e

1.- PROBLEMAS QUE VAMOS A RESOLVER

Utiliza un programa de representacion de funciones para esbozar la grafica de la funcién y responde

a las cuestiones planteadas en los problemas siguientes.

\, LANZAMIENTO PARABOLICO: La altura, s, de una pelota lanzada verticalmente hacia

arriba desde el piso estd dada por s=-4'9t?+58'8t, donde s estd en metros y t es el tiempo

transcurrido en segundos. ;Después de cuantos segundos la pelota alcanza su altura maxima? ;Cual

es la altura maxima?

Figura 6: Actividad que relaciona Fisica y Matematicas

e Errores: Hay que dar importancia a los errores, preguntarse por qué no se pueden hacer las
cosas de otra forma, cudles son caminos correctos y cudles no. Se pueden proponer ejercicios
mal resueltos de sus propios exdmenes para analizar y otros con errores tipicos que cometen

ellos también.
CONCLUSION.

Para concluir esta comunicacion tinicamente sefialar que el necesario cambio esta en nuestras manos.
Solo necesitamos creer en ello para empezar, trabajar en equipo, consensuar métodos, poner en

practica, y compartir...
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Miembro del Proyecto EDIA del CEDEC

Resumen.

Palabras clave: Metodologia activa, Matemdticas, Secundaria, aprendizaje basado en proyectos.

INTRODUCCION.

El Centro Nacional de Desarrollo Curricular en Sistemas no Propietarios (CEDEC) es un organismo
dependiente del MECD a través del INTEF y de la Consejeria de Educacion y Cultura del Gobierno
de Extremadura.

Uno de sus principales objetivos es poner a disposicion de toda la comunidad educativa materiales y
recursos digitales de libre acceso que promuevan las metodologias activas y fomenten la competencia
digital en la escuela. Ademdas impulsa ambientes de colaboracion para mejorar los procesos de
ensenanza-aprendizaje y realiza acuerdos de colaboracion con organismos, instituciones o empresas
encargados de ofrecer recursos educativos.

exelearning
. .2 r r
difusiogige eecctijusc%?rivos
experiencias :
dar abiertos
innovacion = contenidos
metodoldgica digitales

educacién abierta  software libre

Figura 1. El CEDEC

En esta linea se puso en marcha el Proyecto EDIA (Educativo, Digital, Innovador y Abierto) donde
se promueve la creacion de dindmicas de transformacion digital y metodoldgica en los centros para
mejorar el aprendizaje e impulsar nuevos modelos de centro educativo.
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Recursos educativos abiertos

provecto .
ED ‘A Consulta, aplica, modifica, comparte

PRIMARIA SECUNDARIA'Y BACHILLERATO k.
PROFESIONAL

eografia
lengualy matematicas| geog

literatura e historia [Jformacion y
orientacion

laboral

primaria

fisica'y, J biologia y.

quimica/ f§ geologia

educacion
fisica

OTROS RECURSOS EDUCATIVOS

redes atencion saber
ala

sociales Wgiversidadll estudiar

Guia de
creacion @ infografias
de REA

Figura 2 Pagina de recursos del Proyecto EDIA

EDIA ofrece un banco de recursos educativos que plantea propuestas al aprendizaje basado en
proyectos y al uso de las Tics en el aula para muchas asignaturas de todos los niveles de ensenanza
no universitarios. Ademas, desde EDIA se fomenta la creacion de redes entre profesores para facilitar
la innovacién en el aula. Por tanto, podemos decir que EDIA es un banco o repositorio de contenidos
y de experiencias de aprendizaje basado en proyectos al que pueden acceder profesores, alumnos y
familias.

Las principales ventajas de los recursos educativos del Proyecto EDIA son las siguientes:

Son abiertos, es decir, de libre acceso y gratuitos y pueden modificarse. Ademas es posible
utilizar, unicamente, una parte del recurso y realizar el proyecto de forma parcial.

Son innovadores y buscan una metodologia activa en la que el alumno es el protagonista. Para
aprender los contenidos curriculares deben trabajar en equipo, conseguir elaborar o crear un
producto final (una presentacion, un informe, un cartel, un video, un blog, etc.) siguiendo una
secuencia de tareas.

Son recursos creados por docentes, aplicados en el aula por ellos mismos y por otros docentes,
lo cual genera retroalimentacion y nuevas versiones de los mismos.

Ademas de los contenidos curriculares se trabajan todas las competencias.

Son recursos completos, es decir, incluyen todos los materiales necesarios para llevar a cabo
la experiencia (rubricas de evaluacion, enlaces a recursos, fichas de trabajo, etc.)
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ABP para aprender probabilidad

UN EJEMPLO DE REA: | CERTAMEN ESCOLAR DE JUEGOS DE AZAR.

En este REA (Recurso Educativo Abierto) se parte de la idea de que una prestigiosa empresa llamada
Toys Azar S.L ha convocado un certamen de juegos de azar para escolares. Junto al anuncio del
mismo podemos ver los distintos apartados del recurso (figura 3) y las bases del concurso (figura 4).

Certamen sobre juegos de azar

CERTAMEN SOBRE JUEGOS DE

AZAR
{Mirad lo que hemos encontrado en internetl |ES un concurso escolar sobre juegos de azar | 4 Nos presentamos?

Nuestro proyecto

Investigacion y lluvia de ideas '
Las tanetas de las preguntas ( ]
A jugar v)

Eltablero, los accesorios y las reglas < O :
dol o PARTICIPA !! 385565}

El video promocional

Inscribe tu grupo y tu juego

- Gula didéctca -
- Ficha técnica -

- Opina sobre el recurso -

CONVOCA: TOYS AZARS. L

Composicion de fotos de Pxabay. CCO

Objeto de la convocatoria:

~

Figura 3. Portada del REA I Certamen escolar de juegos de azar
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Objeto de la convocatoria:

La prestigiosa empresa TOYS AZAR S.L convoca el primer certamen de juego de mesa para estudiar probabilidad
jugando y poder aprender sobre los juegos de azar en casa y en colegios e institutos.

Este afio queremos fomentar y PREMIAR la creatividad, la originalidad y la innovacion para ello buscamos el mejor juego
de mesa educativo para escolares disefiado por escolares.

Animate y presenta tu propuesta !!

Condiciones generales Participantes Las tarjetas Valoracion Material a entregar Jurado

Otros premios

@ Se busca un juego de preguntas y respuestas que fomente la capacidad de aprender jugando.
@ El juego debera ser dinamico, de mecanica sencilla y para de 3 a 5 jugadores.

B Se pueden usar tableros y/o reglas de juegos ya existentes o disefiar uno nuevo.

Figura 4. Bases del Certamen de juegos de azar

Los alumnos, organizados por equipos, tienen el reto de elaborar un juego de preguntas y respuestas
sobre probabilidad y un video promocional del mismo para poder optar a los premios. En las bases
nos encontramos con las condiciones que deben cumplir los materiales pedidos. Para conseguirlos
deberan realizar secuencialmente las distintas tareas establecidas. El objetivo del proyecto es que los
alumnos aprendan los conceptos de probabilidad de una forma mas ladica, ademas de, aumentar su
competencia digital, fomentar el trabajo colaborativo y desarrollar su capacidad de aprender a
aprender y el resto de competencias basicas.

Pasaremos a describir cada uno de los apartados del recurso:
Nuestro proyecto.
En este apartado se presenta el proyecto:
e Se indican los productos que el alumnado debe conseguir al finalizarlo.

e Se sefiala la forma de trabajar que se ha de seguir, las rubricas de evaluacion de cada tarea y
los objetivos curriculares y competenciales del proyecto.

e Se hace la primera toma de contacto con el diario de aprendizaje. Es una herramienta de
reflexion que reaparece tras cada tarea. En ese diario deben escribir las dificultades y los
conocimientos y/o estrategias adquiridos, deben valorar su participacion en el proyecto y la
del resto del equipo para tratar de mejorar, si ello es necesario, el trabajo colaborativo que han
de llevar a cabo.

Las tareas o secuencias de aprendizaje.

El proyecto tiene una estructura modular. En cada médulo encontramos una o varias tareas que vienen
pautadas y las fichas de trabajo, los enlaces a recursos de consulta, manuales, consejos y sugerencias
necesarios para realizarlas, ademds de la rubrica de evaluacion correspondiente y el diario de
aprendizaje.



En este REA nos encontramos con cinco bloques que se corresponden con los siguientes apartados:

Investigacion y lluvia de ideas. Cada equipo debe analizar un juego de preguntas y respuestas.
Se hace una puesta en comuin. Cada equipo comienza a pensar y disefiar cOmo va a ser su
juego. Deben llegar a acuerdos para establecer el formato basico de su juego.

Las tarjetas de las preguntas. Cada equipo debe, siguiendo las pautas e indicaciones, crear las
tarjetas de las preguntas. En ella deberdn buscar y resolver problemas de probabilidad. En las
bases se pide que se incluyan las respuestas de las tarjetas. Esta tarea sera evaluada con la
rubrica de las tarjetas del juego.

A jugar!!! En esta fase deben, utilizando un croquis del tablero y las tarjetas creadas, testear
el juego. Sirve para localizar errores en las tarjetas y en las reglas del juego. Comienzan a
redactar el documento de las reglas del juego. En esta fase estan resolviendo problemas de
probabilidad mientras estan jugando.

El tablero, los accesorios y las reglas del juego. En esta tarea deben crear un tablero (pueden
partir de uno existente), reunir los accesorios necesarios para jugar (fichas, dados, etc.) y
elaborar el manual de las reglas del juego. El trabajo sera evaluado con la rubrica
correspondiente.

El video promocional. En la parte final del proyecto deben analizar por equipos el video
promocional de un juego, hacer una puesta en comun, disefiar y crear el suyo. Para ello
deberan elaborar el storyboard, grabar y editar el video siguiendo las instrucciones dadas. Su
trabajo sera evaluado con la rubrica de evaluacion del video promocional.

Tras cada tarea deben cumplimentar el diario de aprendizaje y al finalizar el proyecto deberan,
ademas, evaluar el proyecto de forma global (evaluacion de la experiencia, qué he aprendido y
evaluacion del trabajo en equipo).

La estructura modular permite dividir el proyecto en partes, modificar o incluso eliminar alguna de

ellas.

Guia didactica del recurso.

Esta parte del REA constituye la guia para el profesor. En ella podemos encontrar las siguientes
secciones:

Introduccioén. Se sefialan las principales.
Fases del proyecto y temporalizacion. Esta tltima es orientativa.
Versiones del proyecto.

Evaluacion y referencias curriculares. En esta seccion encontramos informacion relativa a las
herramientas y procesos de evaluacion, los contenidos y las competencias clave (Figura 5)
trabajados en el proyecto, los criterios de evaluacion, los estandares de evaluacion y una
propuesta de calificacion del proyecto.

Recomendaciones para el profesorado.

Documentos y recursos ordenados por tareas o por tipo de documento. Recopilaciéon de todos
los documentos y los enlaces del REA. Entre ellos se encuentran los diplomas de los premios
del certamen listos para imprimir.



Competencia . Sentido dela | Conciencia
Competencia | matematica | Competencia Apr:nder C:mget]en?s iniciativa y ¥
ingiiistica | y en ciencia ¥ digital Eom espiritu expresion
tecnologia aprender cvicas emprendedor
Investigacion
y luvia de X X X X X
ideas
Crear
tarjetas de
preguntas X X X X X X X
con
soluciones
Crear el
tablero,
buscar X X X X
accesorios
Escribir las
reglas del X X X X X
juego
Producir un
video X X X X X X
promocional

Figura 5. Competencias basicas del REA I Certamen de juegos de azar

Nos detendremos en el apartado versiones del proyecto de la guia didactica del REA. En ocasiones
la falta de tiempo y/o la falta de experiencia pueden hacer que un profesor o profesora desista en su
intencion de desarrollar una experiencia de aprendizaje basado en proyectos. Por ello se presentan
ideas que modifican el proyecto de forma parcial o mas global y que pueden servir al profesorado en
su primera tentativa. En este REA se presenta las siguientes posibilidades:

Version reducida. El alumnado elaborara las tarjetas de las preguntas. El profesor decide qué
tablero van a usar y las reglas del juego (que pueden ser las de algin juego conocido o
seleccionarlo de las paginas web que se facilitan en el REA) y el video promocional no se
realiza. Esto permite reducir el nimero de sesiones dedicadas al proyecto y aumentar el
nimero de sesiones de juego en clase.

Version colaborativa. Cada equipo se especializa en una categoria de preguntas y elabora
tarjetas Unicamente de esa categoria. El profesor elige el tablero y las reglas del juego. El
video puede realizarse o no. En este caso, inicamente se consigue un juego por clase. Los
alumnos jugaran todos al mismo juego.

Version semidigital. Los alumnos elaboran las preguntas y éstas se cargan en un programa
informatico tipo Kahoot. Ello implica que sean tipo test. También deberan crear el tablero,
buscar los accesorios y escribir las reglas del juego y el video. Para jugar deberan mover sus
fichas por el tablero y utilizar algin dispositivo mévil que ird planteando las preguntas de
forma aleatoria y corrigiendo las respuestas.

Version interdisciplinar. El proyecto se lleva a cabo en colaboracion con docentes de otros
departamentos. Se sugiere que las tareas de investigacion de juegos y redaccion de las reglas
del juego se realicen en la clase de Lengua castellana, las tarjetas, el testeo del juego y sesiones
de juego en clase de Matemadticas y que, en la creacion del tablero, accesorios y el video,
podrian intervenir los departamentos de Educacion Plastica y Visual, Tecnologia y Musica.



ABP para aprender probabilidad

Ficha técnica y Opina sobre el recurso.

Con estos apartados se cierra el recurso. El primero nos da informacién del contenido, nivel al que
va dirigido, productos a elaborar por el alumnado y posible temporalizacion del proyecto y el segundo
invita a los docentes a expresar su opinion acerca del mismo.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS.

Portal del CEDEC  http://cedec.educalab.es/ Consultado el 22/10/2018.

Proyecto EDIA http://cedec.intef.es/ Consultado el 22/10/2018.

Banco de recursos del Proyecto EDIA  http://cedec.intef.es/recursos/ Consultado el 22/10/2018.

Recursos de Matematicas del Proyecto EDIA http://cedec.intef.es/proyecto-edia-matematicas/
Consultado el 22/10/2018.

Jiménez, R. (2017). REA para trabajar la probabilidad mediante la metodologia ABP. Certamen de
juegos de azar.

http://cedec.intef.es/proyecto-edia-matematicas-eso-rea-certamen-de-juegos-de-azar/

Para hacer referencia al articulo:

Jiménez, R. (2018). ABP para aprender probabilidad. En Consejeria de Educacion de la Junta de Castilla y Leon.
Asociacion Castellana y Leonesa de Educacion Matematica “Miguel de Guzman”. (Ed.), XIV Congreso Regional de
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Rita Jiménez Igea
IES Tomas Mingot de Logrofio

Resumen.

Palabras clave: Matematica ludica, Secundaria, magia matematica, Matematica divertida
INTRODUCCION.

La asignatura de Matematicas es una materia que, en general, es impopular. Su dificultad hace que
no esté en el ranking de las favoritas, mas bien sucede lo contrario. Es mas, a los profesores de
Matematicas, cada vez que alguien que nos acaba de conocer se entera de nuestra profesion nos suele
suceder lo mismo. Nos explican, de forma casi inmediata, lo mal que se les daba nuestra asignatura
en el colegio o en el instituto o lo poco que les gustaba. Es evidente que existen conceptos, ideas de
esta disciplina dificiles o, incluso, partes que pueden ser aridas. Sin embargo, hay aspectos de las
Matematicas que tienen su atractivo y que la inmensa mayoria desconoce. Es importante, por tanto
que busquemos formas de acercar la materia al piiblico en general y a nuestros alumnos en particular.
Debemos empezar a divulgarla para que resulte mas amigable. Para ello disponemos de enigmas,
acertijos, juegos y curiosidades numéricas, magia matemadtica, etc. En esta comunicacion
presentaremos algunos trucos sencillos que suelen gustar a los alumnos cuando los descubren. Son,
ademas, muy faciles de aprender por lo que se dedicaran a ponerlos en practica con todos sus
familiares y amigos y, en el fondo, lo que habremos conseguido es que ellos participen en la
divulgacion de las Matematicas.

UN JUEGO DE ADIVINACION CON FICHAS DE DOMINO.
Materiales necesarios:

Varios juegos de domino (En internet podemos encontrar versiones para imprimir en cartulina)
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Figura 1. Fichas de domino
Para llevarlo a cabo procederemos asi:

Se entrega un juego de domino a un alumno o alumna, se le mira fijamente a los ojos y se le pide que
lo encaje como si estuvieran jugando una partida con ¢él, pero sin cerrar o bloquear porque debemos
colocar todas las piezas (Figura 2). Para ir mas deprisa algunos compafieros pueden ayudarle a colocar
las piezas.



En ese momento, el mago escribira algo en un papel, lo introduciré en un sobre y escribira en la parte
exterior del mismo el nombre del alumno o alumna al que ha entregado el domind. El sobre se deja
en un lugar muy visible al que nadie pueda acceder o se pide a un voluntario que lo custodie y se
mantenga a la vista de todos y separado de los demaés. Todo ello debe ser publico.

El mago repetira el proceso dos veces mas con otros dos alumnos o alumnas.

- \
/i % \

Figura 2. Colocando las fichas

Una vez hayan acabado de colocar todas las piezas, el mago se concentrard, mirard fijamente a los
ojos al primer alumno o alumna y adivinara los nimeros que han quedado en los extremos del circuito
que ha montado con su juego de domino. Repetira el proceso con los otros dos alumnos.

Llega el momento de abrir los sobres. Los voluntarios que los han custodiado abrirdn el sobre, leeran
la nota que hay en el interior que dira: “Nombre del alumno vas a dejar en los extremos unas piezas
con los nimeros 'y 7. Por supuesto ahi el mago habra escrito el nombre del alumno y los
numeros correctos.

Se constata que el mago no se ha limitado a adivinar las fichas de los extremos, una vez lo ha montado
el alumno, sino que, incluso antes de hacer el juego, ya lo sabia. En realidad, cuando el mago entrega
un domind y mira fijamente a los ojos est4 indicando cémo colocar las fichas. El mago puede influir
en las decisiones de las personas.

UN JUEGO DE ADIVINACION CON FIGURAS GEOMETRICAS.
Materiales necesarios:

Los paneles de las Figuras 3,4, 5,6, 7y 8.

Un boligrafo o rotulador

(Como realizarlo?

El mago pide un voluntario para llevar al cabo el nimero de magia. Muestra a todos la Figura 3 y
pide al voluntario que elija, de entre las imagenes del panel de la Figura 3, su dibujo favorito. Se le
entrega una copia del panel y el boligrafo para que la rodee con un circulo y la guarde. Por supuesto,
el mago no debe ver el dibujo seleccionado; para ello puede volverse de espaldas.



Matemagia
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Figura 3.

El mago ird mostrando sucesivamente los paneles de las Figuras 4, 5, 6, 7y 8 y, en cada ocasion, le
preguntara si su dibujo favorito se encuentra en ese panel. El alumno debe contestar SI o NO segun

corresponda:
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Una vez finalizado el proceso el mago se concentrard y adivinara el dibujo que el alumno habia
seleccionado.

Figura 8

En ese momento, se debe pedir al voluntario que se levante y que muestre la hoja donde habia
marcado su dibujo favorito para que todo el mundo constate los poderes del mago.

MAGIA MATEMATICA CON LAS MANOS.

Todos hemos pasado en nuestra vida por la experiencia de aprendernos las tablas de multiplicar.
Normalmente recordamos haberlas cantado hasta memorizarlas. Existen distintos trucos que permiten
aprenderlas sin recurrir a la memorizacion. Presentaremos uno que afecta a las multiplicaciones mas
dificiles del tipo: n x p siendo n, p > 6. Y lo mejor de todo es que para ello so6lo tenemos que utilizar
nuestras manos. En las siguientes imagenes lo explicaremos con un ejemplo.

Para empezar miraremos nuestras manos y numeraremos nuestros dedos tal y como se muestra en la
Figura 9

7 8 8 7
9 9

10 10

Figura 9. Numerando los dedos de nuestras manos
Para explicar el método utilizaremos el ejemplo 7 x 8

En primer lugar buscamos el dedo 7 de la mano izquierda y el dedo 8 de la derecha. (Figura 10)



Yo &7

Figura 10. Tenemos el 7 y el 8 en nuestras manos

Giramos las manos hasta unir los dedos 7 y 8 (Figura 11)

Figura 11. E1 7 y el 8 se tocan
En esta posicion procederemos asi:

Contamos los dedos extendidos que quedan arriba. Seran las decenas. En nuestro caso son 5 o
pensamos en 50.

Los dedos doblados que estan en la parte inferior deben multiplicarse, es decir hay 3 dedos doblados
y otros dos dedos doblados en la otra mano. Multiplicamos 3 x 2 = 6. Son las unidades.

Hemos hallado el resultado 7 x 8 =50 + 6 = 56 (Figura 12)

Arriba las decenas: 5

Abajo las unidades: 3x2=6
Figura 12. Resultado de 7x 8

Abhora invitamos a nuestros alumnos a comprobar si esta situacion se cumple con otros ejemplos del
tiponxpconnyp=>6.

DESVELANDO EL MISTERIO.
Juego de adivinacion del domind.

Un juego de domind normal consta de 28 piezas. El mago entrega a cada alumno un juego con 27
piezas y guarda una. Asi, si el mago se queda con la pieza de la Figura 9, al montar las fichas de
domind, se quedardn en los extremos los numeros 2 y 3.



Figura 9

El mago, debe tnicamente recordar qué pieza ha eliminado en cada domin¢ antes de entregarlo. Es
recomendable que esa ficha sea distinta en cada domind con el que repita la experiencia y no resulta
nada conveniente que el mago guarde una ficha doble porque, en ese caso, corre mayor riesgo de ser
descubierto.

Juego de adivinacion del dibujo favorito.

En el caso del truco del dibujo favorito podemos encontrar una version digital del juego y la
explicacion del secreto del mago en la unidad Polinomios de la RED DIGITAL EDUCATIVA
DESCARTES.

Referencias bibliograficas
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EL LIBRO DE TEXTO INTERACTIVO FRENTE AL LIBRO DE
TEXTO TRADICIONAL

Rita Jiménez Igea
Miembro de la RED EDUCATIVA DIGITAL DESCARTES REM\educativa
e alescartes

Nivel Académico: Secundaria
Resumen

Los libros digitales interactivos de Matematicas de la asociacion RED EDUCATIVA DIGITAL
DESCARTES desarrollan el curriculo completo de Matematicas de ESO. Existen profesores que los
utilizan en sus aulas como sustitutos de los libros de texto tradicionales y subrayan sus ventajas,
otros usan los dos tipos de libro de forma complementaria. En la comunicacion, ademas de mostrar
los libros digitales, se describiran experiencias y usos con estos materiales y se hara una valoracion
de las ventajas y desventajas de la utilizacion en el aula de un modelo u otro de libro. Los libros se
encuentran disponibles para toda la comunidad educativa en el Portal de la asociacion, pueden
descargarse y usarse sin necesidad de estar conectados a internet.

Palabras clave: Matemadticas interactivas, Secundaria, motivacion, aprendizaje activo, objetos
digitales

INTRODUCCION

En 2013 se cre6 la RED EDUCATIVA DIGITAL DESCARTES, una asociacion no gubernamental
sin &nimo de lucro que tiene como fin promover la renovacion y cambio metodologico en los procesos
de aprendizaje y ensefianza de las Matematicas, y también en otras areas de conocimiento, utilizando
los  recursos  digitales  interactivos  generados en el  Proyecto  Descartes.
En el Portal de la RED EDUCATIVA DIGITAL DESCARTES podemos encontrar los libros
interactivos de Matematicas del Proyecto ED@D. Existen seis libros electronicos que corresponden
a las asignaturas de Matematicas de 1° y 2° de ESO, de Matematicas Académicas de 3°y 4° de ESO
y de Matematicas Aplicadas de 3° y 4° de ESO. (Figura 1)

M\escartes Proyecto ed@d g’ nyeCTO

il ® Unidades diddcticas escartes
Inicio Matematicas\ castellano\LOMCE

e

" Matematicas LOMCE

Matemdticas para la E.S.O.

Castellano
Catala

Galego

N

Y
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Ciencias Naturales P2 AL W W A'ﬂﬁ/t W’L
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Pulsa sobre el nlimero para acceder al curso correspondiente

. . .
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en la comunidad de la

REMeducativa
*alescartes

Todas estas unidades i escenas i ivas que usan D IS

Figura 1: Los libros de texto interactivos de la RED EDUCATIVA DIGITAL DESCARTES
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Cubren el curriculo completo de la asignatura de Matematicas de ESO, estan adaptados a la nueva
ley educativa vigente, LOMCE, y han sido traducidos al catalan y al gallego por miembros de nuestra
asociacion. Los libros electronicos pueden usarse libremente con tablets, smartphones u ordenadores
conectados a internet. Pueden descargarse y utilizarse en local y funcionan con cualquier sistema
operativo. Las escenas u objetos interactivos han sido implementadas con la herramienta DescartesJS.
La herramienta cuenta con una licencia de software libre y puede descargarse en este enlace.

En cada uno de los libros, la materia se divide en temas que llamamos quincenas que son las unidades
didacticas a impartir en la asignatura de Matematicas de ese nivel. Para mostrar su formato
seleccionaremos la unidad “Multiplos y divisores” de 1° ESO cuyo autor es Eduardo Barbero.

LOS UNIDADES INTERACTIVAS DEL PROYECTO ED@D

Todas las unidades tienen una estructura y formato comunes que podemos visualizar en la Figura 2.

Educacion 2014 ¢ rOyeCto
Dighal con e Q escartes
Descartes

ESO Matematicas Multiplos y divisores
i ati EiXE cuaderno de trabajo
Objetivos , S -
En esta quincena aprenderds a: [EE3 | A~
e Saber si un nimero es miiltiplo de otro. 26
e Hallar todos los divisores de un nimero. 25
e Reconocer los nimeros primos. 24
e Descomponer un nimero en sus factores 23
primos. 22
e Hallar el minimo comun mudltiplo de varios
nimeros. 21
e Hallar el maximo comun divisor de varios 20
nimeros. 1" 19 10
e Resolver problemas sencillos aplicando 75 B
estos conocimientos. 17 4 12
13 1
1514
Investiga

£Qué normas sigue este baile de nimeros?

Recuerda Es fundamental que tengas buen

dominio del cdlculo mental de multiplicaciones y

divisiones. Si no es asi repasa la tabla de multiplicar y o .

no utilices |a calculadora mas que en cuentas grandes. inicio parar / anlmar‘

@ @DEOO)| Autor: Eduardo Barbero Corral Adaptacién a Descartes JS: Eduardo Barbero Corral 0
c ano EY NC SA

Figura 2: Quincena. Multiplos y divisores (Matematicas 1° ESO)

La navegacion se puede realizar de forma secuencial con los botones de la parte inferior derecha que
vemos en la imagen 2 o pinchando en los apartados de la unidad (Figura 3)

Tl Contonidos | Ejodiios | Avtoovaluocién _{ Pora snia l tor | _Pora sabor més _

Figura 3: Apartados de una unidad del Proyecto ED@D

A continuacién describiremos brevemente cada uno de ellos.

Apartado Antes de empezar

Este apartado constituye la introduccion al tema. Se indican los objetivos de la unidad y se presenta
una actividad de toma de contacto con la materia, una tarea de investigacion o un enlace para repasar
conceptos previos (Ver Figura 2).
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El libro de texto interactivo frente al libro de texto tradicional

En esta seccion, pulsando el icono de la impresora, accedemos al tema escrito como libro tradicional
que podemos descargar y/o imprimir en formato pdf. Ademads, se incluye la version de los materiales
en formato editable (Word, Open Apache) y cuadernos de trabajo del alumno. Son muy practicos ya
que permiten a cualquier profesor modificarlos y adecuarlos a la realidad de su aula y/o a las
peculiaridades del curriculum de su Administracion Educativa. Los alumnos, cuando practiquen,
pueden ir anotando los resultados obtenidos a medida que interactian con las escenas. En los anexos
se adjuntan, a modo de ejemplo, algunas paginas de estos materiales.

Apartado Contenidos

Una vez situados en este seccion, podemos acceder a los contenidos secuencialmente con los botones
de navegacion situados en la parte inferior o pinchando en los epigrafes del indice del tema (zona gris
a la izquierda de la Figura 2).

Elegida una opcion del indice, en nuestro caso “Los divisores de un nimero “, vemos una breve
explicacion tedrica y una escena interactiva de explicacion del concepto (Figura 4).

Si movemos el valor del parametro de la escena, ésta nos mostrard los divisores del nimero que
hayamos seleccionado:

| Antes de empozar [[STUNUTCNMMN ___ Eiercicios | _Autoevaluacién | Para enviar al tutor | _Para saber més |

1. Multiplos y divisores

Los divisores de un numero
. . . Los divisores del nimero 12 son:
Los divisores de un ndmero natural son los nimeros

naturales que lo pueden dividir, resultando de cociente 1 2 3 4 6 12
otro nimero natural y de resto 0.

Ser divisor es lo reciproco a ser mdultiplo. Si 9 es
multiplo de 3, entonces 3 es divisor de 9.

\)
Los divisores de un nimero natural le pueden
dividir, su division es exacta.

Cada numero tiene una cantidad concreta de divisores.
El nimero 1 tiene sélo un divisor, €l mismo.

Solamente el 0 tiene infinito nimero de divisores, ya
que todos los nimeros son divisores de 0.

Practica ahora realizando varias veces estos N l ﬁl tiene 6 divisores
dos ejercicios « al e ‘

- Al
Marca un nimero y pulsa intro 7{1.’

Figura 4: Una pagina del apartado contenidos

Pulsando en los botones de “Ejercicios interactivos” (parte inferior izquierda de la Figura 4), aparece,
en una ventana emergente, una escena para practicar o ampliar el concepto tratado de correccion
automatica (Figura 5).
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Ejercicios resueltos: Divisores - Google Chrome  — O X

1. Ml.'lltiplt @ Archivo | file:///C:/Users/Rita/Desktop/congreso%20leo...

Los divisor . o
Son divisores de No son divisores bs del numero 12 son:

Los divisoreg

naturales qu 3 4 6 12

otro nimero

Ser divisor
multiplo de 3

\!

Los divig
dividir, s

Cada numerd
El nimero 1
Solamente ¢
que todos log

Practica ahor|

- A
. y pulsa intro —l12
otros nimeros l 4

n .

Figura 5: Escena en ventana emergente del apartado contenidos

Las escenas de explicacion y de ejercicios cambian los datos del enunciado cada vez que son
utilizadas.

En la altima opcidn del menu de contenidos, sintetizando lo mas relevante de la unidad, encontramos
el resumen de ésta.

Apartado Ejercicios para practicar
Esta seccion estd compuesta de dos o mas paginas de ejercicios y/o problemas para que el alumno los
realice en su cuaderno. En el caso de la unidad seleccionada consta de dos paginas (Figura 6).

1 ] L4
[“Antes do empozar | Contonidos | ICERTPRIN _ Avtoovaluacion | Para onvior al tutor | _Para saber mas |

@Para practicar

Para hacer estos ejerciclos | Practica ahora resolviendo estos ejercicios.
es mejor que no utilices la |

calculadora. Ejercita el / Encontraras ejercicios de:

cleulo mental. /

= Multiplos, divisores, primos, m.c.d y m.c.m.

}i\oJ
¢.€C

Y ademads un juego "El juego de los miltiplos y divisores".
En cada caso verds ejercicios y problemas de distintos tipos donde elegir.

Procura hacer al menos uno de cada clase y una vez resuelto comprueba la
solucion, si no lo has hecho bien haz otro analogo.

Puedes ir al apartado que quieras desde esta pagina, pulsando
sobre los distintos enlaces, o bien siguiendo el orden correlativo
de las paginas con el enlace de abajo.

Figura 6: Paginas del apartado Ejercicios para practicar
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NPara practicar

elige opcion

elige opcion

¢Es multiplo de...?
Escribe multiplos

¢ Cuantos divisores?
Halla los divisores de...
¢Es primo?

¢mem o med?

Halla el mcm

Halla el mcd

Elige el tipo de problema que prefieras.

Figura 7: Un ejemplo de escena de Ejercicios para practicar

|_Antes de empezar | Contenidos _|

1 _‘S |, Para practicar

Ejercicios

[ ¢Es miitipio de...?

v

Aplica los criterios de divisibilidad
o realiza la division para ver si el

resto es cero.

Divisivilidad por 2 o por §
que la altima cifra lo sea.

Divisibilidad por 3 o por 9

que la suma de las cifras lo sea.

Inicio

¢(Es 514 divisible por 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 41?

por 2,
por 3,
por 4,
por 5,
por 6,
por 7,
por 8,
por 9,

por 41, no.

si.

no.
no.
no.
no.
no.
no.
no.

Otro ejercicio

El resto de la division de 514 entre 41es 22.

Ver la solucién

Una vez seleccionada la pagina, nos aparece en pantalla una escena de problemas y ejercicios. En
este caso, si abrimos la pagina ‘Multiplos, divisores, primos, mcd y mem’ encontramos la Figura 7.

El manejo de estas escenas es muy sencillo. Desde el menu, el alumno elige una opcidn y se le muestra
un enunciado. En cualquier momento, pulsando el botén ‘Solucion’, puede acceder a la misma y
simultaneamente visualizard, ademas, la resolucion del problema (Figura 8). Si se pulsa el boton
‘Nuevo ejercicio’, los datos del mismo cambian aleatoriamente. En determinados casos, cuando el
tema lo requiere, en cada opcion del ment encontramos diferentes tipos de ejercicios que surgen al

s i aracsen | I Cossniasn R T R s soaveliics e | raraaonsar ] e
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Figura 8: La escena una vez elegido el tipo de ejercicio y pulsado el botén solucion
Apartado Autoevaluacion
En esta seccidn se incluye una escena con diez preguntas cortas para repasar los contenidos de la
unidad (Figura 9). El alumno debe dar la respuesta y la escena corrige automaticamente. Los datos
de las preguntas cambian cada vez que se comienza una autoevaluacion. Asi se ha facilitado al
alumnado una herramienta, valida tanto para el aprendizaje como para la autoevaluacion.

.
| Antes de empezar | Contenidos | ___ Ejercicios ___|[EYITVEIMETRGN Para enviar al tutor

=Y

‘ ? | Comprueba lo que sabes

1. Escribe tres nimeros mayores que 0, multiplos de 10

-
4

10={ 20 , 30, 40,.)})

S ® ® N o a0 A 0N
J

-

» Q00000000

Figura 9: La autoevaluacion tras responder a la 1* pregunta

Apartado Para enviar al tutor

En esta pagina, (Figura 10), se encuentran las actividades que el alumno de ensefianza a distancia
debe enviar a su tutor o tutora e-learning. Los profesores de educacion presencial pueden indicar a
sus alumnos que realicen los ejercicios y se lo envien a su cuenta de correo.
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Antes de empezar Contenidos | Ejercicios | Autoevaluacion  [EEENTIE LN Para saber mé

—, Actividades para enviar al tutor Puedes enviar las respuestas por correo electrénico @

o imprimir aqui el cuestionario y contestar en papel

1. Escribe todos los multiplos de 6 comprendidos entre 50 y 2. Escribe todos los divisores de 48.
100

escribelos aqui escribelos aqui

2. Descompon en factores primos los nimeros 96 y 120, luego 4. Tres autobuses de tres lineas distintas salen de una estacion:

calcula el m.c.m y el m.c.d. el primero cada 10 minutos, €l segundo cada 12 minutos vy el
tercero cada 15 minutos. Si a las 7 de la mafiana salieron los
a) m.c.m. (96,120) = tres, éa qué hora volveran a salir a la vez?.
b) m.c.d. (86,120) =
explicacidn alas
Escribe tu nombre y apellidos Introduce el correo electrénico de tu tutor o tutora Enviar Borrar

Figura 10: Ejemplo de las actividades Para enviar al tutor
Apartado Para saber mds
Cada unidad termina con esta seccion de formato mas libre. En ella se presentan pasatiempos,
curiosidades, resimenes de hechos historicos, enlaces a otras webs etc., relacionadas con el tema
tratado en la unidad, tratando de despertar el interés del alumno.

EXPERIENCIAS

En el BLOG del Portal se publican experiencias realizadas y entrevistas a profesores que utilizan las
escenas de Descartes en sus clases, lo cual facilita ejemplos practicos de cémo integrar estos
materiales en el aula. A modo de resumen sefialaremos las siguientes:
e Realizando clases practicas en el aula de informatica con los alumnos.
Haciendo clases practicas en clase, utilizando tablets y los propios moéviles de los alumnos.
Colgando los materiales en Aulas moodle.
Utilizar las escenas en clase con la ayuda de un retroproyector.
Usar el método flipped classroom.
Como sustituto del libro de texto.
Como material de apoyo y refuerzo para el alumno. Estos pueden estudiar y repasar en casa
con los materiales de la web.
e Los alumnos generan videos tutoriales y objetos digitales utilizando las escenas de los libros
electronicos.

CONCLUSIONES

Las escenas son las que marcan la diferencia con el libro tradicional.

En este ultimo los ejemplos, ejercicios o problemas propuestos son siempre los mismos. Es una
informacion estatica.

Los libros electrénicos del Proyecto ED@D incluyen explicaciones tedricas, ejercicios para practicar
y problemas y son dinamicos.

Las escenas interactivas cambian aleatoriamente los datos cada vez que se inicializan, lo que permite
al alumnado ver planteados o resueltos ejercicios y problemas distintos cada vez. Cada escena es en



realidad una bateria infinita de ejemplos o de ejercicios para realizar. Ello permite al alumno ver la
explicacion y repetir el ejercicio tantas veces como necesite.

En el libro tradicional no hay feed back. Simplemente se exponen las ideas, los conceptos o los
ejercicios resueltos. En cambio, las escenas de los libros interactivos permiten mostrar propiedades,
presentar conceptos, explicar paso a paso cémo realizar un ejercicio, practicar esos ejercicios o
problemas y corregir automaticamente la respuesta dada por el alumno, con lo que tiene una
retroalimentacion inmediata. Se consigue, por tanto, una atencidon mas individualizada, un
aprendizaje mas autonomo y un continuo feed back con el estudiante. De esta forma cada alumno
podra elegir qué y cudntas veces practicar segun sus necesidades.

Uno de los problemas de los recursos digitales es que, normalmente, precisan de conexion a internet.
En este proyecto se planted que estos materiales pudieran descargarse y usarse sin necesidad de estar
conectados. Esto es especialmente importante en lugares o momentos donde la conexién sea
problematica. Ademas, se ha conseguido que sean accesibles desde distintos dispositivos (PCs,
smartphones y tablets). Ello facilita el proceso de formacion ya que los materiales son accesibles en
cualquier lugar y momento y con gran variedad de dispositivos.

Por otra parte, para que el manejo de los libros no dificultara el proceso de aprendizaje, se simplificd
su formato. La navegacion y el manejo de escenas (en cada una de ellas se incluyen indicaciones de
lo que hay que hacer) son sencillas. Por ello, la cuestion informatica no supone un handicap.

Los dibujos y representaciones graficas suponen otro aspecto a tener en cuenta. En un libro tradicional
los dibujos que aparecen son limitados en cuando a su nimero y estaticos. El profesor estd casi
obligado a dibujar a mano alzada en la pizarra otros ejemplos que, normalmente, terminan siendo
simples aproximaciones de lo que pretende representar. Eso hace que el alumno deba imaginar como
es la figura y deba “creerse” determinadas propiedades.

Las posibilidades de las escenas en ese sentido son inmensas. Podemos representar formas
geométricas, funciones, puntos, vectores, etc. con rapidez y precision. Ademads, podemos visualizar
conceptos e ideas y comprobar propiedades de forma clara modificando los valores de los parametros
de la escena. El alumno no imagina, el alumno ve y puede comprobar esas propiedades. Ademas eso
le permite investigar, por si mismo, la veracidad de otras propiedades, la influencia de determinados
parametros, etc.

Los libros interactivos de Matematicas del Proyecto EDAD contienen ademas el libro en formato
tradicional (en pdf), que puede descargarse, y unas fichas de trabajo guiadas. Estas permiten que el
alumno, de forma independiente o siguiendo indicaciones del profesor, realice practicas y vaya
escribiendo la resolucion y la solucion de los ejercicios y problemas, con lo cual obtendra un cuaderno
de trabajo. Las fichas de trabajo pueden descargarse y son editables para que cada profesor pueda
adaptarlas a las circunstancias de cada clase. Las podemos encontrar en la secciéon “Antes de
empezar” de cada unidad. Todo ello permite que el alumno pueda utilizar estos materiales en casa
COMO apoyo en sus repasos y retarse a si mismo con otros ejercicios para comprobar si ya domina la
materia. La retroalimentacion automatica, la interactividad, el hecho de que los datos varien
aleatoriamente cada vez que se accede a las escenas, permiten un aprendizaje mas significativo y
adaptado a las necesidades de cada uno. El alumno decide los contenidos y el nimero de veces que
va a practicar o repasar un determinado ejercicio y recibe retroalimentacion cada vez que lo hace.

Otra cuestion a tener en cuenta es la fascinacion que todos los medios audiovisuales provocan en los
alumnos. Ello hace que aumente su atencion si les presentamos los conceptos en este formato.
Ademas, estos libros electronicos permiten integrar perfectamente las nuevas tecnologias y garantizan
trabajar la competencia digital y la competencia aprender a aprender, ademas de los contenidos
curriculares de cada asignatura.



El libro de texto interactivo frente al libro de texto tradicional
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Ana Maria Pérez Cubillo
3.E.S. Lancia, "Fundacioén Instituto Biblico y Oriental (IBO)

Nivel académico: 3° Ensenanza Secundaria Obligatoria

Resumen

Palabras clave: Cultura clasica, Juegos Grecorromanos, Geometria, maqueta.

INTRODUCCION

‘Los sentidos se deleitan con las cosas que tienen las proporciones correctas’ Santo Tomas de
Aquino (1225-1274).

En el marco del XIV Congreso Regional de Matematicas se expone esta comunicacion cuyo objetivo
es incorporar la materia de Matematicas en el desarrollo de la actividad ludico-cultural Los VI Juegos
Grecorromanos y la presentacion de la propia jornada, ademas de destacar el valor y la necesidad de
las humanidades y las tradiciones clasicas en el descubrimiento y desarrollo de las Matematicas.

Este evento descubre a toda la comunidad educativa las tradiciones romana y griega a través de la
recreacion de la celebracion de los Juegos Olimpicos segiin nos han transmitido las fuentes clasicas.
Para ello, en cada curso escolar se elige una tematica en torno a la que gira el acontecimiento. En esta
sexta edicion la protagonista fue Cleopatra y su contexto, su ciudad, Alejandria, la creacion de la
misma por el conquistador griego Alejandro Magno y la eleccion de la comentarista y matematica
Hipatia como representante de los sabios de la época helenistica en Alejandria.

También las Matematicas se adentraron en estas tradiciones fundantes y, con esta clara referencia, se
propuso descubrir diversos contenidos geométricos en el proceso de construccion del templo de
Afaya en Egina, tomando como base una maqueta a escala del templo original y teniendo como punto
de partida la maqueta expuesta en la Gliptoteca de Munich (Alemania).

La intencion era la de concienciar a los alumnos de la necesidad de conocer estas civilizaciones
edificadoras y sus enormes conquistas cientificas en practicamente todos los campos del saber, en
concreto en Matematicas, para entender el desarrollo y evolucion de lo que ellos estudian hoy en dia
en el aula en la mayor parte de sus materias.



Peérez, A. M

.QUE SON LOS JUEGOS GRECORROMANOS?

Los Juegos Grecorromanos es una actividad extraescolar de caracter interdisciplinar de referencia
obligada en el ambito educativo de Guadalajara. Se lleva celebrando siete afios de manera consecutiva
en el LE.S. Brianda de Mendoza y en ella se implica toda la comunidad educativa, ademas de dos
centros de la misma provincia invitados. La actividad es coordinada por la jefa del departamento
didactico de Latin y Griego del centro, D*. Elena Cuadrado, con el fin de involucrar al profesorado
en todas las fases de su preparacion, contando con la motivacion e implicacion de los alumnos del
centro. Para llevar a cabo esta tarea, se elaboran tres cuadernillos dirigidos a los diferentes niveles de
Ensefianza Secundaria y de Bachillerato como propuesta didactica. En concreto, en la celebracion de
los VI Juegos Grecorromanos, se prepararon los siguientes materiales iniciales destinados a 1°y 2°
E.S.O.: jConoces a Cleopatra?; 3° y 4° E.S.O.. ;Conoces Alejandria?; 1° y 2° Bachillerato:
¢ Conoces a Hipatia?

Esta propuesta didactica permite especificar los contenidos por niveles a los que se dedica el evento
y orientar al profesorado en su labor en el aula, tanto como tutor como profesor de la materia
especifica. Cada cuadernillo se estructura en diversos apartados: por un lado, los contenidos a
desarrollar con una parte final dedicada a ;Sabias qué? y por otro lado, diferentes propuestas
metodoldgicas para alcanzar, con éxito, las competencias desde las diversas materias incluidas en el
curriculo oficial, desde webquest pasando por trabajo en grupos con utilizacion de las TIC o distintas
actividades interdisciplinares hasta un plan de lectura. También se recoge en ellos la implantacion de
esta actividad en la Seccion Europea. Por ultimo, quisiera destacar que cada cuadernillo concluye con
una serie de enlaces a paginas web para profundizar en los contenidos desarrollados y facilitar las
actividades de investigacion propuestas.

CELEBRACION DE LOS VI JUEGOS GRECORROMANOS

Los Juegos Grecorromanos se celebran durante una jornada lectiva completa, normalmente el
primer jueves del mes de mayo, estructurandose en torno a dos eventos:

e Jornada: celebracion en el patio del instituto de la dramatizacién de los primeros Juegos
Olimpicos que se desarrollaron en la ciudad griega de Olimpia, segiin nos transmiten las
fuentes y la tradicion grecorromana. La estructuracion de la jornada es el siguiente:

_
Los diferentes grupos se retinen en torno a su i
tutor y su estandarte para comenzar el desfile. &

El desfile se inicia encabezado por el director del centro
organizador, la coordinadora del evento, los profesores
acompafiantes de los centros invitados, en presencia de la
llama olimpica, que porta en la antorcha el alumno ganador
de las pruebas atléticas globales del curso escolar anterior.
Las autoridades ascienden al portico para que todos los
participantes en los Juegos puedan saludarles.

Continua el desfile con los alumnos acompanados de sus profesores. Cada grupo porta su
estandarte asociado a un dios griego o romano. Primero desfilan los dos centros invitados, los
alumnos de intercambio y por ultimo todas las agrupaciones, ordenadas por nivel y grupo, del
centro organizador.

.

Tras saludar a las autoridades, las agrupaciones se retinen frente a las autoridades, para
presenciar el sacrificio y realizar el juramento con el que dan comienzo los Juegos
Grecorromanos.
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Matematicas en los Juegos Grecorromanos: La casa daurea del Dios

La jornada se compone de diversas actividades como se muestra a continuacion:
1) Competiciones deportivas.

2) Cambio monetario, con ayuda de los alumnos y profesores del Ciclo Formativo de Finanzas,
para poder comprar lo que se ofrece en las tabernas en sestercios y denarios.

4) Oraculos y escritura
jeroglifica.

Y para finalizar la jornada se realiza la entrega de premios
de cada prueba deportiva, una manzana a los ganadores de
pruebas parciales y el premio al ganador global, el plato de
ceramica y ser el portador de la llama olimpica en los
siguientes Juegos Grecorromanos.

e Simposio monografico: simultdneo a la jornada se desarrolla el Simposio. Participan
profesores del centro coordinador, de los centros invitados o de otros centros de la provincia
asi como padres de alumnos dedicados a la ensehanza. Se compone de un conjunto de
exposiciones que realizan estos profesores, en las que se elige un tema de investigacion y/o
aplicacion didactica en el aula con formato de comunicacion, siempre desde los contenidos
de la materia que imparte y en base a la tematica propuesta. La exposicion realizada por el
Departamento de Matematicas fue: La casa durea del Dios. '

MATEMATICAS EN LOS VI JUEGOS GRECORROMANOS
Ambitos de aplicacion

Expuesto el evento, veremos como el mundo clasico se adentra en las clases de Matematicas gracias
a la participacion de este departamento en los VI Juegos Grecorromanos. La tematica especifica para
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el nivel de aplicaciones, la recogida en el cuadernillo ;Conoces Alejandria? En funcién de ello, la
investigacion y el trabajo en el aula con los alumnos se dividieron en dos ambitos:
Desde la TUTORIA

Descubrimos al gran conquistador y fundador de Alejandria, Alejandro Magno. Durante tres sesiones
se presento la figura del macedonio a través de sus relaciones personales en las diferentes épocas de
su vida, En su infancia: familia y sus profesores, entre los que destaca Filisco de Egina, en cuya isla
se levanta el templo de Afaya. En su adolescencia: estrecha relacion con su caballo Bucéfalo y su
llegada al poder. Y en su madurez: sus conquistas, desde Grecia, pasando por Egipto, hasta
Mesopotamia, finalizando con su muerte incierta segin las fuentes tras haber conquistado muchas
tierras y formado un gran Imperio. Se trabajé con una presentacion personalizada, sugiriendo como
trabajo final mantener una correspondencia epistolar entre alumnos, asumiendo cada alumno la
personalidad de alguna de las figuras expuestas y en relacion con Alejandro. A continuacion se
muestran algunas de las cartas escritas por los alumnos:

L

Desde la CLASE DE MATEMATICAS

Al constituir el nucleo de la presentacion, dividiremos esta intervencion en diversos apartados, para
analizar partiendo de los contenidos desarrollados, pasando por las metodologias aplicadas hasta la
evaluacion final de la actividad y las conclusiones.

Descripcion de la actividad

La actividad consiste en la construccion de un templo griego a través de una maqueta, analizando en
el proceso diversos contenidos matematicos englobados en lo que podriamos designar como
contenidos geométricos, tomando como referencia el temario de este nivel. La maqueta de este templo
griego esta expuesta en la Gliptoteca de Munich.

Objetivos

e Interdisciplinares: Incorporar a las Matematicas los conocimientos de las Culturas Clésicas,
relacionando ambas materias e intentando analizar el desarrollo de la Geometria en esta
cultura a través de las obras de arte clasicas. Emocionarse ante la belleza de estas obras de
arte y la posible recreacion de las mismas, analizando el desarrollo y aplicacion de la
Geometria. Estudiar diversos aspectos etimologicos insertos en conceptos geométricos.
Apreciar la interacciéon de varias materias: Lengua, Latin y Griego, Filosofia, Historia y
Geografia e Historia del Arte, Plastica y Tecnologia, Musica, Aleman,...

e Matematicos: Apreciar la grandeza de las culturas antiguas por su gran interés por el saber,
que se ve plasmado en las construcciones humanas dando lugar a verdaderas obras de arte.
Aprender a ver relaciones entre diversas partes de la obra y el todo. Interpretar el numero
aureo desde diversos puntos de vista. Distinguir los diversos poligonos, poliedros y sélidos
de revolucion, rectangulos aureos, aprendiendo a construirlos. Entender y realizar desarrollos
planos de diversos solidos. Conocer el Teorema de Pitdgoras a nivel numérico y a nivel
geométrico y ser capaz de calcular longitudes, perimetros, areas y volumenes en poligonos y
solidos. Conocer el Teorema de Thales a nivel numérico y a nivel geométrico para trabajar
con escalas, entender la importancia de las proporciones y simetrias en la belleza propia de
una construccion humana o de una creacion de la naturaleza.



e Personales: (Profesor) Descubrimiento de la presencia de relaciones matematicas en las bellas
construcciones del mundo clasico. Saber trabajar de manera coordinada, aprendiendo de otros
compatfieros en sus campos de especializacion. Reto de trabajar de otra forma en el aula con
los alumnos. (Alumno) Sorprenderse ante lo desconocido. Aprender a investigar y sentir
necesidad de ello.

El templo de Afaya en la isla de Egina

La cultura griega destaca por la sabiduria y belleza que nos ha legado y que apremamos en los dlversos
documentos escritos y construcciones realizadas. Es fuente de divinas proporciones y perfectas
simetrias que dotan a sus obras de arte de una belleza extraordinaria. Tomamos como ejemplo de
estas imponentes creaciones artisticas el templo de Afaya, en lo alto de una colina de la isla griega de
Egina, a 30 km de Atenas, situada en el Golfo Sardnico. Entre sus habitantes destaca el egineta Filisco
de Egina, profesor de Alejandro Magno y nexo de unién de las dos intervenciones en el aula.

El templo de Afaya es uno de los tres templos del tridngulo sagrado junto al Partenon y al Templo de
Poseidon. Data del final del S. VI o principio del S. V a.C. y esta dedicado a una diosa local, Afaya,
asociada a la Atenea griega. Este santuario es de estilo ddrico, estd rodeado de un muro peribolo
(cercado de vifias y arboles). Reposa sobre un esteredbato de tres escalones. Es periptero y hexastilo
dérico con todas las columnas exteriores monobloques.

El sekos (interior del templo) esta dividido en tres, un pronaos, un naos
o cella (“vivienda de los dioses’, el espacio mas sagrado, con la estatua
de la diosa) y un opistodomo (espacio posterior al naos que contiene las
mesas de mamposteria y los tesoros dados al dios como ofrendas).

Pero lo mas destacado de este templo de Afaya son sus frontones, que se encuentran reconstruidos,
como comentamos anteriormente, en la Gliptoteca de Munich, Alemania.

Ambos frontones representan a los dioses en un combate de las Guerras de Troya, presenciando cada
combate Atenea (Atenea-Afaya, nombre que recibe el templo), que se encuentra situada en el centro
de los frontones.
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Fronton este: combate asedio de Heracles contra Laomedonte. Fronton oeste: combate durante el asedio por Agamenon.

La maqueta del templo de Afaya

La maqueta esta formada por seis pliegos: Pliego 1 (P1, representa la planta del templo), Pliego 2
(P2, representa la cella), Pliego 3 (P3, representa el frente y el pasillo posterior), Pliego 4 (P4,
representa los pilares del tratamiento), Pliego 5 (P5, representa el techo, la rampa y las esculturas de
ambos frontones), Pliego 6 (P6, representa la base de paso y la base del templo).

Matematicas en la casa del Dios

El templo griego, vaog, era una estructura construida para albergar la imagen de culto, es decir,
constituia la casa del dios, situada en la cella o naos que albergaba la estatua del dios.

A partir de este templo y analizando la maqueta expuesta anteriormente, nos podemos fijar en
diversos aspectos matematicos que surgen en el andlisis de esta construccion y en otras similares a
esta como es el propio Partenon ateniense.

e Orientacién del templo




La mayoria de los templos griegos se encontraban orientados astrondmicamente, de este-oeste con la
entrada en el este (simbologia con respecto al lugar por donde sale del sol), como es el caso del templo
de Afaya en Egina. En contraposicion a la orientacion norte-sur de los templos romanos.

e Simetrias, escalas y proporciones: la divina proporcion y el nimero dureo

Al pensar en Grecia, y en concreto en un templo griego, aparece en nuestra mente la colina de la
Acropolis coronada por el Partendn, también de estilo dérico y muy similar al de Egina. En ambos
podemos observar su armonia constructiva y su monumentalidad belleza debida a la presencia de la
divina proporcion.

En la portada del templo podemos deslumbrarnos con los rectangulos dureos
que la contienen y su espiral 4urea, cual nautilus.

El numero aureo, ¢, un numero con nombre propio que se le debe al afamado constructor griego

Fidias, se hace presente entre plantas, animales y creaciones humanas. Se puede tratar desde la

o , . 145 . .
aritmética como nimero irracional, ¢ = S = 1,6180339887 ..., como una proporcion unido a su

definicion algebraica, que lo define como la particion de un segmento de longitud x en media y

extrema razon: | 1 | x-1 | X 1
I 1 1 - =

X 1 x-1
El total es a la parte mayor como la parte mayor es a la parte menor, es decir, x> —x — 1 = 0.

En torno a la divina proporcion podemos crear rectangulos aureos, simplemente haciendo que la
proporcion entre sus lados sea igual al numero ¢. Y por tanto analizar las diversas construcciones que
surgen de la observacion de la fachada del templo de Afaya o del Partenon: (1) Construccion de un
rectangulo 4ureo a partir de un cuadrado, (2) construccion de rectangulos dureos semejantes a uno
dado y (3) construccion de una espiral durea.

A modo de ejemplo, proporciones que producen armonia y belleza en el templo de Afaya son: la
altura de las columnas que duplica la medida del intercolumnio y triplica la del entablamiento, la
anchura del templo triplica a la altura del estilobato y puede dividirse en cinco partes iguales, dos
corresponden a la peristasis y tres a la cella y por tltimo la cella cuadruplica la anchura de las naves
laterales. Ademas encontramos continuas simetrias o analogias, por ejemplo, el pliego 1 de la
magqueta, donde podemos trazar un eje de simetria dejando tres columnas de la fachada a cada lado
del mismo y dividir en dos partes totalmente idénticas el templo.

Todas estas mediciones se pueden realizar directamente sobre los pliegos de la maqueta o sobre las
dimensiones reales del templo, aplicando una escala. En este caso, la escala aproximada apropiada
seria: 1 cm de la maqueta equivaldria a 1,05 metros en la realidad.

e Poligonos: longitudes vy areas

En un templo griego observamos continuas longitudes que medir y poligonos que interpretar,
analizando etimologicamente sus nombres. En la maqueta, con el Teorema de Pitdgoras, podremos
trabajar los siguientes items:

(1) Observar diferentes poligonos: rectangulos (planta, columnatas, interior: cella, pronaos y
opistodomo), cuadrados (rampa), tridngulos (techo y frontones), trapecios (solapas para pegar).

(2) Introducir la etimologia de los nombres de los poligonos: Poligono deriva del término griego
polygonos, formado por poly ‘muchos’ y gonia ‘4ngulo’. Y como aplicacion, la clasificacion de
los poligonos segun su numero de lados.

Derivados de la lengua griega:



Matematicas (del griego mathe-matikos, ‘estudioso’, derivado de mdthema, conocimiento, a su vez
derivado de manthdno-, «yo aprendo»), siendo Pitagoras el primero que empled este término.
Geometria (del griego gé, tierra y métron, medida). Etimologicamente significa ‘medida de la tierra’.
El término latino es agrimensura, «medida de la tierra». Simetria (del griego syn, con y métron,
medida). Hipotenusa (del griego, es el participio de hypotéino-, «tender por debajo», extender,
estirar). ‘Lado opuesto al angulo recto de un tridngulo rectangulo’. Tetraedro (del griego tetra,
abreviatura de téttares, cuatro y hédra, cara). ‘Poliedro de cuatro caras’. Trapecio (del griego
trapézion, diminutivo de trdpeza, mesa). ‘Cuadrilatero irregular con solo dos lados paralelos’. Penta-
(del griego pénte, cinco). Aplicado a pentdgono ‘poligono de cinco angulos (lados)’. Hexa- (del
griego héx, seis). Aplicado a hexadgono ‘poligono de seis angulos (lados)’ o al *hexaedro ‘poliedro
de seis caras’. Hepta- (del griego hepta, siete). Aplicado al heptdgono ‘poligono de siete angulos
(lados)’ o al heptaedro ‘poliedro de siete caras’. Eneagono (del griego ennéa, nueve y gonia, angulo).
‘Poligono de nueve angulos (lados)’. Decagono (del griego déka, diez y gonia, éngulo). ‘Poligono de
diez angulos (lados)’. *Decaedro (del griego déka, diez y hédra, cara, plano). ‘Poliedro de diez
caras’. Endecagono (del griego héndeka, once y gonia, angulo). ‘Poligono de once dngulos (lados)’.
Dodeca- (del griego dodeka, prefijo que indica doce). Aplicado al dodecgono, ‘poligono de doce
lados’ o al dodecaedro ‘poliedro de doce caras’. Paralelogramo (del griego para, «junto a», allélous,
«los unos a los otros» y grammeé- , linea). *Paralepipedo (del griego para, «junto a», allélous, «los
unos a los otros» y epipedon, plano). Diagonal (del griego did, «a través de», separacion y gonia,
angulo). ‘Lineas que dividen los 4ngulos’.

Derivados de la lengua latina:

Angulo (del latin angiilus, dngulo, rincén). Aplicada a triangulo ‘poligono de tres dngulos (lados)’.
Equilatero (del latin aequalis, igual y latus, lado). Aplicado al tridngulo equilatero ‘tridngulo con
sus tres angulos (lados) iguales’. Cuadrado (del latin quadrum, cuadrado, afin a quattuor, cuatro).
Aplicado a cuadrilatero ‘poligono de cuatro angulos (lados)’. Rectangulo (del latin rectus, recto y
anglilus, dngulo, rincon). Vértice (del latin vertex, «polo en torno al cual gira el cielo», cumbre;
derivado de vértére, girar, «dar vueltay, «hacer girar»).

(3) Unidades de medida y medidas:

Metro (del griego métron, medida). ‘Unidad de medida fundamental para la magnitud distancia o
longitud’. Perimetro (del griego peri, alrededor y métron, medida). ‘Suma de los lados de un
poligono’.

(4) Podemos calcular diversas longitudes y areas en estos poligonos: longitud de los lados, de las
diagonales, de la altura, perimetros... Con las medidas en los propios pliegos de la maqueta.

e Soélidos: poliedros y cuerpos de revolucién

(1) Tipos de solidos en tres dimensiones: Poliedros y sélidos de revolucion

(2) Desarrollos planos: Ejemplos con la maqueta: Tejado: vemos un solido formado por diversos
tridngulos; Columnas: generatriz (eje de revolucion) que gira en un circulo para formar un
cilindro; Templo: paralelepipedo en su conjunto.

(3) Calculo de areas y volimenes: aplicando de nuevo el Teorema de Pitagoras. (Ejemplos:
paralelepipedo que forma la propia estructura o los cilindros idealizados que son las
columnas).

(4) Comprobacion del Teorema de Euler sobre poliedros construidos en la maqueta.

e Construccion de la casa durea del Dios

La construccién del templo utilizando la maqueta en un entorno matematico seria el objetivo material
y final del proyecto, adquiriendo en el proceso las competencias y contenidos incluidos en esta parte



de Geometria. Para ello, los alumnos estaran organizados en grupos interactivos-cooperativos de
cinco alumnos. Para llevar a cabo la construccion, simplemente tendran que seguir una serie de
instrucciones sencillas asociadas a cada uno de los pliegos que la forman y ejecutar los pasos en orden
correcto y adecuadamente. Para facilitar el trabajo, se proyectardn, indicando los materiales
necesarios como cortar y doblar y el orden en el que trabajar.

e Trabajo de los alumnos: investigacion y exposicioén

Finaliza la actividad con un trabajo de investigacion por grupos. Cada grupo tendra su tema elegido
al azar. Acabada la investigacion, se reflejardn en una exposicion de entre 7 -10 minutos, en la que
se podran utilizar los materiales.

Metodologia: [Admite diversas variantes]

Organizacion en torno a grupos interactivos-cooperativos formados por cinco alumnos. Desarrollo de
contenidos en torno a la maqueta, considerada como elemento vehicular. Su construccion fue el
objetivo final de cada agrupacién, ya que la taberna de 3° ESO B + C expondria los templos
construidos en la Jornada de los VI Juegos Grecorromanos.

e Materiales: Maqueta con sus correspondientes medidas; Ficha de refuerzo (resumen tedrico y
ejercicios 2D y 3D con soluciones); Roles en etiquetas: semanales (Ver Anexo 3); Fichas de
autoevaluacion y coevaluacion: semanales. (Ver Anexo 2); Fichas de evaluacion para el
profesor: semanales (Ver Anexo 1)

e Sesiones: Inicio del tercer trimestre. El numero total de sesiones dedicadas al desarrollo de
esta actividad han sido veinte, anadiendo una sesion 0 para explicar el trabajo a realizar y la
metodologia y evaluacion que se van a aplicar:

Marzo Abril Mayo
2 sesiones: 29 y 31 | 11 sesiones: 3, 4, 5, 7, 18, 19, | 7 sesiones: 2, 3,5,8,9, 10y 16
21,24,25,26y 28 Ademads de la Jornada (dia 4)

Teniendo en cuenta esta estructuracion temporal, los contenidos se desarrollaron de la siguiente
manera: Sesion 0: formacion de grupos, explicacion del trabajo y contextualizacion, Sesién 1:
Descubrimiento del nimero 4ureo, ¢, Sesidon 2: Determinar proporciones y simetrias en los pliegos,
Sesion 3: Descubrir el Teorema de Thales, Sesiones 4 a 7: Se descubren los poligonos, Sesiones 8 a
12: Se descubren los poliedros y los sdlidos de revolucion, Sesiones 13 a 15: Dedicadas a la
construccion de la maqueta, Sesiones 16 y 17: Investigacion, Sesiones 18 y 19: Exposiciones y
debates y Sesiéon 20: Evaluacion de la actividad y conclusiones.

Hemos obtenido tres productos finales en los cuales podemos basar nuestra evaluacion, ademas del
seguimiento diario: Construccion de la maqueta, trabajo de investigacion, exposicion y conclusiones
y realizacion y correccion de la hoja de refuerzo.

CONCLUSIONES

El objetivo fundamental del trabajo se llevé a término con gran éxito: los alumnos se introdujeron en
la Antigiiedad Clasica a través de las Matemadticas y se concienciaron de la necesidad de conocer
estas civilizaciones fundantes y sus enormes conquistas cientificas en practicamente todos los campos
del saber, para entender el desarrollo y evolucion de lo que ellos estudian hoy en dia en el aula en la
mayor parte de sus materias. Cada grupo erigi6 su templo, realiz6 las actividades propuestas en torno
a ¢l y la maqueta construida form¢ parte de la taberna de 3 ESO B + C en la jornada de celebracion
de los VI Juegos Grecorromanos.

Este tipo de actividades demuestran a las claras que las dicotomias epistemologicas
tradicionales en los planes de estudio son poco operativas y que es una prioridad promover y difundir
este tipo de espacios comunes en los que se observa que los clésicos tienen una aplicacién y un



alcance mucho mayor que el que tradicionalmente se les ha concedido en las disciplinas cientificas y
que, de forma complementaria, un enfoque historicista de nuestras materias se convierte en esencial
para dotar de comprension organica a nuestros contenidos mas nucleares, ademas de que la aplicacion
e innovacion didéctica, con la adicion de estos elementos, resulta muy beneficiada.

REFERENCIAS BLIOGRAFICAS:

e Libros de referencia:
BOYER, C. B., (1992): Historia de la Matemdtica. Alianza.
ELVIRA, M. A. (2013): Manual de arte griego. Silex ediciones, Madrid.
CLAUDI, A. (2010): La secta de los ntimeros: el teorema de Pitagoras. El mundo es matematico.
CORBALAN, F. (2010): La proporcion durea. El mundo es matematico.
e Articulos de referencia:

FERNANDEZ, 1. M. (2012), El templo de Afaia en la isla de Egina, Publicacion digital de Historia y Ciencias
Sociales, Revistas clasesdehistoria, n® 284.

PETRI, P. (), El templo de Afaia en la isla de Egina.
SERRANO, E. (2000), Etimologia de algunos términos matematicos. Revista Suma, n°® 35

e Maqueta del Templo de Afaya, Gliptoteca de Munich, Alemania

APLICACION EN EL AULA: CLASE DE 3° ESO B + C (8 ALUMNOS): EXPOSICION
FOTOGRAFICA




Peérez, A.

ANEXOS
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Anexo 2: Parte de la hoja de refuerzo [pequena muestra, una parte tedrica y una parte practica]
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Anexo 3: Encuesta valoracion actividad

1. Objetivos del trabajo:
a) Antes de empezar a trabajar, tengo claro cudl es el objetivo final de cada tarea

o [O1 ]2 ] 3 ] 4
b) Me siento parte del grupo y creo que trabajando en grupo se consiguen mejores resultados:

Jo 1 2 L] 3 L] 4

2. Relacidn con los compaiieros del grupo:

a) Me encargo de repartir de forma equilibrada el trabajo entre los miembros del grupo:
(o [1 (12 13 [1a
Desarrollo mi trabajo a tiempo, para no interrumpir el de los demds miembros del grupo:

o 1 2 []3 []a

3. Responsabilidad y trabajo:

b

~—

a) Realizo lo mejor posible la parte del trabajo que se me ha asignado:
(o [1 (12 13 [1a

b) Cuando no entiendo algln concepto, intento recopilar informacion (libro de texto, profesor,

compafieros,...):
1o 112 12 (13 14
c) He aprovechado de la mejor manera posible el tiempo disponible para realizar las tareas:

(o [J1 ]2 []3 14

4. Comunicacion y participacion:

a) Escucho con atencidn la opinidn y las aportaciones de todos los miembros del grupo:
o [O1 (12 13 14
b) Realizo aportaciones y doy mi opinidn a los demas miembros del grupo:

Lo []1 []2 (! []a

5. Satisfaccion:

a) He realizado todo lo planificado, con una presentacién adecuada:
o [O1 (12 13 14

El resultado final satisface las expectativas iniciales:

(o [J1 ]2 []3 14

b

~




Sugerencias y observaciones para mejorar: Anexo 4: Hoja de evaluacion (profesor)
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Anexo 5: Hoja evaluacion (alumno)
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Miaximo Goémez Florez?
aColegio Maestro Avila
Nivel académico: ESO

Resumen

Palabras clave: Metodologia, Matemdaticas, Secundaria, Bachillerato, recursos didacticos

Desarrollo

Con la aparicion de las nuevas tecnologias, la sociedad y nuestra forma de comunicarnos han
cambiado. Internet, redes sociales, correo electronico, whatsApp,... son un ejemplo muy claro de este
cambio. Nuestros modelos de consumo, produccion y/o diversion también estan evolucionando. Son
pocas las personas que no usen las nuevas tecnologias para comprar algiin producto, para reservar las
vacaciones, hacer una transferencia, tratar con la administracién o simplemente ver un programa de
TV o serie. Las tecnologias de la comunicacion se han introducido en todos los niveles de la sociedad,
incluida la educacién. Basta con pensar en herramientas como moodle, geogebra, word, excel,
powerpoint,... Nuestros alumnos utilizan de forma habitual alguna de estas tecnologias: whatsApp,
youtube, instagran en su movil o tablet, y son parte de su vida cotidiana. Si queremos que se
interesen por las Matematicas, la Tecnologia, la Fisica y Quimica, el Inglés, etc., debemos enganchar
con su realidad, con sus necesidades, utilizando su mismo lenguaje y, en la medida de lo posible,
utilizando estas mismas herramientas.

Por tanto, debemos reflexionar sobre la forma en la que trasmitimos los conocimientos a nuestros
alumnos. El método clasico: exposicion de contenidos, ejercicios y evaluacion es procedimiento muy
cémodo para nosotros, pero no siempre consigue que nuestros alumnos desarrollen su creatividad, su
imaginacion, su reflexion,..., y generalmente son los alumnos mas desfavorecidos los que primero se
descuelgan en este tipo de metodologias. Basicamente le decimos al alumno como se deben hacer las
cosas y ¢él, simplemente, se las aprende y/o las reproduce sin pensar, sin relacionarlo con otros
contenidos, sin interiorizarlo, no ve su utilidad practica ni su importancia.

Desde hace afios los profesores de Matematicas afiadimos a nuestras clases ejercicios y actividades
que permitan hacer mas atractiva la asignatura: juegos matematicos, sudokus, gamificacion,
matemagia,... Sin duda, estos ejercicios hacen mas agradable la asignatura, mejoran la comprension
y la inteligencia del alumno, pero, si somos sinceros, no son cambios reales y profundos en nuestra
forma de impartir la asignatura. Debemos ser mas ambiciosos y no quedarnos en la superficie.
"Impresora 3D como recurso para las Matematicas" NO es un ejemplo mas en esta direccion, es una
experiencia distinta realizada en un colegio inclusivo de la ciudad de Salamanca, que pretende que
los alumnos hagan cosas ttiles, que permitan desarrollar su creatividad y su imaginacion. En ese



proceso de busqueda y creaciéon van a necesitar, sin duda alguna, los conocimientos de Lengua,
Pléstica, Tecnologia, Fisica y Quimica y sobre todo de Matematicas. Quizas, la frase "Impresora 3D
como recurso para aprender Matematicas", refleje mejor esta experiencia educativa que llevamos a
cabo en el colegio Maestro Avila en la asignatura de Conocimiento de las Matematicas de 2° ESO
del curso 2017-18. Todavia recuerdo la frustracion y el bajon de moral del primer dia de clase de
ese curso: alumnos con dificultades, "tripitidores", Sindrome de Down, de etnia gitana, en exclusion
social, extranjeros,.... ;Como voy a conseguir que esto funcione, como voy a hacer para que aprendan
Matematicas? Es imposible sin volverme loco y estar todo el dia dando voces y estresado. Es verdad
que contaba con algunos ases en la manga, vocacion, mucha experiencia y una profesora de apoyo.
Recordé las palabras: ";profe!, por qué tengo que estudiar Matematicas si no las entiendo y no me
gustan. Es como si a alguien que no le gusta el arroz le dicen que tiene que comerlo para que le
guste". Esta fue la reflexiéon de un alumno cuando yo le trataba de hacerle comprender que la
asignatura de Conocimiento de Matematicas estaba disefiada para que los alumnos que tenian
dificultades con las Matematicas mejoraran. Comprendi entonces que tenia que hacer algo distinto si
queria resultados distintos, y entonces se me ocurri6 lo siguiente, en lugar de pedirles que comieran
arroz, por qué no intentar hacer una paella, una chanfaina o un arroz a la zamorana, y..., pensandolo
mejor, por qué quedarse solo con el arroz y no usar lentejas, garbanzos, patatas,... que hagan un
masterchef.

Y asi en la segunda evaluacion dejé la tiza y el borrador y les propuse la siguiente actividad:

Tenéis un ordenador, una conexion a Internet, una impresora 3D y un trimestre para construir uno
o varios objetos que resuelvan algun problema real o/y que se pueda comercializar, por ejemplo: un
silbato para el profesor de Educacion Fisica, reponer las piezas de los tableros de ajedrez de 2° ESO,
un llavero o un colgante para el dia de los enamorados. Al principio podéis organizaros en grupos
de 2 o 3 personas pero al final cada uno tiene que explicarme y desarrollar su propia solucion para
poder aprobar la asignatura.

Y los alumnos me preguntaban: [AH! y... ;jpodemos hacer una carcasa para el movil?,... juna
pulsera?,...;un gormity?, ... ;Homer Simpson?,...;un miniyo? Yo les contesté. eso no resuelve ningun
problema, pero si, después de pagar los gastos de material, lo vendéis a un precio justo, entonces, si
podéis construirlo.

La segunda evaluacion fue muy distinta, algunos alumnos siguieron sin trabajar, pero la mayoria se
implico en su proyecto, y frases como: jprofe!,;como puedo hacerlo el doble de grande,;AH! esto es
Pitagoras, por qué sale este resultado, qué significa sistema de coordenadas, .... Y ellos mismos iban
respondiendo. asi, ... tienes que pinchar aqui, ... asi es mas rapido,... utiliza la escala y los giros, ...
qué chulo, ... ,y lo que en la primera evaluacion fue una tortura se convirtié en una de mis clases mas
atractivas y gratificantes. No s6lo trabajaron y aprendieron Matematicas, también Inglés, Tecnologia,
Pléstica, Fisica, Iniciativa Emprendedora...., y, lo mas importante, su actitud en la asignatura e interés
para aprender cambio 180°.
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LAS MATEMATICAS A TRAVES DE ALICIA
M? José Calles Riesco?

A[ES Maria de Molina (Zamora)

Resumen

En general, mucha gente entiende que las Matemdticas es un concepto limitado, como si fuera un
conjunto de simples operaciones y que los profesores de Matemdaticas existimos para complicar la
vida a nuestros alumnos con estas operaciones.

Las Matematicas que aparecen reflejas en el libro de Alicia en el Pais de las Maravillas, es un mundo
aparentemente alejado de la realidad, dejado al azar y lleno de absurdos e inconsistentes formas
matematicas.

A inicios de la década de 1865 varios matematicos propusieron nuevas leyes algebraicas, hasta ese
momento los numeros negativos e imaginarios se mantenian como un problema que muchos
matemdticos ignoraban.

Las Matematicas de Alicia en el Pais de las Maravillas, tienen unas Matematicas sin sentido, sin
estructura y muy distintas a las nuestras. Hay problemas numéricos, espaciales y de movimiento o
crecimiento.

Alicia en el Pais de las Maravillas no es un libro de paradojas logicas para que lo descifren los
matematicos, solo es un cuento para ninios. Un torrente de imaginacion sin coherencia logica y por
supuesto un reto para los matemdticos.

Todo el ingenio de Carroll lo centra en el mundo de los suerios en donde todo es posible, surrealista,
en el que se confunden la realidad y la fantasia.

Este es un cuento lleno de juegos de palabras y adivinanzas que se pueden llevar al aula para que
los alumnos disfruten de la creatividad con la se relata el cuento.

Para el desarrollo de este trabajo los alumnos tienen que leer el libro de Alicia en el Pais de las
Maravillas.

Palabras clave: Creatividad; imaginacion; juegos.

DESARROLLO:
1. PERSONAJES PRINCIPALES

Tenemos:
e Un congjo obsesionado con el paso del tiempo.
Un sombrerero obsesionado con las paradojas.
Un grifo mistico que revela que todo es ilusion.
Una oruga azul sentada de forma filosofica encima de un hongo alucinatorio.
Una tortuga falsa que en otro tiempo fue una tortuga de verdad.
Un gato que se hace invisible y que no puede decir adonde ir pero si como llegar.
Unos monarcas que estan continuamente ordenando al verdugo que corte cabezas.

2. LA MERIENDA LOCA.

e Sien un pozo de agua se puede sacar agua, ;/por qué en un pozo de melaza no se puede sacar
melaza?
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e Sureloj que no funciona marca los dias pero no las horas. Alicia piensa que es mejor un reloj
parado, ya que marca correcta la hora dos veces al dia, que el que va 1 minuto retrasado.

e La liebre de marzo plantea un acertijo: ;Cuantas tartas me puedo comer con la barriga vacia?
Alicia contesto que todas las que quisiera, a lo que la liebre contesta que (NO, SOLO UNA!
Porque cuando me vaya a comer la segunda ya no tendré la barriga vacia.

e - Querida jno querras un poco mas de té?- la insto la Liebre de Marzo
- Sitodavia no he tomado nada-exclamé Alicia en tono ofendido - No puedo tomar mas.

- Querras decir que no puedes tomar “menos”- le corrigié el sombrerero - Es dificil tomar
menos que nada..., jpero es tan facil tomar mas!

e - Entonces debes decir lo que piensas- sigui6 la Liebre de Marzo.

- Ya lo hago- se apresurd a responder Alicia —o, al menos, al menos pienso lo que
digo....Viene a ser lo mismo.

- (Lo mismo? jDe ninguna manera- dijo el sombrerero - jEn tal caso seria lo mismo decir
“veo lo que como” que “como lo que veo”.

3. EL GATO CHESHIRE

e Cuando el verdugo real recibe la orden de decapitar al gato, al ver que el animal tiene su cuerpo
invisible salvo la cabeza, alega que no puede cumplir su trabajo ya que “es tan imposible cortar
su cabeza sin cuerpo como decapitar un cuerpo sin cabeza”

4. LA FALSA TORTUGA

e [ a falsa tortuga le cuenta a Alicia que su primer dia de clases estudiaba 10 horas, el segundo 9
y asi sucesivamente, a lo que ella responde que el undécimo dia seria de fiesta ya que diez horas
menos diez dias equivale a cero, y Alicia quiere saber qué es lo pasa después del cero, pregunta
que la Falsa Tortuga esquiva cambiando de tema radicalmente.

5. LA REINA ROJA

e -En mi pais - dijo Alicia que todavia jadeaba un poco al hablar - cuando se corre
durante algun tiempo en una determinada direccion, se suele llegar a alguna parte.

-Tu pais debe de ser algo lento - comento la Reina -. Aqui tienes que correr a toda
velocidad para poder permanecer en el mismo lugar y, si quieres desplazarte a otro...,
jentonces debes correr el doble de deprisa!

6. LA OBSESIVA IDEA DE CARROLL POR EL NUMERO 42.

Si hay un colectivo que ha elevado el nimero 42 a la categoria de niumero de culto, ese es el de
los programadores. 42 es 101010 en binario y el caracter naimero 42 en ASCII es el asterisco, que se
considera un comodin.

Existe un concepto hipotético de medio de transporte llamado tren gravitacional. En esencia, es
un tren que atraviesa un planeta de un extremo a otro pasando por su nucleo. La duracion del viaje
depende de la densidad y la gravedad del planeta en cuestion. En el caso de la Tierra, los calculos
indican que ese viaje se haria en 42 minutos.

Alicia en el Pais de las Maravillas tiene 42 ilustraciones.
Y en la escena de la Corte, el rey lee la regla 42.
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Cuando Alicia cae en hoyo del conejo, realiza una serie de calculos en voz alta, que implican
la base numérica 42.

En La caza de la serpiente, que comenzo a escribir a los 42 afios, en el prefacio menciona otra
regla 42.

Y cuando el panadero pierde su equipaje, son 42 cajas.

En el poema Fantasmagoria habla de cazar a un hombre de 42 afios.

7. JUEGOS Y PROBLEMAS

Wasit a cat I saw?

Uno de los problemas mas conocidos. Cuando Alicia vio por primera vez al gato Cheshire (que
desaparecia en el aire dejando tan solo su sonrisa), queria saber qué animal era. Le realizé la pregunta
escribiéndola: “;Era un gato lo que vi?” (Wasit a cat [ saw?). En el Pais de las Maravillas podian
leerse las palabras en cualquier direccion: de abajo arriba, de derecha a izquierda... ;De cudntas
formas se puede leer la pregunta? jTe reto a averiguarlo!

A ice, lr\Won\derlagd
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El concepto del limite

También en el capitulo 2 se pude ver otra referencia matematica, el concepto del limite.

Cuando Alicia empieza a encoger cada vez mas y mas, teme desaparecer como una vela. Eso es
imposible. Podemos acercarnos a 0 dividiendo una cantidad, pero nunca llegaremos a esa cifra por
muchas veces que la dividamos (o encojamos como lo hacia Alicia).

+ 1/1=1

*2=10.5

* /4= 0.25

+ 1/1000= 0.001

+ 1/10000000000=0.0000000001

Y asi sucesivamente, sin llegar jamas a 0, pero si cada vez mas proximos.
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Calculos extranos
En el capitulo 2, Alicia dice:

Veamos, cuatro por cinco son doce, cuatro por seis son trece y cuatro por siete... jAy, Dios mio! jAsi
no llegaré nunca a veinte!

Enseguida vemos que no tiene sentido (;4x5=12...7). No lo tiene si aplicamos el sistema decimal,
pero estas multiplicaciones estan realizadas en base 18 (4x5=12) y base 21 (4x6=13). Seguiria con
4x7=14 (base 24). Por eso piensa Alicia que nunca llegard a 20.

Paradoja del tiempo

Si a una persona le dieran un reloj parado y otro que se atrasa un minuto al dia, ; CUAL ELIGIRIAS?
- PARADO: marca bien dos horas al dia.
- ESTROPEADO: necesitaria esperar 12 horas =720 minutos para marcar bien un momento.

Consejos de la oruga

“La paloma afirma que las nifias pequefias son un cierto tipo de serpientes, ya que las dos comen
huevo”.

CAMBIO DE VARIABLE

x* + 5x% +6 =0

hacemos un cambio de variable
y= x?

y?+5y+6=0

Alicia toma como iguales las ocasiones

“digo lo que pienso y pienso lo que digo, a lo que responde el Sombrerero, eso seria lo mismo que
decir, veo cuanto como y como lo que veo”.

ES UNA FUNCION INVERSA
y=2.Xx
x=2.y
x/2=y
yl=x/2

En tu jardin, hay nueve rosas plantadas en un circulo perfecto. Pero ya te cansaste de ver lo
mismo todo el tiempo. Tienes tres opciones para cambiarlas, pero cada una tiene sus reglas:

1. Planta las 9 rosas de manera que crees 8 filas con 3 rosas en cada fila.

2. Planta las 9 rosas de manera que crees 9 filas con 3 rosas en cada fila.
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3. Planta las 9 rosas de manera que crees 10 filas con 3 rosas en cada fila.

© 2009 ThinkFun Inc.

Las frases del sombrerero

Detras de esa aparente locura, se encontraba alguien extremadamente sabio, dispuesto a compartir su
sabiduria con todos aquellos que se sentaran con ¢l a su eterna fiesta del té de “no-cumpleafios”.

De entre las frases de Alicia en el Pais de las Maravillas, las frases del Sombrerero Loco resultan ser
las mas significativas. Las reflexiones que esconden detras ponen de relieve la necesidad de conectar
con uno mismo, sin vivir pendiente del qué diran. Por el contrario, el Sombrerero Loco defiende que
solo siguiendo lo que nos dicte nuestro corazon, nuestra “muchosidad” y nuestra esencia, podremos
liberarnos y llegar a sentir la magia. Una magia a la que suplicamos que surta efecto cuando
necesitamos salir de un apuro, pero en la que perdemos la fe demasiado a menudo, de igual modo que
hacemos con la locura...

Y por ultimo, para terminar con esta historia, se pide a los alumnos que interpreten las frases mas
famosas del sombrerero

1. Si la locura es felicidad, ;me declaro loco!

2. (Sabes cual es el problema de este mundo? Todos quieren una solucion magica a los
problemas, pero todos rehusan creer en la magia.

3. No estoy loco, solo que mi realidad es diferente a la tuya.
4. A veces, para siempre es s0lo un segundo.

5. Nunca pierdas tu muchosidad.
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6. Alicia: Esto es imposible. Sombrerero loco: Solo si tu crees que lo es.

7. Si conocieras el tiempo tan bien como yo, no hablarias de perderlo.

8. En un mundo de locos, tener sentido no tiene sentido.

9. Alicia: Pero un sueiio no es la realidad. Sombrerero: Y, ;quién te dice cual es cual?

Mi idea es que los alumnos puedan disfrutar, participar, creary sobre todo disfrutar de una historia

en clase de Matemadticas.
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Resumen

Palabras clave: Teoria de grafos, divulgacion matematica, Educacion Primaria y Secundaria.

INTRODUCCION

Podemos afirmar que la Teoria de Grafos nace en 1736 cuando Leonhard Euler resuelve el problema
de los puentes de Konigsberg, cuyo enunciado es el siguiente “El rio Pregel divide la ciudad de
Konigsberg en cuatro zonas distintas unidas entre si mediante siete puentes. ;Es posible encontrar
un camino que recorra los siete puentes de manera que pase una unica vez por cada uno de ellos y
se regrese al punto de inicio?” (Euler, 1736). Euler prob6 que no existia tal recorrido y su
demostracion se baso en la interpretacion abstracta del mapa como una serie de puntos o nodos (cada
uno de los cuales representaba una de las cuatro regiones en que quedaba dividida Konigsberg) y de
aristas que los unian (que representaban los 7 puentes entre ellas). Esta idealizacion de la situacion
dio lugar al concepto matematico de grafo (conjunto de puntos, nodos o vértices y de aristas que unen
algunos de ellos). Posteriormente este concepto fue formalizado de manera algebraica y toda una
teoria matematica se desarroll6 en torno a él.

La Teoria de Grafos posee varias caracteristicas que la hacen Unica:

(1) Por una parte se trata de una teoria de gran profundidad matematica y multiples implicaciones en
otras disciplinas de naturaleza, no s6lo eminentemente tedérica como la Geometria Algebraica, sino
también “ladica” como las recreaciones matematicas (Wate-Mizuno, 2014).

(2) Los principales conceptos y los resultados mas importantes son faciles de comprender por los no
especialistas. Es mas, dado que se pueden visualizar graficamente de manera sencilla, el publico
potencial que puede seguir esta teoria es muy amplio, no circunscribiéndose Unicamente al ambito
universitario (Pepper, 2007).

(3) El espectro de aplicacion de esta teoria es enorme: la Fisica, la Quimica, las Ciencias de la
Computacion, la Biologia, etc. Ademas, a partir de ella se han construido nuevas e interesantes
disciplinas cientificas como el Analisis de Redes Complejas, tan de moda en la actualidad por su
utilidad en el entendimiento de infinidad de situaciones y fenémenos sociales.

Estos aspectos hacen de ella un candidato ideal para erigirse en una disciplina sobre la que pivote una
estrategia completa de divulgacion y ensefianza de las Matematicas en los diferentes niveles
educativos (Grima, 2018).



Este trabajo se centra en el aspecto divulgativo de la misma. Asi se propone, se describe y se analiza
un proyecto divulgativo basado en la Teoria de Grafos, que se ha puesto en marcha en Salamanca
durante la primavera de 2018 y cuyo publico principal han sido los estudiantes de Educacién
Secundaria.

A continuacion, se describe de manera detallada el proyecto divulgativo llevado a cabo, el analisis
del mismo y las propuestas de mejora, por ultimo, se muestran las conclusiones.

DESCRIPCION DEL PROYECTO DIVULGATIVO

El proyecto divulgativo entre los estudiantes de Ensenanza Secundaria y cuyo hilo conductor ha sido
la Teoria de Grafos se ha articulado en torno a cuatro actuaciones: la exposicion “Undergraph”, un
escape room en realidad virtual, una guia didactica y un ciclo de conferencias. A continuacion,
detallaremos de manera individual cada una de estas actividades.

Exposicion “Undergraph”

La exposicion “Undergraph” tiene como objetivo mostrar, de manera divulgativa, los principales
conceptos, resultados y aplicaciones de la Teoria de Grafos y el Andlisis de Redes Complejas. Se
desarroll6 en el Edificio Trilingilie de la Facultad de Ciencias de la Universidad de Salamanca entre
el 3 de mayo y el 27 de julio de 2018.

En el desarrollo de la misma han participado miembros de los departamentos de Didéctica de las
Matematicas y Didactica de las Ciencias Experimentales, Estadistica, Matematica Aplicada y
Matematicas, y del grupo de investigacion BISITE. Ha sido coordinada y producida por la Unidad de
Cultura Cientifica de la Universidad de Salamanca y por el Vicerrectorado de Investigacion y
Transferencia, y, ademas, ha contado con la colaboracion de la Facultad de Ciencias y del Instituto
de Fisica Fundamental y Matematicas. El disefio de los paneles ha corrido a cargo de David Escanilla
y su equipo.

La exposicion consta de 3 paneles iniciales dedicados a los créditos de la exposicion y 17 paneles
explicativos que se dividen en cuatro secciones ordenadas por orden de visita: “Conceptos, Historia
y Ejemplos”, “Grafos, Redes y Sociedad”, “Redes de Ambito Biosanitario” y “Redes, Ciencia y
Tecnologia”.

Conceptos, Historia y Ejemplos:

Este primer bloque, que es el primero que se visita, estd formado por seis paneles:

Panel 1: “Teoria de Grafos”. En ¢l se define de manera geométrica el concepto de grafo con sus
elementos: nodos y aristas. Se distinguen los grafos dirigidos de los no dirigidos, mostrando la nocién
de grado en el primer caso y de grado de entrada y de salida en el segundo.

Panel 2: “Los mapas del metro”. En este panel se ilustra el concepto de grafo, utilizando el ejemplo
paradigmatico de los planos de metro.

Panel 3: “Los 7 puentes de Konigsberg”. En €l se muestra el considerado como punto de inicio de la
Teoria de Grafos: el problema de los puentes de Konigsberg.

Panel 4: “El problema de los 4 colores”. Se introduce otro de los problemas clasicos de la Teoria de
Grafos “;Cual es el nimero minimo de colores necesario para colorear un mapa sin que regiones
adyacentes tengan el mismo?”

Panel 5: “Caminos de Hamilton”. Se introducen las nociones de camino y circuito hamiltonianos,
ilustrandolas con el problema del recorrido mégico del caballo y el concepto de cuadrado magico.



Panel 6: “Problema del laberinto”. Se introducen la nocidén de camino euleriano y se ilustra con el
algoritmo de Tarry para salir de un laberinto.

Como se puede comprobar, en este bloque se pretende familiarizar al alumno con los conceptos
basicos de la Teoria de Grafos, ilustrandolos con aplicaciones a problemas que pueden resultar, a
nuestro juicio, atractivos. Ahora bien, también se tiene como objetivo mostrar al alumno algunos
rudimentos de la modelizacion matematica a través de la interpretacion en términos de la Teoria de
Grafos de las situaciones planteadas en los problemas.

Grafos, Redes y Sociedad:

Este segundo bloque consta de cuatro paneles y su objetivo es centrar la atencion de manera
sumamente divulgativa en los fundamentos del Analisis de Redes Complejas y algunas de sus
aplicaciones mas importantes:

Panel 7: “Redes complejas de mundo pequeiio”. En este panel se esboza el concepto de red compleja
y se muestra uno de sus principales tipos: las redes de mundo pequefio, que es ilustrado con el
principio de los cuatro grados de libertad.

Panel 8: “Redes complejas de escala libre”. Se introduce el otro gran tipo de redes complejas: las
redes de escala libre y el enlazamiento preferencial. Ademads, se muestran aplicaciones de las mismas
en la vida real.

Panel 9: “Analisis de redes complejas”. Se describe la utilidad del andlisis de redes complejas y se
muestran las principales métricas o medidas de centralidad utilizadas para determinar la
“importancia” de los nodos dentro de una red: grado, centralidad de intermediacion, centralidad de
lejania, coeficiente de agrupamiento y centralidad de vector propio.

Panel 10: “Aplicaciones del Andlisis de Redes Complejas”. Se muestra una aplicacion del uso de las
anteriores medidas de centralidad en el estudio de redes terroristas, en concreto en la correspondiente
a los autores materiales de los atentados del 11 de septiembre en Estados Unidos.

El objetivo de este segundo bloque es ilustrar el concepto matematico de grafo (o red) con una de sus
principales aplicaciones: el analisis de la importancia estructural y de las formas de relacionarse que
tienen los nodos. En estos paneles las referencias matematicas son minimas, predominando la
descripcion clara y sencilla de los conceptos. Ademas, el papel que juegan las aplicaciones en la vida
real es muy importante, ya que permite poner en contexto y entender muchisimo mejor las diferentes
nociones de medidas de centralidad.

Redes de Ambito Biosanitario:

Este tercer bloque esta formado por unicamente dos paneles:

Panel 11: “Quimica de Cayley”. En este panel se muestra una de las aplicaciones mas sencillas al
ambito de la Quimica, como es el uso de los grafos para enumerar las distintas configuraciones de
una formula quimica.

Panel 12: “Secuenciacion de ADN”. Se muestra el uso de las nociones de caminos hamiltonianos y
eulerianos en el proceso de la secuenciacion del ADN.

A pesar de ser un bloque con un nimero minimo de paneles, su importancia es bastante grande ya
que permite poner en relacion la Teoria de Grafos con otras cuestiones que los estudiantes pueden
haber visto en otras asignaturas.
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Redes, Ciencia y Tecnologia:

El ultimo bloque de la exposicion esta formado por cinco paneles:

Panel 13: “Leyes de Kirchhoff”. En este panel se muestra como Kirchhoff utiliz6 la Teoria de Grafos
para calcular el voltaje y la corriente de los circuitos eléctricos, siendo ésta la primera aplicacion
propiamente dicha de los grafos en la Ingenieria.

Panel 14: “Anadlisis de redes eléctricas”. Se describe de manera bastante divulgativa la importancia
que tienen los grafos en el andlisis de las vulnerabilidades que se pueden presentar en las redes
eléctricas.

Panel 15: “Algoritmo de Dijkstra”. Se explica de manera clara y sencilla los fundamentos del
algoritmo de Dijkstra, introduciendo la nocion de planificaciéon de trayectorias y de grafo de
visibilidad.

Panel 16: “Maquina de Turing”. En este panel se describen los fundamentos de la maquina de Turing
y se utiliza la Teoria de Grafos para representar la dindmica de la misma.

Panel 17: “Redes neuronales artificiales”. Finalmente, el ultimo panel de la exposicion se dedica a la
introduccion de la nocion de red neuronal artificial y a su interpretacion en términos de grafos.

Tal como se indica en el nombre de este tltimo bloque, el mismo estd dedicado a mostrar algunas de
las aplicaciones mas interesantes de la Teoria de Grafos en el &mbito de la ciencia y la tecnologia. Se
ha realizado de manera muy divulgativa debido a la limitaciéon del espacio y a la profundidad
matematica de alguno de los contenidos.

Figura 4. Paneles mostrados en la exposicion
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Escape room en realidad virtual

Los visitantes de la exposicion pueden interactuar y aplicar algunos de los conceptos mostrados en la
misma a través de un juego de escape room en realidad virtual. Se trata de un juego individual, en el
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que el jugador debe salir de un laberinto e ir resolviendo acertijos matematicos (relacionados con lo
visto en la exposicion) por el camino.

Guia didactica

Aunque la Teoria de Grafos naci6 como una parte de las Matematicas bastante abstracta y elaborada,
actualmente se aplica en muchos campos muy cercanos a casi toda la poblacion; de ahi la idea de
disefiar tareas y que pudieran realizarse en las aulas de Matematicas de Primaria y Secundaria.

En la guia s6lo se muestran algunos de los aspectos de los grafos y algunos contenidos matematicos,
pero se puede comprobar cdmo una rama de las Matematicas, aparentemente muy abstracta, se puede
hacer accesible a los alumnos. No s6lo eso. Se relaciona la Matematica con aspectos cotidianos que
son muy llamativos para los alumnos. Las redes sociales, los planos del metro, organizar un viaje, la
computacion, la robotica, los circuitos eléctricos, colorear un mapa, algunos juegos, la relacion de
amigos de Facebook, etc. son claros ejemplos que estan incluidos en las diferentes tareas propuestas.

Estan pensadas para despertar la curiosidad de los estudiantes, que estén motivados, que hagan
Matematicas, que justifiquen, razonen y se comuniquen utilizando el lenguaje matematico.

Los problemas o situaciones propuestas que parten de situaciones mas o menos cotidianas se pueden
transformar en problemas matematicos abstractos para lo que, increiblemente, s6lo se necesitan
puntos y segmentos que conectan dichos puntos.

Se ha tratado de modelizar mediante los grafos diferentes tipos de situaciones, lo que ha permitido ir
introduciendo los diferentes conceptos relativos a los grafos, sus tipos, sus propiedades, sus usos, los
términos usados, todo de una forma muy accesible. Todo ello ligado a contextos muy cercanos a los
alumnos para poder darles significado y que vean unas Matematicas cercanas a ellos, a sus intereses,
a las cosas que suelen hacer fuera del aula. Las tareas se plantean de forma guiada, asi que no se
necesitaran muchos conocimientos para poder avanzar en los contenidos y serdn muy accesibles para
los nifios. Y aunque los contenidos parezcan muy elaborados se han tratado de desmenuzar para que
no resulten dificiles. Es importante sefialar que las actividades estan graduadas en orden de dificultad
y existen actividades tanto para alumnos de Primaria como de Ensefanza Secundaria Obligatoria y
Bachillerato.

Ademas, todo esto se ha hecho teniendo presente el curriculo de Matematicas de forma integradora,
de tal manera que en una misma tarea se estén manejando conceptos de diferentes ramas de la
Matematica para que los alumnos realicen conexiones entre ellos y de esta manera puedan alcanzar
una mejor compresion.

Evidentemente s6lo se han tratado algunos contenidos de Matematicas y algunos aspectos relativos a
los grafos. Una vez hecho esto, los estudiantes podran abordar otros muchos contenidos y situaciones.
Ademas, se relacionan las Matematicas con otras arcas del conocimiento como son la Fisica, la
Quimica, la Biologia o la Tecnologia.

La guia se ha organizado en catorce bloques entre los que se han distribuido las actividades. Mas o
menos cuatro o cinco actividades por bloque. Las tematicas de cada bloque son muy dispersas y
abarcan los temas siguientes: ;Y esto son Matematicas?, un ejemplo ilustrativo: los mapas del metro,
los puentes de Konigsberg, una cuestion de electricidad, el problema de los cuatro colores, los grafos
en la quimica, el juego de Hamilton y el recorrido magico del caballo, como salir de un laberinto, la
maquina de Turing, redes neuronales artificiales, cifrando mensajes, el ADN, grafo de visibilidad y
planificacion de trayectorias o la aplicacion de los grafos a la teoria de juegos.



Ciclo de conferencias

En paralelo con la exposicion, se ha disefiado un ciclo de cuatro conferencias divulgativas sobre
diferentes aspectos de la Teoria de Grafos y redes. Asi, las conferencias planteadas son las siguientes:

- David Rios Insua (ICMAT-CSIC) cuyo tema es el uso de la teoria de grafos en el andlisis de ciber-
riesgos.

- Clara Grima Ruiz (Universidad de Sevilla) imparti6 una conferencia amena y divulgativa sobre la
teoria de grafos, centrando la atencidn en la paradoja de la mayoria.

- Cruz Enrique Borges (DeustoTech) introdujo el tema del uso del analisis de redes para el uso
eficiente de los recursos eléctricos.

- Modesto Escobar Mercado (Universidad de Salamanca) centré la atencion en el anélisis reticular en
el estudio de las colecciones fotograficas de Miguel de Unamuno.

Como se puede apreciar, los temas tratados y los enfoques empleados son muy variados, mostrando
de esta forma la multidisciplinearidad de esta disciplina.

ANALISIS DEL PROYECTO DIVULGATIVO

La exposicion ha estado abierta al publico durante el periodo que se indico anteriormente y la visita
ha estado abierta al publico en general, aunque también se han concertado visitas guiadas por parte
de los docentes que han intervenido en su desarrollo. El piblico que ha realizado las visitas libres ha
estado compuesto fundamentalmente por estudiantes universitarios y publico adulto con formacién
media-alta. Por otra parte, las visitas guiadas han sido realizadas por grupos de alumnos de Educacion
Secundaria de centros de la provincia de Salamanca y Zamora (I.E.S. Torres Villarroel, I.E.S. Rio
Cuerpo de Hombre, etc.) Ademas, se contd también con la visita de un grupo de chicas y chicos de
la Asociacion Salmantina de Apoyo a las Altas Capacidades (ATENEA).

En el caso de las visitas guiadas se ha constatado que los bloques que resultaron mas interesantes para
los alumnos fueron el primero y el segundo. En el primero les resultd relativamente sencillo
comprender el concepto de grafo, asi como las nociones de caminos y circuitos eulerianos y
hamiltonianos. Ademas, fue de gran utilidad el refuerzo de los mismos mediante los problemas
planteados: los 7 puentes de Konigsberg, el problema de los cuatro colores, el recorrido magico del
caballo y la busqueda de la salida de un laberinto. En todos ellos mostraron gran atencion e inter¢s,
planteando preguntas y debatiendo sobre los mismos, especialmente en el caso del recorrido del
caballo y del laberinto. En este ultimo caso utilizamos como apoyo didactico la mencion que se hace
en “El nombre de la rosa” de Umberto Eco del algoritmo de Tarry.



Una experiencia divulgativa basada en la teoria de grafos

Figura 5. Explicacion durante una visita guiada
.

Este interés se mantuvo habitualmente durante el segundo bloque dedicado al analisis de redes
complejas. Los recursos matematicos empleados en el mismo son muy escasos y, consecuentemente,
la explicacion se baso en descripciones de situaciones en la realidad para justificar la introduccion de
las diferentes nociones; especial interés despertd el principio de los seis grados de libertad para
justificar -de alguna manera- las redes de mundo pequefio.

Los dos ultimos bloques fueron los dedicados a mostrar algunas aplicaciones en diferentes ambitos
de la Ciencia y la Tecnologia. Se intent6 que fuera un nexo de unidn con otros contenidos estudiados
por los alumnos (Fisica, Quimica, Biologia, Tecnologias, etc.) pero teniendo en cuenta la experiencia
adquirida durante las visitas, parece que no fueron disefiados adecuadamente para mantener el interés
por parte de los alumnos. Se abordaron temas amplios y dispares y el grado de divulgacion fue muy
grande, con lo que se perdi6 profundidad.

Los visitantes de la exposicion pudieron también participar en el escape room virtual disefiado.
Conceptualmente no es complicado ya que los conocimientos tedricos requeridos se explican en los
paneles (salir de un laberinto, cuadrados mégicos, etc.) pero la necesidad de familiarizarse con los
mandos y el entorno virtual hizo poco eficaz y eficiente esta actividad.

El ciclo de conferencias estuvo fundamentalmente destinado a publico adulto con un nivel educativo
medio-alto. Algunos de los temas tratados fueron muy especializados, pero en todos los casos, se
entabl6 un debate interesante entre los ponentes y el publico asistente.

A pesar de haberse elaborado una guia didactica para trabajar con los alumnos los distintos contenidos
de la exposicidn, esta guia no pudo ser enviada a los centros educativos y por tanto no se le dio el uso
divulgativo esperado.

Se tratara de involucrar a algunos centros educativos para trabajar contenidos relacionados con los
grafos a través de la guia didactica organizada al efecto. Como hay actividades muy variadas, algunas
estaran mds indicadas para la Educacién Primaria, mientras que otras son mas idoneas para la
Educacion Secundaria.
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PROPUESTAS DE MEJORA

Teniendo en cuenta lo mencionado anteriormente, podemos destacar las siguientes propuestas de
mejora:

- Reducir el nimero de paneles sobre todo de la parte de aplicaciones en Ciencia y Tecnologia.

- Realizar explicaciones mas detalladas y accesibles de las aplicaciones en Ciencia y Tecnologia.
- Realizar actividades en los centros educativos: charlas sobre el tema.

- Busqueda de conferencias destinadas fundamentalmente a ptblico infantil y juvenil.

- Reformular el tema del escape room virtual: tal vez se pierda mucho tiempo en aprender los
controles y a moverse; ademas es un juego individual.

- Tal vez sustituir el escape room virtual por juegos sobre tabletas -que era una de las ideas originales-
: juegos colaborativos sobre tabletas graficas.

- Crear una pagina web desde la cual se puedan consultar las distintas actividades de la guia didactica
para que desde los centros educativos se puedan trabajar las mismas. También se puede valorar el
envio de las guias didacticas a los centros educativos.

CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado un proyecto divulgativo en torno a la Teoria de Grafos y sus
aplicaciones que, aunque esta destinado a todos los publicos, se ha intentado focalizar en estudiantes
de Educacion Secundaria.

De las diferentes actividades disefadas, creemos que la mas provechosa para los alumnos ha sido la
visita a la exposicion y, mas concretamente, el recorrido de los dos primeros bloques (dedicados a los
fundamentos y aplicaciones basicas de los grafos y a los rudimentos del Analisis de Redes
Complejas).

Creemos que hubiera sido mucho mas provechoso para ellos si se hubiera contado con el refuerzo de
actividades (charlas) realizadas en los centros educativos.

Aunque la participacion en el escape room virtual ha sido del agrado de los estudiantes, desde un
punto de vista didactico ha presentado varias desventajas. En este sentido parece recomendable el uso
de juegos colaborativos sobre tabletas graficas.
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DESARROLLO

Este estudio consta de varias fases: La fase de analisis, en la que se reflexiona sobre las dificultades
de los alumnos en la materia de Matemadticas y se contextualiza el problema para el caso de los
alumnos de 3° de ESO que cursan la asignatura de Matematicas orientadas a las ciencias aplicadas en
el IES Los Valles de Camarzana de Tera (Zamora). La fase de disefo, en la que se hace un disefio
tecno-pedagdgico considerando aspectos tanto curriculares (objetivos, contenidos, metodologia,
actividades, evaluacion, recursos, etc.) como estructurales (espacios de comunicacion y colaboracion,
intercambio de archivos, informacion, etc.). La fase de desarrollo, en la que se seleccionan y crean
todos los materiales y se organiza el entorno virtual. La fase de implementacion, en la que tienen
lugar las actuaciones de ensefianza y aprendizaje y la fase de evaluacion, en la que se evalua el
aprendizaje de los alumnos, su grado de satisfaccion, el propio proceso educativo y el entorno virtual,
asi como el cumplimiento de los objetivos propuestos en la investigacion.

En esta investigacion, que aiin no ha concluido, se espera comprobar la eficacia de un entorno virtual
para el aprendizaje de las Matemadticas en el contexto especifico en el que se desarrolla.

Punto de partida.

La materia de Matematicas es considerada por algunos alumnos como “dificil” y “aburrida”. El
esfuerzo de docentes e investigadores por cambiar esta percepcion ha dado lugar a replantearse la
forma en que se desarrollan los procesos de ensefianza-aprendizaje y el propio entorno en el que
tienen lugar estos procesos. La busqueda de soluciones a este problema pasa por tener en cuenta
multiples factores que podrian influir en la “dificultad” de esta materia. La motivacion, el uso de
estrategias de refuerzo positivo, la seleccion y creacion de materiales adecuados al nivel de
competencia curricular del alumno, el seguimiento continuado, la atencién personalizada, actividades
enriquecidas con las TIC, etc. son s6lo algunas de las consideraciones para lograr transformar esa
animadversion hacia las Matematicas.



Fase de analisis.

Previo al disefio de un entorno virtual de aprendizaje orientado al desarrollo de formacion
matematica, es necesario recabar informacion sobre las dificultades que pueden surgir en esta materia.

El andlisis de las dificultades que presentan los alumnos en Matematicas es amplio y puede enfocarse
desde muy diversas perspectivas. En este estudio se han utilizado, para la obtencion de datos, la
percepcion de los docentes en relacion a las dificultades de los alumnos y la opinién de los propios
alumnos recogida a través de un cuestionario basado en procesos matematicos categorizados en el
programa PISA3.

En la concepcion de PISA 2015 los alumnos se muestran como individuos que resuelven problemas
de forma activa, participando basicamente en tres procesos matematicos:

e Formulacién matemadtica de las situaciones.
e Empleo de conceptos, datos, procedimientos y razonamientos matematicos.

e Interpretacion, aplicacion y valoracion de los resultados matematicos.

Desafio en un contexto real

Categorias de contenido matematico:
Cantidad; incertidumbre y datos; cambio y relaciones; espacio

Categorias de contexto del mundo real: Personal; social; profesional; cientifico

Pensamlento y acclén matematica
Conceptos, conocimientos y destrezas matematicas

Capaddades matematicas fundamentales:

Comunicacién; representacion; disefio de estrategias; matematizacién; razonamiento y
argumentacion; utilizacién de operaciones y un lenguaje simbdlico, formal y técnico;
utilizacion de herramientas materndticas

Procesos: Formular, emplear, interpretar/valorar

Problema ensu £ I Problema
contexto Ll matematico

Resultados en su Resultados J

contexto Interpretar matematicos

Figura 1. Modelo de competencia matematica en practica. PISA 2015 marco de Matematicas

En relacion a los procesos matematicos (formular, emplear e interpretar), existen siete capacidades
matematicas fundamentales que sustentan esos procesos segun el marco PISA:

e Comunicacién

e Matematizacion

e Representacion

e Razonamiento y argumentacion

e Disefio de estrategias para resolver problemas

8 Programa para la Evaluacion Internacional de Estudiantes (Programme for International Student Assessment)
desarrollado por la Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo Econdémicos (OCDE)



Utilizacién de operaciones y un lenguaje simbolico, formal y técnico

Utilizacion de herramientas matematicas

Estas capacidades estan relacionadas y pueden intervenir simultineamente al realizar cualquier
actividad susceptible de ser tratada matematicamente. La forma en que se produce la activacion de
las capacidades y las que intervienen en el proceso de ejecucion de una tarea matematica repercute
en la dificultad en Matematicas.

Los problemas matematicos suelen representar para los alumnos mayor dificultad ya que no solo se
requiere la aplicacion de estrategias matematicas para su resolucion, también implican comprender
el enunciado y tomar decisiones, actuando muchas de las capacidades anteriormente mencionadas.

Fase de diseno.

En esta fase se destaca la necesidad de planificar las actuaciones del docente en el aula virtual.

Se consideran tres momentos en dicha planificacion:

Antes de iniciar el curso: se realiza una planificacion curricular (objetivos, contenidos,
metodologia, recursos, tareas, evaluacion,...etc.), de gestion del tiempo (fechas de entrega de
trabajos, examenes,...), de busqueda, seleccién y creacion de recursos o elaboracion de
instrumentos de evaluacion (ribricas, cuestionarios,...). También se toman decisiones sobre
el entorno tecnoldgico (apariencia, herramientas de trabajo, informacidon y comunicacion del
aula virtual, matriculacion de alumnos, tutoriales de navegacion, etc.).

Durante el curso: se planifica la dinamizacion del proceso de ensenanza-aprendizaje a través
de anuncios y recordatorios sobre actividades a realizar, instrucciones que guian el
aprendizaje proporcionando informacion y herramientas, resolviendo dudas en foros y
animando a los alumnos a participar ayudando a otros compafieros. Para la gestion del proceso
de aprendizaje se organiza la informacion en los espacios generales del curso y en los
especificos de cada unidad didactica dependiendo de su finalidad, se informa al alumnado
desde el principio del curso sobre las tareas a realizar, los recursos y herramientas disponibles,
la temporizacion y cémo, donde y cuando se evaluard, recordando la importancia de la
participacion y continuidad. También se considera la forma de motivar y fomentar la
interaccion agilizando la comunicacion dentro del aula virtual, respondiendo con prontitud a
las dudas planteadas o enviando mensajes recordatorios con cierta frecuencia, creando un
ambiente agradable de trabajo a través de mensajes con lenguaje cercano y estructura guiada
(saludo, cuerpo del mensaje y despedida), ofreciendo ayuda, valorando las contribuciones de
cada estudiante y haciendo que se sientan acompafiados (aclarando, recordando o
recomendando formas de proceder).

Al finalizar el curso: se planifica la comunicacion en el aula relacionada con aspectos de la
evaluacion de los alumnos como el recordatorio de los criterios de evaluacion y calificacion,
las fechas para la entrega de actividades y la obtencion de las calificaciones o la forma de
recuperar. También hay que considerar el periodo de correccion y como proporcionar al
alumno retroalimentacion, asi como los instrumentos de evaluacion que van a utilizar tanto
docentes como alumnos.

Basicamente se comienza el estudio con el disefio de un curso formativo en linea para la asignatura
de Matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas de 3° de ESO. Los aspectos relevantes del
mismo se resumen en la siguiente imagen:



Giraldo, M“ C.

~
+ El aprendizaje esta centrado en el alumno
MODFLO
PEDAGOGICO )
>
* Docente disefiador, facilitador (guia) y evaluador
J

+ Estudiante activo, responsable de su propio
aprendizaje

* Interfaz de navegacion sencilla e intuitiva. Propicia

E\?‘I;‘T’mf que el estudiante participe, comparta y colabore.

Figura 2. Marco tedrico del curso en linea.

Fase de desarrollo.

Esta fase se centra en la creacion de recursos para el aula virtual, actividades e instrumentos de
evaluacion y la puesta a punto del entorno tecnologico.

genially

baloo

learning paths

You([T)

Figura 3. Herramientas para la creacion de recursos.
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Los itinerarios didacticos creados con herramientas como Lessonplans de Symbaloo, Genially,
testeach, etc., permiten la inclusiéon de una gran variedad de contenidos (imagenes, paginas web,
documentos, videos) y pueden adaptarse a las caracteristicas de los alumnos. La personalizacion del
aprendizaje es posible al introducir diferentes rutas de aprendizaje con recursos y tareas especificas
para atender las necesidades de todo tipo de alumnado. Las actividades planteadas pueden ser
abordadas en distintos espacios y tiempos de manera auténoma por el alumno.

Los paisajes de aprendizaje o imagenes dotadas de elementos activos sobre los que el alumno puede
interactuar posibilitan que el alumno escoja el recorrido a seguir sin un orden prefijado por el profesor.
También pueden anadirse actividades digitales y diversos niveles de dificultad en las tareas asi como
rutas especializadas con actividades de refuerzo o ampliacion para abordar los casos detectados.

El carécter de los itinerarios de aprendizaje flexible, interactivo, atrayente y que, ademas, posibilita
la gamificacion logra un aprendizaje diferenciado y personalizado idoneo para la atencion a la
diversidad.

Fase de implementacion.

El entorno virtual de aprendizaje utilizado es Moodle y contiene las herramientas necesarias para la
implementacion de cursos en linea. El docente puede crear y gestionar actividades, subir y descargar
archivos, aportar hipervinculos a recursos interactivos y paginas web, comunicarse con el alumno a
través de los espacios de comunicacion del aula, proporcionar feedback y calificar tareas, crear
cuestionarios de evaluacion y rubricas para evaluar actividades. El alumno, a su vez, dispone de un
entorno de aprendizaje virtual intuitivo en el que intercambiar archivos con el profesor, comunicarse
con éste o con otros compaieros, acceder a actividades y recursos, recibir orientaciones y
retroalimentacion evaluativa del docente, consultar informacién y noticias referentes al curso, etc.

Se destacan algunos factores considerados clave para la optimizacion del proceso de ensefianza-
aprendizaje de las Matematicas a través de un entorno virtual.

) Creacion de
Implicacionde | Apoyoenelusoy actividades Estrategias de
la comunidad administracion de adecuadas al seguimiento
educativa la plataforma tipo de continuado
virtual alumnado

Planificacion de Seleccion de Evaluacion

las acciones del recursos claros realizada por
docente en el y breves en alumnosy
aula virtual docentes

varios formatos

Figura 4. Factores clave de un curso de Matematicas e-learning para secundaria.

Fase de evaluacion.

En esta fase se utilizan los instrumentos de evaluacion creados anteriormente en la fase de desarrollo.
Se evalua tanto el aprendizaje de los alumnos como el cumplimiento de los objetivos del curso o el
funcionamiento del aula virtual. Los agentes que participan en la evaluacion son docentes, alumnos



y padres, estos ultimos con objeto de determinar su grado de implicacion en el proceso de aprendizaje
de sus hijos.

Los alumnos pueden autoevaluar sus conocimientos y destrezas matematicas a través de cuestionarios
en linea que proporcionan correccién automatica e instantanea. También pueden evaluar a sus
compaifieros o el trabajo en grupo a través de rubricas. A través de la activacion del rastreo en el aula
virtual el docente puede obtener informacion sobre el uso del aula por el alumno.

Por otra parte para detectar el grado de satisfaccion de los alumnos respecto al curso formativo y la
valoracion global del entorno tecnoldgico se utiliza un cuestionario y un checklist respectivamente.
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INTRODUCCION

El escaso interés del alumnado hacia las Matematicas, puede deberse a la falta de materiales
manipulativos en las aulas que les llame la atencion, les motive y les acerque las Matematicas a la
vida diaria (Alsina, 2010). Existe una clara necesidad de cambio en la forma de ensefar y aprender
Matematicas en los centros (NCTM, 2010) y es por esto que la formacion inicial de docentes deberia
contener diferentes materiales fundamentales para aprender Matematicas, para que puedan hacer
frente a diversas situaciones que surgiran en su entorno de aula (Caceres, Chamoso y Azcérate, 2010).
Una posibilidad es la creacion de material manipulativo para explicar, introducir o reforzar un
contenido matematico en las aulas, haciendo asi que los alumnos sean participantes activos de su
propio aprendizaje (Chamoso y Duran, 2002). Esta elaboracion de material, favorece que se potencie
la reflexion en las aulas, pues permitiria conocer, comprender e interiorizar sensaciones estudiadas
(Area, 2010; Swenson, 1991), dando paso de este modo conocer, a una comprension e interiorizacion
de sensaciones estudiadas. Por todo ello, el objetivo de este trabajo es elaborar material manipulativo
y didactico en aulas con futuros docentes de Educacion Infantil, Educacion Primaria y primeros
cursos de Educacion Secundaria.

MATERIAL MANIPULATIVO PARA APRENDER MATEMATICAS

El desarrollo de la competencia matematica es uno de los principales objetivos que se persigue en la
Educacion Matematica, donde se pretende formar personas capaces de enfrentarse a diferentes
problemas que se pueden plantear en la vida (Rodriguez, Chamoso y Rawson, 2002). Para el
desarrollo de dicha competencia, la actual Ley Organica para la Mejora de la Calidad Educativa
(LOMCE) establece cinco bloques tematicos, de los cuales el primero recoge la importancia de la



participacion y la colaboracion del alumnado en su propio aprendizaje, asi como el interés y
curiosidad por el mismo. Esto hace pensar que el modo de ensefiar Matematicas en las aulas ha de
modificarse, y una posible modificacion seria la introduccion de recursos educativos como pueden
ser materiales, juegos o cuentos. Esto estaria de acuerdo con la LOMCE, que concibe la manipulacién
de materiales como un elemento metodoldgico que permite una experimentacion del alumno, siendo
este protagonista de su propio aprendizaje.

Todo docente en el aula ha de ser capaz de, ademds de ensefiar Matematicas, facilitarlas (Chamoso,
Mitchell y Rawson, 2004). La manipulacion de materiales ayuda a los alumnos a elaborar esquemas
mentales de conocimiento (Alsina, 2010), entendiendo como materiales “todos aquellos objetos,
aparatos o medios de comunicacion que ayudan a descubrir, consolidar o entender conceptos en las
diferentes fases del aprendizaje” (Alsina, Burgués y Fortuny, 1988, p.13). La utilizacion de materiales
y recursos en el aula de Matematicas es de gran ayuda en el proceso de enseflanza-aprendizaje, puesto
que favorecen la motivacion y la participacion del alumnado en dicho proceso, haciendo que el
aprendizaje sea mas significativo, ya que interiorizan mejor los conceptos y contenidos al haberlos
trabajado de una forma visual (Martin, 2012). Estos materiales generan una motivacion al alumnado,
positivizan actitudes hacia la Matemadtica y su aprendizaje, facilitan el desarrollo del curriculum,
fomentan el pensamiento matematico, potencian una ensefianza activa, participativa y creativa,
estimulan la confianza en el propio pensamiento y pueden ser empleados para favorecer la adquisicion
de rutinas, modelizar las ideas o conceptos matemadticos y plantear o resolver problemas; en
definitiva, estimulan el aprendizaje (Gonzalez, 2010). A la introduccion de este tipo de recursos en
el aula ha de seguir una serie de normas o reglas y ha de ser previamente planificada y programada,
atendiendo a las necesidades de los alumnos y con unos objetivos perfectamente establecidos y claros.
Asimismo, cada material deberia ir acompaiado de una ficha del mismo donde se organizaran
diferentes aspectos importantes como: nombre del juego, nivel al que puede ir dirigido (el curso o
edad mas adecuado), procedencia (si es de elaboracién propia, se ha extraido de internet o se
encuentra comercializado), contenidos y objetivos (qué contenidos matematicos se podrian trabajar
y qué objetivos se quieren cubrir), materiales que se utilizan (qué ha sido necesario para su
elaboracion), descripcion del juego (las reglas de su uso), variantes (posibles modificaciones del
material), observaciones (peculiaridades a tener en cuenta),... (mas detalle en Chamoso, Martin,
Perefia y Revuelta, 1997).

A pesar de la existencia en el mercado de diversos materiales, éstos pueden ser confeccionados,
dotandoles asi de un toque de originalidad, con lo que pueden ser orientados en funcién de las
necesidades particulares o dificultades en el aprendizaje de los alumnos con los que se va a trabajar.
Pocos son los trabajos realizados sobre la creacion de material manipulativo para aprender
Matematicas en aulas con futuros docentes de Educacion Infantil y Primaria y, por tanto, esta es una
aportacion de nuestro trabajo.

EXPERIMENTACION
Contexto y participantes

La experimentacion se llevo a cabo con alumnos de los Grados en Maestro de Educacion Primaria
(65 alumnos) y del Doble Grado en Maestro de Educacion Infantil y Primaria (15 alumnos) en la
Escuela Universitaria de Magisterio de Zamora, perteneciente a la Universidad de Salamanca, dentro
de la asignatura de Matematicas y su Diddactica I, en la que se trabaja la ensefianza de la numeracion,
operaciones y logica (nimeros, suma, resta, multiplicacion, division exacta, division no exacta, raiz
cuadrada, seriaciones, conjuntos, logica, divisibilidad, descomposicion numérica, sistema decimal,
nameros pares € impares, nimeros negativos, multiplos y divisores). La metodologia de esta
asignatura es activa y favorece la participacion del alumnado de manera que construyan su propio
aprendizaje. A través de la plataforma que utiliza la Universidad de Salamanca, Studium (mas detalle



en Sanchez, Rodriguez, Céaceres, Manzanares y Chamoso, 2016), los alumnos conocen con antelacion
qué es lo que se va a trabajar en cada una de las sesiones, en las cuales han de ir entregando diferentes
tareas a lo largo del curso. En este trabajo se presenta con detalle una de las sesiones, donde la
elaboracion de materiales juega un papel fundamental.

Objetivo

La sesion tiene por objetivo crear material manipulativo vinculado a un contenido matematico para
aprender Matematicas en aulas de Infantil, Primaria y primeros cursos de Secundaria.

Planteamiento de la sesion de elaboracion de recurso para la ensefianza de las Matematicas en
aulas de Infantil, Primaria y primeros cursos de Secundaria

La sesion tiene lugar en los ultimos dias de clase de la asignatura, puesto que, de este modo, los
alumnos han adquirido contenidos y conocimientos matematicos y didacticos mencionados
anteriormente a lo largo del cuatrimestre, y se han familiarizado con materiales y recursos
matematicos que ha ensefiado la profesora, asi como a realizar fichas de materiales manipulativos.
La elaboracion y entrega de este material manipulativo es una de las tareas que se deben realizar los
alumnos para superar la asignatura.

En esta sesion de 2 horas de duracion, los alumnos se organizan en grupos de 5 personas. Cada grupo
de alumnos debe:

e FElaborar un material manipulativo referido a un determinado contenido matematico, diferente
para cada grupo, y rellenar la ficha del mismo (conocida por los estudiantes). Previamente, la
profesora informa a los alumnos por la plataforma Studium que en esta sesion deben llevar al
aula material reciclable, material escolar o de manualidades -como tijeras, pegamento, reglas,
cartulinas, goma eva-. Al inicio de la sesion, los temas se reparten de forma aleatoria, de forma
que segun van saliendo temas, éstos no pueden volver a repetirse, por lo que cada grupo tiene
un contenido matematico diferente de entre los estudiados en la asignatura (60 minutos).

e Exponer, en cada caso, como utilizar el material elaborado para ensefiar el contenido
matematico en el aula. Al finalizar cada exposicion, el grupo recibe comentarios constructivos
tanto del resto de compafieros como de la profesora (45 minutos).

e Reflexionar de manera conjunta al finalizar la sesion sobre el trabajo realizado (15 minutos).

A partir de las consideraciones por parte de los compaiieros y de la reflexion conjunta final, cada
grupo tiene la posibilidad de mejorar su propuesta, ademés de poder adaptarlo a otras posibilidades
como, por ejemplo, a estudiantes con necesidades educativas especiales (para los casos de adaptacion
a alumnos con discapacidad o dificultad visual se cuenta con la colaboracion de profesionales de la
ONCE).

RESULTADOS

Esta sesion se implementd en las aulas de futuros docentes en la Universidad de Salamanca.
Organizados en grupos, cada uno de ellos cred un material diferente para aprender Matematicas en el
aula, junto con la ficha explicativa de dicho material.

Algunos de los materiales elaborados por los alumnos en funcioén del contenido matematico que se
queria trabajar son: Operaciones: resta: "Restando con margaritas"; Operaciones: suma: "Gusuma";
Operaciones: multiplicacion: "Cubos locos"; Operaciones: raiz cuadrada: "Tablas de raices
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cuadradas"; Seriaciones: "Series logicas”; Loégica: "El chupa-chups traicionero"; Divisibilidad:
"Averiguamos los divisores"; Descomposicion numérica: "El cajon que resuelve el sistema
numérico"; Numeros: "El bosque de contar"; Sistema decimal: "Sistema decimal"; Numeros pares-
impares: "Aprende jugando"; Numeros negativos: "El termdmetro loco"; Multiplos/divisores: "Peco".

A continuacioén se puede ver con detalle el material elaborado para trabajar la divisibilidad de nimeros
naturales, junto con la ficha de material del mismo:

Figura 6. Material elaborado para trabajar la divisibilidad “Averiguamos los divisores”

Nombre: “Averiguamos los divisores”
Procedencia: elaboracion propia.
Nivel: 3° de Educacion Primaria.
Contenido y objetivos:
e La divisibilidad de numeros naturales.
e Introducir en el aula el contenido de la divisibilidad.
Materiales que se utilizan: cartulinas de colores, goma eva, tijeras y celo.

Descripcion del juego: los alumnos deberan pensar un numero del 1 al 50, que sera representado con
unas fichas rojas, una por unidad. Se les planteara el reto de saber si dicho nimero es divisible por
“x”” numero, siendo este “x” numero el nimero de cajitas que tendra la base. Los alumnos deberan
colocar en cada cajita tantas fichas como el nimero sobre el que quieren saber si es divisible. Si
alguna caja queda incompleta, el nimero no sera divisible por el divisor elegido.

Variantes: reducir el numero de cajas y, asi, que memoricen las fichas que habia dentro.

Observaciones: el nimero de cajas y de fichas podra aumentarse segun el nivel.

Estos resultados (se detallan mas ejemplos completos en el Anexo 1) muestran la diversidad de
material interesante y original que los futuros docentes son capaces de elaborar, asi como la
motivacion y disposicion de creacion que han tenido a lo largo de la sesion. Durante las exposiciones,
los alumnos estuvieron atentos a los compafieros y se sintieron comodos explicando el contenido
matematico con el material elaborado. La reflexion final de la sesion fue productiva; en orden, los
grupos fueron dando su opinion sobre la sesion, la cual les pareci6 realmente interesante, motivadora
y original, puesto que fueron conscientes de qué dificultades pueden encontrar en las aulas y como la
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utilizacion de material que puede ser elaborado por ellos mismos puede ser un recurso apropiado para
intentar paliar estas dificultades.

REFLEXIONES FINALES

El objetivo de esta sesion era elaborar material manipulativo para explicar, introducir o reforzar un
contenido matematico en aulas de Infantil, Primaria y primeros cursos de Secundaria. A través de la
formacion y concienciacion a los estudiantes de Magisterio, de diferentes formas de ensefianza de las
Matematicas (como, por ejemplo, los materiales manipulativos), fabricacion de diferentes materiales
y su experimentacion en el aula, se pudo apreciar un proceso de ensefianza-aprendizaje basado en una
participacion activa del alumnado, donde las preguntas de estos mostraron el interés y la motivacion,
ensenando y aprendiendo Matemadticas de un modo ludico y diferente a lo que se hace con otras
metodologias tradicionales (Sdnchez, Chamoso, Caceres y Rodriguez, 2015).

Llama la atencion la cantidad de materiales diferentes que elaboraron los alumnos, asi como la
motivacion y emocion de los mismos a la hora de crear el material y de exponer sus creaciones al
resto de sus compaieros. Esto nos lleva a concluir que si se trabaja en el aula de un modo abierto,
son los propios alumnos los que construyen su conocimiento, aunque la ensefianza de las Matematicas
a través de materiales manipulativos no debe ser el Unico medio, sino, mas bien, un medio
complementario de otros modos de ensefianza (Cascallana, 1988).

Por todo lo anterior, si con la introduccion de material manipulativo en las aulas se consigue un
aprendizaje mas significativo, quizas la introduccion de este tipo de recurso en las aulas podria ser
una pequefia modificacion en la forma de ensefianza de las Matematicas (independientemente del
nivel educativo en el que se trabaje), que podria dotar a los docentes de un apoyo en ocasiones mas
que necesario, proporcionando una amplia gama de actividades diferentes del libro del texto, para
motivar a los alumnos y apoyar a posibles alumnos con dificultades en el aprendizaje. Una limitacion
de esta experimentacion es que no se ha podido realizar en todas las asignaturas relacionadas con
Matematicas y su didactica que se imparten en los Grados de Infantil y de Primaria; por ello se
intentard experimentar la sesion en dichas asignaturas en el futuro, para asi poder crear una base de
datos de material manipulativo elaborado y orientado a la ensefianza de todos los bloques de
contenido matematico.
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Creacion de material manipulativo para futuros docentes de Infantil, Primaria y Secundaria para el aprendizaje de las
Matematicas

ANEXO 1. EJEMPLOS DEL MATERIAL ELABORADO POR LOS ALUMNOS

FICHA DE UN MATERIAL
NOMBRE DEL MATERIAL/JUEGO: “El cubo de los numeros (2 en 1)”
PROCEDENCIA: elaboracion propia
INIVEL: Educacion Infantil. Alumnos de 2° y 3° de Educacion Infantil
CONTENIDOS Y OBJETIVOS:
e  Objetivos:
- Conocer los nimeros.
- Asociar los nimeros con la grafia y cantidad.
- Identificar cantidades.
- Realizar sumas
e Contenidos:
- Numeros.
- Sumas.

MATERIALES QUE SE UTILIZAN: tapones de colores, goma eva, caja, cartulina, tijeras y
rotuladores.

DESCRIPCION DEL JUEGO: Dentro del cubo tendremos los tapones numerados del 1 al 10 (en
ntimero, letra y cantidad) este material trae consigo dos juegos:

- Emparejamos: consiste en indicarle al nifio un niimero cualquiera, y de entre los tapones debera
coger todos los tapones que tengan relacion con ese niimero.

- Los amigos del 10: en este juego van a tener que seleccionar los tapones (yasean los de la cifra o
los de la cantidad) y deberan formar grupos que sumados obtengamos como resultado el numero
10.

VARIANTES: A medida que el nifio es mas mayor se puede ir complicando:
- Afadir mas tapones con mas nimeros
- Realizar otras operaciones matematicas

OBSERVACIONES: En el material, los tapones de la cantidad estan hechos en relieve con goma eva, se
puede poner el resto de tapones de la misma forma para que si algin alumno presenta una discapacidad,
mediante el tacto pueda reconocer el niumero o la cantidad de la que estamos hablando y asi realizar la
actividad igual que el resto de sus compaiieros.

Figura 1. Material elaborado para Educacion Infantil. “El cubo de los niimeros”
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FICHA DE UN MATERIAL
NOMBRE DEL MATERIAL: “El juego de las cajas magicas”
PROCEDENCIA: Creacion propia.
INIVEL: Educacion Primaria. Alumnos de 1°y 2° de Primaria.
CONTENIDOS Y OBJETIVOS:
- Objetivos:

- Aprender y ordenar los numeros del 1 al 10.
- Comprender nociones de tamafio y progresiones numéricas basicas ascendientes y descendientes.
- Aprender la suma
- Contenidos:
- Numeros.
- Suma.

MATERIALES QUE SE UTILIZAN: dos caja, goma eva, velcro, bolitas de poliesterino, pegamento, tubos de rollo
de papel albal, forro de libro y tijeras.

DESCRIPCION DEL JUEGO: En primer lugar, colocaremos cuatro niimeros cualesquiera, o los que algin alumno
coja primeramente sin mirar.

Una vez que obtengamos los cuatro niimeros, los pegaremos con el velcro uno a cada lado de la caja, en cadaj
uno de los cuatro colores de la caja uno de los niimeros. Una vez ya colocados, pasaremos a coger y contar todos juntos
la cantidad de pelotas dada por el nimero que colocamos en el color correspondiente, de tal manera que si en el color
amarillo pegamos con el velcro el nimero 3, deberemos coger y contar entre todos tres pelotas amarillas, y asi con los
otros diferentes colores seglin el nimero que hemos colocado.

Esta primera fase, ira dirigida a que los nifios comprendan de una manera mas visual el concepto de niimero v
cantidad, ya que veran el nimero y comprobaran ellos mismos la similitud entre el nimero y su cantidad.

Una vez ya sacadas, por ejemplo tres pelotas amarillas, dos verdes, cinco rojas y seis azules, pasaremos a laj
segunda parte del material, otra de las cajas en la que realizaremos un acercamiento a las operaciones matematicas, una
laproximacion a la suma y a la resta de una manera mas visual.

Con los tres velcros pegados en la parte inferior de la caja, colocaremos nosotros los colores que queramos,
como tenemos los cuatro colores, escogeremos los mas faciles para las restas ya que estan comenzando a restar, y los
mas complejos para realizar las sumas.

Una vez hayamos escogido lo que sumaremos y restaremos, pasaremos a colocar dentro de cada rollo de papel
las pelotas elegidas, si por ejemplo restamos el amarillo menos el verde, de tal manera que iremos tirando a un
denominado “cajon del deshecho” las pelotas que haya en cada rollo iguales, por ejemplo, un rollo tendra tres pelotas,
y otro rollo tendréd dos, con lo cual ambos tendran dos pelotas en comun, estas cuatro, iran al cajon del deshecho, y
finalmente, cuando solamente quede pelotas en un solo rollo, este sera el resultado de la resta, en este caso uno. Para la

suma, no tendremos que utilizar el cajon del deshecho ya que todo ira al resultado.
o — N

-

Figura 2. Material elaborado para Educacion Primaria. “El juego de las cajas magicas”™
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Matematicas

FICHA DE MATERIAL
INOMBRE DEL MATERIAL: “;Quién soy? / How am 1?”
PROCEDENCIA: Creacion propia.
INIVEL: Educacién Secundaria. Alumnos de 1°y 2° de la ESO.
(CONTENIDOS Y OBJETIVOS:
- Objetivos:

- Trabajar con las propiedades de los nimeros.

- Utilizar lenguaje matematico.

- Diferenciar los diferentes tipos de nimeros.

- Desarrollar capacidad de razonamiento y deduccion.

- Contenidos:

- Los niimeros.

- Propiedades de los niimeros (divisibilidad, nimero primo,...).

- Conjuntos numéricos (natural, entero, racional, irracional, real).

- Relaciones de nimeros (mayor que, menor que,...).
MATERIALES QUE SE UTILIZAN: goma eva, tijeras, rotulador y celo.
IDESCRIPCION DEL JUEGO:

- Sereparte una carta a cada uno de los jugadores y con celo se la pega cada uno en su frente, de modo que cada
jugador ve las cartas de los demas, pero no la suya.

- Cada jugador ha de adivinar la carta que tiene pegada en su frente.

- Eljugador que comienza a intentar adivinar el numero de la carta que tiene, hace una pregunta a los demas, de
modo que éstos solo pueden responder si o no.

- Silarespuesta es si, ese jugador continua preguntando. Si la respuesta es no, el turno pasa al siguiente jugador.
- Gana el jugador que antes acierte el nlimero que tiene.

IVARIANTES: se podria jugar de forma individual o por grupos.

(OBSERVACIONES:

Figura 3. Material elaborado para Educacion Secundaria. *“;Quién soy? / How am I?”

Para hacer referencia al articulo:

Sanchez, B.; Chamoso, J.M?; Caceres, M* J.; Rodriguez, M* M.; Salomoén, M?* S. y Astudillo, M? T. (2018). Creacion
de material manipulativo para futuros docentes de Infantil, Primaria y Secundaria para el aprendizaje de Matematicas.
En Consejeria de Educacion de la Junta de Castilla y Leon. Asociacion Castellana y Leonesa de Educacion Matematica
“Miguel de Guzman”. (Ed.), XIV Congreso Regional de Matematicas de Castilla y Leon. (pp. 221-229). Lugar:
Universidad de Le6n
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INTRODUCCION

En la actualidad es comunmente aceptado que ensefiar Matematicas no so6lo implica conocer el
contenido matematico sino que también intervienen otros conocimientos. Shulman (1986) fue el
primero en considerar que un profesor debia saber, ademds del contenido cientifico, también el
contenido pedagdgico y el contenido curricular. Estudios posteriores intentaron avanzar su trabajo en
diferentes sentidos, algunos de ellos centrados especificamente en el profesor de Matematicas. Entre
estos ultimos, uno de los mas aceptados es el de Ball, Thames y Phelps (2008), segtin el cual el
conocimiento profesional de un profesor de Matematicas engloba tanto Conocimiento matematico
para la ensefianza como Conocimiento pedagdgico del contenido.

Ademas de ese conocimiento profesional ,y a partir de €1, es interesante considerar su concrecion en
aspectos relacionados directamente con la practica de aula, como pueden ser, por ejemplo, la forma
de trabajo que se va a emplear, el tipo de recursos, la forma de evaluacion u otras estrategias
metodoldgicas (por ejemplo, Lamote y Engels, 2010).

Son numerosos los estudios que centran su atencion en el Conocimiento del Profesor de Matematicas
y en diferentes niveles educativos, aunque éste suele tratarse de forma general y no cuando se aborda
una tarea o un contenido concreto en el aula. Algunos estudios referidos a contenidos matematicos
concretos como, por ejemplo, Buforn, Ferndndez, y Llinares (2015), centraron su atencion en la
competencia docente “mirar profesionalmente”, que permite conocer como aprenden los alumnos e
interpretar las situaciones que se dan en las interacciones de aula, es decir, se refiere a un aspecto
concreto del conocimiento profesional. Si se consideran todos los dominios que engloba el
conocimiento profesional, destacan los estudios de Mufioz-Catalan, Contreras, Carrillo, Rojas,



Montes y Climent (2015) en Educacion Primaria, o Sosa, Flores-Medrano y Carrillo (2016) en
Educacion Secundaria, que emplearon el modelo propuesto por Carrillo, Climent, Contreras y
Muiioz-Catalan (2013), que contintia depurandose, y otros como el de Sosa y Carrillo (2010), que
siguieron el modelo de Ball et al. (2008). Todos ellos realizaron una investigacion descriptiva con
estudio de casos para estudiar el conocimiento profesional que emerge durante la ensefianza en el
aula de un contenido matematico a partir de la interaccién con los alumnos. Sin embargo, no se han
encontrado estudios que aunen conocimiento del profesor y practica de aula con una vision global de
los diversos dominios de conocimiento y de las relaciones entre ellos.

En el presente estudio, que constituye un primer paso hacia el conocimiento del profesor y su practica
de aula, se huye del enfoque descriptivo que analiza la practica docente mediante el estudio de casos
y se busca proporcionar herramientas que aporten una vision global que puede resultar de utilidad en
la formacion de docentes. A partir de las categorias relativas al conocimiento profesional y a la
practica de aula, se ejemplifica cada una de ellas considerando un contenido matematico concreto:
Rectas notables del triangulo, la recta de Euler. Ademas, se propone una sesion formativa que
concreta algunos de los ejemplos proporcionados en un contexto real.

CONOCIMIENTO PROFESIONAL DE UN PROFESOR DE MATEMATICAS Y SU
RELACION CON LA PRACTICA DE AULA

Cuando un profesor tiene que tratar un determinado contenido matematico con sus estudiantes debe
tener en cuenta diversos aspectos. En este trabajo se van a considerar dos de ellos: conocimiento
profesional y practica de aula.

Se entiende conocimiento profesional como el conjunto de competencias, técnicas y herramientas
que el profesor debe saber y dominar. De esta forma, el conocimiento profesional es comun a todos
los profesores y, a la vez, la base en la que se sustenta la reflexion docente de cada uno de ellos, que
permite identificar y seleccionar los elementos que parecen adecuados para el proceso de ensenanza
y aprendizaje y para responder a las peculiaridades que surjan (sea o no en las sesiones de aula) o a
exigencias burocraticas, entre otras. Por otro lado, se entiende practica de aula como el resultado de
la aplicacion en el aula de ese conocimiento profesional por cada docente con su propio criterio, fruto
de su reflexion, para conseguir una determinada meta.

El conocimiento profesional tiene dos grandes dominios: el Conocimiento matematico para la
ensenanza (con los subdominios Conocimiento comin del contenido, Conocimiento especializado
del contenido y Conocimiento del horizonte matematico) y el Conocimiento pedagogico del
contenido (con los subdominios Conocimiento del contenido y del curriculum, Conocimiento del
contenido y la ensefianza, y Conocimiento del contenido y los estudiantes). En la Tabla 1 se muestran
las diferentes definiciones (adaptadas de Ball et al., 2008):

Tabla 7: Dominios y subdominios del conocimiento profesional

Subdominios Definicion

I Conocimiento Conocimiento matematico que se utiliza en la

Conocimiento , ~ , . )
fe comun del  ensefianza, comun al de otras profesiones u ocupaciones
matematico para la . - [
~ contenido que también usan Matematicas.

ensefianza: o . :

. .. Conocimiento matematico que permite a los profesores
Conocimiento del Conocimiento

abordar la ensefianza y que incluye, por ejemplo,
representar ideas matematicas o proporcionar
explicaciones matematicas a reglas o procedimientos, y

contenido matematico  especializado
necesario para ensefiar  del contenido



examinar y entender métodos no habituales de
resolucion de problemas.
Conocimiento de coémo diferentes topicos matematicos
Conocimiento se relacionan entre ellos a lo largo del curriculum.
del horizonte Incluye las conexiones con ideas matematicas
matematico  posteriores, asi como conexiones intra o extra

matematicas.
Conocimiento Conocimiento de programas y materiales
Conocimiento del contenido y instruccionales para desarrollar o facilitar el
pedagogico del del curriculum aprendizaje.
contenido: Conocimiento del disefio de instruccion que incluye el
Conocimiento de la . entendimiento de la relacion entre el conocimiento y los
., Conocimiento . L . o
relacion entre el . objetivos pedagogicos que influyen en el aprendizaje
: o del contenido y . . : .
contenido matematico la ensefianza del estudiante; por ejemplo, incluye atencion a
y la pedagogia para estrategias de enseflanza y tipos de tareas
ensefiarlo, atendiendo instruccionales.
al propio Conocimiento Conocimiento de como los estudiantes piensan,
entendimiento del contenido v °nocen aprenden un determinado contenido, que
profesional y permite, por ejemplo, conocer los errores que los

los estudiantes . :
estudiantes cometen con mayor frecuencia.

En la Tabla 2 se muestran las categorias relativas a la practica de aula a partir de una adaptacion de
las categorias del estudio de Lamote y Engels (2010):

Tabla 8: Categorias de practica de aula

Categorias Definicion
Metas educativas Objetivos de ensefianza
Atendiendo al Tiene en cuenta involucrar al estudiante en el desarrollo de
estudiante las sesiones de aula y en el aprendizaje aludiendo, por
Enfasis ejemplo, al trabajo cooperativo
instruccional Atendiendo a los Tiene en cuenta, por ejemplo, la utilizacion de recursos,
elementos de juegos, realizacion de proyectos o evaluacion formativa
ensefianza
Relacion pedagégica entre profesor  Considera a los estudiantes en general y a cada estudiante
y estudiantes en particular como objetivo de aprendizaje

UN EJEMPLO CONCRETO: LA RECTA DE EULER

Consideremos un determinado contenido matematico, Las rectas notables del triangulo, la recta de
Euler. Este contenido, por ejemplo, empieza a estudiarse en Educacion Infantil con el concepto de
triangulo, continia en Educacion Primaria con los conceptos de base y altura, y finaliza en Educacion
Secundaria con la recta de Euler. En la Tabla 3 se muestran algunos ejemplos acerca de lo que el
profesor debe saber, atendiendo a dicho contenido matematico, para cada uno de los dominios y
subdominios del conocimiento profesional del profesor de Matematicas:

Tabla 9: Ejemplos relativos al conocimiento profesional sobre La Recta de Euler

Subdominios Ejemplos



Conocimiento
comun del
contenido

Conocimiento

especializado

matematico
parala
enseiianza

Conocimiento
del horizonte
matematico

Conocimiento Conocimiento
pedagogico  del contenido y
del contenido del curriculum

Identificar y trazar los elementos notables como, por ejemplo,
base, altura, mediana, mediatriz, bisectriz.

Las medianas dividen al tridngulo en seis regiones de igual
superficie. Por ello, el baricentro es el centro de gravedad del
tridngulo.

En cualquier tridangulo, el circuncentro es el centro de la tinica
circunferencia circunscrita, y el incentro el centro de la inica
circunferencia inscrita en dicho tridngulo.

Baricentro, circuncentro y ortocentro estan alineados y la
distancia del baricentro al circuncentro es la mitad de la
distancia del baricentro al ortocentro, a excepcion de los
triangulos equilateros en los que los tres puntos coinciden.

Las propiedades de la recta de Euler se pueden demostrar
analiticamente. A partir de las coordenadas de los vértices se
calculan las ecuaciones de medianas, alturas y mediatrices y
sus puntos de corte (baricentro, ortocentro y circuncentro,
respectivamente), que siempre existen. La recta que pasa por
baricentro y ortocentro contiene al circuncentro, por lo que
los tres puntos estan alineados. Mediante célculo vectorial se
concluye que la distancia del baricentro al circuncentro es la
mitad de la distancia de baricentro a ortocentro.

Los conceptos de base y altura son necesarios para construir
el resto de elementos y rectas notables. El estudio de los
elementos del tridngulo sera de utilidad cuando se aborden los
elementos geométricos de las diferentes figuras considerando
sus propiedades métricas.

Si el tridngulo se apoya sobre su centro de gravedad, éste
queda en equilibrio. De ahi sus aplicaciones en arquitectura,
disefio o robdtica, por ejemplo. Los robots cuadriupedos
(empleados en multitud de juguetes infantiles) son estables
durante la locomocion gracias al célculo del centro de
gravedad del tridngulo engendrado por los tres puntos en los
que se apoya durante el movimiento.

Los triangulos se emplean en el disefio de edificios ya que
proporcionan resistencia y estabilidad al distribuir la carga
que se aplica sobre el vértice superior por todo el tridngulo.
Es el tnico poligono que no se deforma cuando acttia una
fuerza sobre ¢€l.

Para aprender un contenido matematico siempre es
importante utilizar recursos que favorezcan el aprendizaje:

- Hay programas tecnologicos como, por ejemplo,
Geogebra y Cabri, que ayudan a representar los
elementos del tridngulo y sus rectas notables.



- La recta de Euler se puede construir con lapiz y papel
(Chamoso y Rawson, 2004).

e En cualquier sesion de aula se debe partir de los
conocimientos previos. Por ejemplo, los conceptos de base y
altura deben recordarse, e identificarse, antes de comenzar
con la construccion de los elementos restantes.

Conocimiento La Teoria de Van Hiele es util en el estudio de la Geometria
del contenido en general y del tridngulo, en particular. Permite seleccionar
y la ensefianza y secuenciar el tipo de actividades que van a emplearse, asi

como valorar el conocimiento geométrico de los estudiantes.

e (Cualquier sesion de aula debe llevar asociada un instrumento
de evaluacion que permita valorar si su objetivo se ha
cumplido.

Los alumnos pueden tener dificultades para (Reyes y Rodriguez,
2014):

e Trazar las mediatrices y alturas en tridngulos obtusangulos y

Conocimiento rectangulos.

del contenido y ) g
los estudiantes ©® Trazar rectas notables exteriores al triangulo (suelen suponer

que todas son interiores).

e (Calcular todas las alturas del triangulo (suelen suponer que
solo hay una).

Analogamente, en la Tabla 4 se muestran algunos ejemplos relativos a la practica de aula atendiendo
al contenido matematico Las rectas notables del triangulo, la recta de Euler:

Tabla 10: Ejemplos por categoria de practica de aula relativa La Recta de Euler

Subcategorias Ejemplos
Metas

) 1. Que los alumnos sepan diferenciar los conceptos mediana,
educativas

mediatriz y altura y construyan las rectas notables hasta llegar a
la recta de Euler.

2. Que los alumnos construyan el conocimiento relativo a la recta
de Euler ganando autonomia a medida que avanza el proceso de
ensefianza, confien en sus posibilidades y aprendan a trabajar de
forma cooperativa.

3. Que los alumnos identifiquen la presencia de tridngulos y sus
elementos en objetos de su entorno.

Atendiendo 1. Confiar en las posibilidades del estudiante. Para ello, el profesor
al puede dar indicaciones generales en gran grupo pero con la idea
estudiante de que cada estudiante trabaje a su ritmo de forma auténoma.

Enfasis
instruccional



Atendiendo
alos
elementos de
enseiianza

Relacion
pedagogica
entre
profesor y
estudiantes

2. Las dudas o dificultades pueden resolverse entre los estudiantes

o consultando el libro o internet, aunque se debe estar atento ante
una duda general, que puede resolverse en gran grupo.

. Construir los conceptos fundamentales de geometria elemental

plana hasta llegar a la recta de Euler con papel, Geogebra u otros.

. Algunos conceptos, como el de base y altura, deberian ser

conocidos por los estudiantes por haberlos tratado en cursos
previos, aunque ello no impide que se recuerden de nuevo.

. La entrega individual de la construccién de la recta de Euler

puede ser una forma de evaluacion de la sesion (hasta que sea
adecuada, aunque sea entregada en una sesion posterior).

. La construccion de la recta de Euler a partir del tridngulo

permitiria reflexionar que se puede trabajar de manera similar
partiendo del cuadrilatero o circulo en lugar del tridngulo.

. Conceder confianza a las posibilidades de los estudiantes y

respetar los diferentes ritmos de aprendizaje que pueden darse al
construir el conocimiento relativo a la recta de Euler.

. Permanecer atento a las dificultades con las que se pueden

encontrar los alumnos vy, especialmente, a los aspectos
relacionados con el contenido matemadtico en que la literatura
refleja que los alumnos pueden tener dificultades.

ALGUNAS POSIBILIDADES DE DESARROLLO EN EL AULA

A partir de lo anterior, se muestra una posibilidad para llevar el contenido Las rectas notables del
triangulo, la recta de Euler, como objetivo de aprendizaje, al aula de Secundaria (basado en Chamoso
y Rawson, 2004). Toda la explicacion la realiza el profesor a partir de la construccion personal en
gran grupo, en concreto, a partir de la manipulacion de un folio de papel que se entiende infinito y
que seria un plano. A partir de ¢l y mediante dobleces se construyen los diferentes conceptos
geométricos como, por ejemplo, recta, segmento, mediatriz, angulo, bisectriz, tridngulo, tipos de
tridngulos, baricentro, circuncentro, ortocentro, incentro y recta de Euler. Dicha propuesta se concreta
en las categorias relativas a la practica de aula de la siguiente forma:

Metas educativas:

¢ Que los alumnos construyan el conocimiento relativo a la Recta de Euler usando papel, con
autonomia, confiando en sus posibilidades y cooperando con los compaiieros.

Enfasis instruccional, atendiendo al estudiante:

e El profesor concede confianza a las posibilidades de los estudiantes, que trabajan en grupos
de dos personas, aunque pueden estar en contacto con otros compafieros. Cada estudiante
construye individualmente la recta de Euler con papel, a su ritmo.

e Las dudas o dificultades se deben resolver entre los estudiantes o consultando el libro o
internet aunque se debe estar atento ante una duda general, que puede resolverse en gran

grupo.

Enfasis instruccional, atendiendo a los elementos de ensefianza:



e El profesor recuerda que algunos conceptos deberian ser conocidos por los estudiantes por
haberse tratado en cursos previos, aunque ello no impide que los recuerde de nuevo
construyéndolos con papel, quizds de una forma diferente a como lo trabajaron.

e Como recursos, Unicamente folios de papel reciclado que el profesor distribuye
adecuadamente en diversos lugares de aula para que los estudiantes puedan usarlos cuando
los necesiten.

e La forma de evaluacion de la sesion consiste en la entrega individual de la construccion de la
recta de Euler (en caso de que no sea adecuada debera hacerlo de nuevo; si no es posible
completarla en la sesion de aula, deberd entregarla al dia siguiente).

¢ Finalmente puede reflexionar sobre como podria hacerse si en vez de considerar triangulos se
hiciese con cuadrilateros o circulos o de otra forma.

Relacion pedagogica entre profesor y estudiantes:

e El profesor debe tener en cuenta los aspectos relacionados con el contenido matemético en
los que los alumnos pueden tener dificultades reflejados en la literatura.

Ese planteamiento se ha experimentado en Educacion Secundaria con el objetivo de mostrar a los
estudiantes como una hoja de papel es suficiente para construir un contenido que a los estudiantes les
parecia complejo, basandose principalmente en el trabajo en grupos y en el que el trabajo del profesor
consistio principalmente en una organizacion cuidadosa de la sesion que incluia la explicacion de
elementos clave pero sin apenas resolver dudas ante las dificultades que surgian que, en la mayor
parte de los casos, se resolvian con la confianza de los estudiantes en sus posibilidades y, en
ocasiones, con el apoyo de los compafieros.

No hay que olvidar que esa practica de aula, con el mismo conocimiento profesional, podria
desarrollarse de forma similar utilizando, por ejemplo, el programa Geogebra o de otras maneras.

ALGUNAS REFLEXIONES

A partir de un contenido matematico determinado, en este caso Rectas notables del triangulo, la recta
de Euler, se han organizado ejemplos referidos a los distintos dominios de conocimiento profesional
(a partir del sistema de categorias de Ball et al., 2008) y a las categorias relacionados con la practica
de aula (a partir de una adaptacion del sistema de categorias de Lamote y Engels, 2010). Los ejemplos
que se proporcionan permiten reflexionar sobre qué significa la profesion docente y la cantidad de
aspectos que involucra en diferentes sentidos, y aporta una vision global que puede resultar de utilidad
a los docentes, en general, y a los docentes en formacion, en particular. Hay que reconocer que estos
ejemplos son solamente algunas posibilidades porque seria imposible considerarlos todos.
Constantemente surgen nuevas metodologias, nuevos instrumentos o nuevas ideas de aplicacion de
contenido matematico, por ejemplo, que hacen que puedan considerarse nuevas posibilidades en
cualquier momento.

Los ejemplos que se proporcionan pueden ayudar a esclarecer la diferencia entre el Conocimiento del
profesor y la Practica de aula, lo cual no es tan obvio como pudiera parecer. La necesidad de
ejemplificar cada uno de ellos ha generado ciertas dificultades que se han resuelto mediante un
proceso de reflexion que ha permitido tomar consciencia de la necesidad de precisar a qué hace
referencia cada uno de ellos, como se relacionan y, sobre todo, qué elementos son propios de cada
caso. Dicha diferenciacion debe perfilarse en estudios posteriores.

Estos ejemplos pueden, también, ayudar a clarificar, en un caso concreto, qué significan las categorias
teoricas que la literatura considera, lo cual no siempre es sencillo. Una de esas dificultades surge, por
ejemplo, al diferenciar el Conocimiento Comun del Contenido y el Conocimiento Especializado del



Contenido. Avanzar en el conocimiento y la distincion de las diferentes categorias también puede
resultar interesante desde el punto de vista de la formacion de docentes dado que permite incidir en
el conocimiento que es especifico de un profesor de Matematicas.

El trabajo que se presenta podria utilizarse como instrumento de reflexion para formacion de docentes
de Matematicas de Secundaria para abordar el estudio del Conocimiento del profesor. En muchos
casos, los futuros docentes no son plenamente conscientes de qué implica ser profesor de Matematicas
y de los multiples aspectos que involucra, y este trabajo puede ayudar a ello. El objetivo podria ser
mostrar aspectos que se consideran importantes para ser profesor de Matematicas de Secundaria
desde el punto de vista del conocimiento profesional y la préctica docente, a partir del contenido
Rectas notables del triangulo, la recta de Euler. En concreto, previamente los alumnos, en grupos de
2 personas, prepararian el disefio de la planificacion del contenido Rectas notables del triangulo,
recta de Euler para impartir en un aula de Secundaria (entrega por escrito). La planificacion de la
sesion formativa seria: 1) Cada grupo presenta su trabajo en el aula (unos 5-10 minutos por grupo).
2) Parte formativa: Se explicara qué es el conocimiento profesional y su relacion con la practica de
aula y se ejemplificaran sus categorias con el contenido Rectas notables del triangulo, recta de Euler.
3) Discusion conjunta en el que se confrontaran ideas y que servira para comentar las carencias de
cada trabajo y sugerencias de mejora. 4) Reflexion sobre el desarrollo de la sesion. Posteriormente,
en el plazo de una semana, cada grupo debera mejorar el trabajo considerando la formacion recibida
y entregarlo de nuevo por escrito.

Este estudio también podria realizarse con otros contenidos matematicos y en diferentes niveles de
Educacion Infantil, Primaria o Secundaria. Ello permitiria depurar, clarificar y profundizar en las
categorias consideradas y diferenciarlas en distintos niveles educativos. Otra posibilidad seria hacer
un estudio similar considerando otros aspectos fundamentales para ser profesor de Matematicas
como, por ejemplo, los relacionados con la motivacion.
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Resumen

Palabras clave: evaluacion, competencias matematicas, Ingenieria.

INTRODUCCION

En 2017 un grupo de profesores de Matematicas de la Universidad de Salamanca y de otras 7
universidades europeas nos planteamos desarrollar del proyecto Erasmus+, Rules Math (New rules
for assessing mathematical competencies). Analizamos las dificultades que se encuentran los futuros
ingenieros en las asignaturas de Matematicas y tratamos de establecer un sistema de evaluacion de
las competencias matematicas que adquiere un estudiante cuando cursa asignaturas de Matematicas.
El Acuerdo de Bolonia (EHEA, 2010) y los cambios en las titulaciones en educacion superior han
traido consigo una modificacion profunda del sistema educativo universitario. Aunque el concepto
de competencia matematica ya se habia definido con anterioridad y ya se estaba utilizando, fueron
los cambios hacia un espacio comun europeo lo que nos hizo centrarnos mas en las competencias que
en los contenidos.

El Algebra, Calculo, Estadistica o los Métodos Numéricos en ingenieria son las herramientas que un
ingeniero utiliza para resolver problemas de mecénica, de electricidad, de electronica, etc.
Proponemos a los estudiantes que aprendan a pensar y razonar matematicamente, a plantear y resolver
problemas matemadticos, a modelar matemdaticamente, a representar entidades matematicas,
manejando simbolos y formalismos matematicos, a comunicarse en, con y sobre Matemadticas y a
utilizar el material y herramientas necesarias. La adquisicion de estas 8 competencias garantiza que
el estudiante estara preparado para utilizar las Matematicas en su entorno de trabajo profesional.

Ademas de una metodologia basada en competencias, estamos desarrollando actividades y métodos
que nos permitan evaluar las competencias matematicas. Hasta ahora, la forma mas comun de evaluar
es realizando un examen escrito al final del curso, sin que los estudiantes puedan consultar
documentacion durante los mismos. Menos comun es el examen escrito permitiendo la consulta de
libros o utilizando el ordenador, aunque también este método se utiliza. La duracion de los examenes
escritos varia dependiendo de la asignatura, de la universidad y también del profesor que la imparte,
pudiendo ser de 1 o 2 horas hasta 4 o 5. En general, consideramos en nuestro grupo de trabajo, que
un examen escrito no permite evaluar todo el conocimiento del estudiante, aunque si una buena parte.



Lo interesante es complementar este sistema con otras actividades, como pueden ser las pruebas
orales (Alpers, 2013), la realizacion de trabajos en grupo, utilizaciéon de software matematico, etc.,
que permitan verificar de forma mas precisa la adquisicion de competencias.

COMPETENCIAS DE MATEMATICAS EN INGENIERIA

En niveles educativos inferiores, se propuso el Programa Internacional de Evaluacion de Estudiantes
(Programme for International Student Assessment, PISA) para establecer en qué medida los jovenes
de 15 afios, al finalizar la escolarizacion obligatoria, estan preparados para satisfacer los desafios de
la sociedad actual. Una de las finalidades principales de esta evaluacion PISA/OCDE es establecer
indicadores de calidad con los que expresar como preparan a los estudiantes los sistemas educativos
para que puedan desempefiar un papel como ciudadanos activos (Rico, 2007).

La calidad de un programa de formacion viene dada por la relevancia de las competencias que se
propone alcanzar, mientras que su eficacia responde al modo en que estas se logran a medio y largo
plazo. Para el estudio PISA, la competencia matematica se define como “la capacidad de un individuo
de formular, emplear e interpretar las Matemadticas en una variedad de contextos. Incluye el
razonamiento matemadtico y usar los conceptos, procedimientos, hechos y herramientas matematicas
para describir, explicar y predecir los fenomenos” (OECD, 2004). La competencia matematica que
utilizamos en el contexto de los estudios de ingenieria es la utilizada en el proyecto PISA e incluida
también en el proyecto danés KOM sobre competencias y aprendizaje de matematicas (Niss, 2003).

Las competencias matematicas detalladas en el proyecto KOM como una flor de competencias (ver
Figura 1) se pueden especificar de la siguiente forma (Alpers, 2013; Niss, 2015):

¢ Pensar matematicamente: esta relacionada con el conocimiento del tipo de preguntas que se
tratan en Matematicas y los tipos de respuestas que las Matematicas pueden o no proporcionar
y también con la capacidad de plantear tales preguntas. Incluye ademas el reconocimiento de
conceptos matematicos y una comprension de su alcance y limitaciones, asi como la extension
de dicho alcance por abstraccion y generalizacion de resultados. Esto también incluye una
comprension de la certeza que las consideraciones matematicas pueden proporcionar.

e Razonar matemiticamente: incluye la capacidad de comprender y evaluar una
argumentacion matematica ya existente (cadena de argumentos 16gicos), en particular para
entender qué es una demostracion y reconocer las ideas centrales en una demostracion.
También incluye el conocimiento y la capacidad de distinguir entre diferentes tipos de
enunciados matematicos (definicion, instruccion if-then, sentencias iff, etc.), y la construccion
de cadenas de argumentos logicos y por tanto, la transformacion del razonamiento heuristico
en pruebas propias (razonamiento 16gico).

¢ Planteamiento y solucion de problemas matematicos: comprende, por un lado, la capacidad
de identificar y especificar problemas matematicos y por otro la capacidad de resolverlos
(incluyendo el conocimiento de los algoritmos adecuados).

e Modelando matematicamente: tiene esencialmente dos componentes: la capacidad de
analizar y trabajar con modelos existentes (encontrar propiedades, investigar rango y validez,
relacionarse con la realidad modelada) y la capacidad de “realizar modelado activo”
(estructurar la parte de la realidad que es de interés, establecer un modelo matematico y
transformar las cuestiones de interés en preguntas matematicas, responder a las preguntas
matematicamente, interpretar los resultados reales e investigar la validez del modelo,
monitorizar y controlar todo el proceso de modelado).

e Representacion de entidades matematicas: incluye la capacidad de comprender y utilizar
representaciones matematicas (ya sean simbolicas, numéricas, graficas y visuales, verbales,
materiales, etc.) y conocer sus relaciones, ventajas y limitaciones. También incluye la



posibilidad de elegir y cambiar entre una u otra representaciéon basandose en este
conocimiento.

e Manejo de simbolos y formalismos matematicos: se refiere a la habilidad de entender el
lenguaje simbolico y formal de las Matematicas y su relacion con el lenguaje natural, asi como
la traduccion entre ambos. También incluye las reglas de los sistemas formales matematicos
y la capacidad de utilizar y manipular enunciados simbolicos y expresiones de acuerdo con
las reglas.

e Comunicarse en, con y sobre Matematicas: se trata de la capacidad de comprender las
expresiones y enunciados matematicos (de forma oral o escrita), realizados por otros y
también la capacidad de expresarse uno mismo matematicamente de diferentes formas.

e Uso de recursos y herramientas: incluye conocimientos sobre los recursos y herramientas
que estan disponibles, asi como su potencial y limitaciones. Ademas, incluye la capacidad de
utilizarlos de manera cuidadosa y eficiente.

<
4

Figura 1: Flor de competencias del proyecto KOM.

LA ASOCIACION EUROPEA DE EDUCACION EN INGENIERIA (SEFI)

SEFT (https://www.sefi.be/) es la mayor red de instituciones y profesores de educacion superior en
ingenieria de Europa. Es una organizacion sin animo de lucro (asociacion cientifica) creada en 1973
para contribuir al desarrollo y mejora de la educacion superior en Ingenieria en Europa (HEE por sus
siglas en inglés), para fortalecer la posicion de los profesionales de Ingenieria en la sociedad,
promover la informacion sobre HEE y mejorar la comunicacion entre profesores, investigadores y
estudiantes, fortalecer la cooperacion universitaria y fomentar la dimension europea en la educacion
superior en Ingenieria.

La SEFI ha establecido grupos de trabajo para afrontar los diferentes aspectos de la educacion en
ingenieria: Fisica, Matematicas, educacion abierta y online, sostenibilidad, aseguramiento de la
calidad y acreditacion, investigacion en la educacion en Ingenieria, ética, etc.

El grupo de trabajo de Matematicas (MWG, Mathematics Working Group) se estableci6 en 1982. Las
Matematicas estan en el centro de la Ingenieria, sirviendo tanto para expresar ideas como para la
comunicacion de resultados. Un programa efectivo de estudio en Matematicas para todos los
estudiantes de Ingenieria es un requisito necesario para la formacion de graduados en Ingenieria
cualificados. La finalidad del MWG de la SEFI es proporcionar un foro de discusion y orientacion
para todo aquel que esté interesado en la educacion de Matematicas en Ingenieria en Europa.



Una contribucion importante de este grupo, en 2012 y dentro del seminario bianual del MWG, en
Salamanca (16th SEFI-MWG Seminar on Mathematical Education of Engineers), fue la presentacion
de un estudio exhaustivo de las competencias de Matematicas en Ingenieria (Alpers, 2013). Este
documento presenta un marco de lo que podria ser el curriculo de las Matematicas para Ingenieria,
no tanto el curriculo entendido como una enumeraciéon de contenidos, conceptos y resultados, sino
un curriculo que incluye lo que denominamos salidas de aprendizaje. El documento marco
proporciona un esquema que incluye, de forma sistemadtica, aquellas metas de aprendizaje en
educacion superior, basadas en la situacion actual de la investigacion educativa. Para ello se adopto
el concepto de competencia desarrollado en Dinamarca y mas tarde adoptado en el estudio
PISA/OCDE. Esto va en linea con las tendencias actuales de la educacion en Ingenieria en general,
donde la nocién de competencia se utiliza para describir actividades educativas.

La estructura propuesta en el documento Framework se divide en 4 niveles: una parte central o nivel
basico cero (core zero) de material esencial para todos los graduados en Ingenieria, que se asume que
se ha adquirido en cursos anteriores a la universidad. El nivel basico 1 (core Level I) abarca temas
necesarios para todos los cursos de Ciencias e Ingenieria y que estan incluidos en el curriculo de los
primeros cursos de los grados en Ingenieria. Los niveles 2 y 3 comprenden otros temas mas
especializados y especificos que no se imparten en todas las titulaciones de grado en Ingenieria.

PROYECTO RULES_MATH

En marzo de 2017, un equipo multidisciplinar de la Universidad de Salamanca, formado por
profesores de Matematica Aplicada, Fisica Aplicada, Ingenieria Quimica y Textil y de Didactica de
las Matematicas y de las Ciencias Experimentales, junto con profesores de la Universidad Eslovaca
de Tecnologia de Bratislava (Eslovaquia), la Universidad de Gazi (Turquia), la Universidad Técnica
Checa en Praga (Republica Checa), la Universidad Paisii Hilendarski de Plovdiv (Bulgaria), el
Consejo Superior de Investigaciones Cientificas (Espaia), el Instituto Superior de Ingenieria de
Coimbra (Portugal), el Instituto de Tecnologia de Dublin (Irlanda) y la Universidad Civil de
Ingenieria en Bucarest (Rumania), presentamos la propuesta RULES MATH — “New Rules for
assessing Mathematical Competencies”, en la convocatoria de Erasmus+, dentro de la Accion clave
2, de cooperacion para la innovacion e intercambio de buenas practicas, de Asociaciones Estratégicas
en educacion superior. La resolucion publicada en julio de ese mismo afio resultd favorable, para
desarrollar el proyecto entre el 1 de septiembre de 2017 y el 31 de agosto de 2020.

La idea basica del proyecto RULES MATH (https://rules-math.com/), es desarrollar estandares de
evaluacion para un sistema de ensefianza-aprendizaje de Matematicas en Ingenieria, basado en
competencias y que opere a nivel transnacional.

Los objetivos de este proyecto se resumen en estos tres:

1. Desarrollar un modelo accesible de evaluacion basada en competencias para Matematicas en
grados de Ingenieria.

2. Elaborar y recopilar recursos y materiales necesarios para diseflar cursos de evaluacion
basados en competencias.

3. Difundir el modelo propuesto a las instituciones de educacion superior europeas, a través de
los socios colaboradores y en toda Europa.

El principal resultado de este proyecto serd el cambio de paradigma educativo y la obtencion de un
sistema europeo de ensefanza y aprendizaje comUin que se base en competencias en lugar de
contenidos. Eso es lo que el proyecto RULES MATH quiere lograr: nuevos estandares
(consensuados) de evaluacion de las competencias de Matematicas en cursos de Ingenieria.



Las Matematicas son una parte esencial de cualquier titulo de Ingenieria y son una herramienta que
los ingenieros usan a lo largo de su vida. Es importante que tanto este conocimiento como las
competencias estén debidamente establecidos.

EVALUACION DE COMPETENCIAS MATEMATICAS

Con los nuevos titulos de grado, consecuencia del acuerdo de Bolonia, desde el curso 2010-2011, se
modificaron las metodologias docentes y también, en muchos casos, los criterios e instrumentos de
evaluacion. El nuevo proceso de evaluacion tiene en cuenta el trabajo realizado por el estudiante
durante todo el curso: la realizacién de ejercicios, de practicas dirigidas, exposicion de trabajos
propuestos, también la realizacion de examenes y la participacion en las diferentes actividades que se
propongan.

En la mayoria de asignaturas se establece un porcentaje en la aportacion de cada actividad de
evaluacion a la nota final, asi por ejemplo, en las asignaturas de Algebra Lineal y Calculo del grado
en Ingenieria Mecénica, en Ingenieria Electronica y Automatica y en Ingenieria Eléctrica utilizamos
un baremo que establece que la entrega de problemas propuestos y resueltos individualmente, junto
con las practicas realizadas con el ordenador tiene un peso del 20% y el examen final escrito del 80%.
En el caso de Estadistica en las mismas titulaciones y de Métodos Numéricos en Ingenieria Quimica,
esa ponderacién es un 30 y 70% respectivamente.

Las competencias matematicas se desarrollan en las asignaturas de Matematicas, pero la mayoria de
esas competencias también se trabajan cuando se estudian otras asignaturas de la titulacion que no
son las Matematicas. Por ejemplo, la competencia de modelar matematicamente se puede mejorar en
cualquier asignatura cuando se utilizan modelos matematicos, como un sistema de ecuaciones lineales
para el caso de los circuitos eléctricos o el balanceo en sistemas quimicos, o la resolucion de sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias en el caso de querer obtener los modos de vibracion de un
edificio.

Para la evaluacion de competencias proponemos seguir utilizando los exdmenes escritos, con
cuestiones y problemas mas aplicados. A partir de las salidas de aprendizaje propuestas en el
documento Framework y las 8 competencias estableceremos un sistema de evaluacion detallado con
actividades especificas.

Durante el curso 2018-2019 hemos propuesto a un grupo de estudiantes de Ingenieria Quimica la
participacion activa en clase, trabajando en grupos y resolviendo problemas de Fisica, Quimica o de
distribucion del trafico entre varias calles (ver Figura 2).
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Figura 2: Ejemplo de un problema de distribucion del trafico en una red de calles (Villa Cuenca,
1994).



La evaluacion propuesta para este curso concreto de Métodos Numéricos de 2° curso del Grado en
Ingenieria Quimica son las siguientes:

e Examen final escrito: 70%.

e Cuestionarios en la plataforma online (1 solo intento y con tiempo limitado): 5%.
e Practicas de ordenador (utilizando el programa Mathematica): 10%.

e Ejercicios propuestos y trabajos en grupo: 15%.

En cada una de las actividades de evaluacion propuestas evaluamos las competencias que adquiere el
estudiante. Asi por ejemplo, el caso del problema de la distribucion de trafico se planted6 como
gjercicio para entregar resuelto individualmente. Cuando un estudiante se enfrenta a este problema
debe razonar matematicamente para representar el sistema de ecuaciones lineales (SEL) en forma
matricial y también modelar matematicamente. Si entiende como el rango de la matriz de coeficientes
y de la matriz aumentada se puede utilizar para analizar la solucion, entonces estan razonando
matematicamente. De esta forma establecemos la tabla dada en la Figura 3, que incluye el listado de
salidas de aprendizaje (en este caso para Algebra Lineal y solucién de SEL) y también las 8
competencias. Se mide el grado en que estas competencias aparecen en las salidas de aprendizaje con
la valoracion +: mucho, o: medio, -: poco.

LA |I.inear Algebra

LA4 (4. Solution of simultaneous linear equations

LA41 [Represent a system of linear equations in matrix form + o + + + +

Understand how the general solution of an inhomogeneous linear system of m equations in n unknowns is
obtained from the solution of the homogeneous system and a particular solution

LA43 [Recognise the different possibilities for the solution of a system of linear equations

LA44 |Give a geometrical interpretation of the solution of a system of linear equations

Understand how and why the rank of the coefficient matrix and the augmented matrix of a linear system can
be used to analyse its solution

LA46 [Use the inverse matrix to find the solution of 3 simultaneous linear equations when possible

LA47 |Understand the term 'ill-conditioned'

LA48 |Apply the Gauss elimination method and recognise when it fails

LA49 [Understand the Gauss-Jordan variation

LAS0 [Use appropriate software to solve simultaneous linear equations o + N o + o - +

LAS0 |5. Least squares curve fitting

LAS51 [Define the least squares criterion for fitting a straight line to a set of data points
LAS2 [Understand how and why the criterion is satisfied by the solution of ATAx=ATb
LAS3 |Understand the effect of outliers

LA54 [Modify the method to deal with polynomial models

LASS |llse annranriate saftware ta fit a straicht line tn a set of data nainte

Figura 3: Salidas de aprendizaje relacionadas con la solucion de sistemas de ecuaciones lineales.

CONCLUSIONES

En los ultimos afios varios profesores de escuelas y facultades de Ingenieria estamos desarrollando
actividades de evaluacion de competencias de Matematicas. La evaluacion de competencias en lugar
de contenidos en los grados de ingenieria permite que el sistema de aprendizaje sea mas acorde a la
futura labor profesional que desarrollaran los estudiantes.

La evaluacion en competencias mejora el entendimiento de las Matematicas y la apreciacion y
motivacion que los estudiantes tienen en las asignaturas de Matematicas. La colaboracion de
profesores de varias universidades europeas en la puesta en marcha de un sistema de evaluacion
basado en competencias nos permite plantear una meta comin y definir un nuevo sistema de
evaluacion.

En este estudio mostramos algunas de las actividades que estamos proponiendo a nuestros estudiantes
durante el curso 2018-2019 y de las que alin no tenemos resultados definitivos.
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Resumen

Palabras clave: Matematicas, ESO, videos, apps.

INTRODUCCION.

Actualmente estamos en la sociedad digital en todos los ambitos y, por ende, en las
Matematicas y en la forma de ensefiarlas. Aprovechando las posibilidades que ofrece la
tecnologia, el objetivo de esta ponencia es presentar varias herramientas disefiadas y
pensadas para que los alumnos trabajen conceptos matematicos, en el aula, en casa, en la
playa,..., o donde ellos quieran.

La idea original partid de los bits de inteligencia, metodologia que se desarroll6 en papel
y que resultd muy interesante. Sin embargo, no era una metodologia que se pudiera llevar
fuera del aula. Algin tiempo mas tarde, la accesibilidad y difusion de plataformas como
Youtube, llevé a pensar y preparar videos que ya se podian consultar fuera del aula y que
funcionaron como buen complemento a las clases teorico-practicas. De hecho, algunos
de esos videos tuvieron mucho éxito.

Pero, sin duda, el cambio mas importante ha sido el acceso del gran publico a dispositivos
inteligentes, como fablets y smartphones, que permiten el manejo de programas
especializados en un tema, sin conexion a internet y con poco consumo de recursos: las
apps. Y ese fue el punto de partida de las apps objeto de esta ponencia: percatic2, para
segundo de ESO; percatic3, para tercero de ESO; percatic4.1 'y percatic 4.2 para cuarto
de ESO; y Funciones Percatic, para los cursos 2, 3 y 4 ESO.

Tomando como referencia lo anterior, en primer lugar, se hard referencia a los videos
disponibles en Youtube, analizando su €xito o no en cuanto al nimero de visitas, asi como
la pagina web que da apoyo al canal. En segundo lugar, se revisaran las apps disponibles
ya mencionadas, repasando algunos aspectos de su manejo bésico. Los manuales que han
servido de guia para los contenidos de los recursos anteriores, constituyen el apartado de
referencias.



VIDEOS DE YOUTUBE (CANAL PERCATIC) Y WEB PERCATIC.

Como es conocido, el funcionamiento del Youtube requiere el registro y administracion
de un canal en el que colgar los diferentes videos. En este caso, es el canal percatic, como
muestra la pagina de presentacion. El canal se creo en el ano 2012 y cuenta con 34.113
visualizaciones (datos 29 octubre 2018). El acceso al mismo es sencillo, tecleando en
cualquier buscador youtube la palabra percatic.

@ percatic - YouTube - Mozilla Firefox - X
Archivo Editar_Ver Historial Marcadores Herramientas Ayuda
© percatic - YouTube x [
<« cC ® @ https://www.youtube.com/channel/UCcs7ISR-JTKb1eHaN9TSK6Qreload=9 s+ @ 7 @ canal youtube percatic > 8 nN@o =
£¥ Més visitados B Guia de canales [ Hotmail gratuito B Inicio de Internet B Lo mejor del Web B Microsoft B Personalizar vinculos £ Windows Media @& Windows Update | Windows
3 YouTube Buscar Q 0
A Inicio ti
pércatic SUSCRIBIRSE 172
&  Tendencias 172 suscriptores
O3 Suscripciones INICIO VIiDEOS LISTAS DE REPRODUCCION CANALES COMENTARIOS MAS INFORMACION Q
IBLIOT! ” .
BIELOIECS Videos subidos  REPRODUCIR TODO CANALES POPULARES
£)  Historial
{7} ACERTIJOS EN 7 SEGU...

© Vvermaéstarde

=, Videos favoritos

SUSCRIPCIONES

Parébolas 1
26 visualizaciones + Hace 2 meses

SUSCRIBIRSE

§& ElRobot de Platén

SUSCRIBIRSE

o Popular en YouTu... ) Direct proportionality functions (funciones de proporcionalidad . QuantumFracture

o A directa)
. DIRECT PROPORTIONALITY
@ Musica FUNCTIONS 26 visualizaciones + Hace 3 meses SISEd =R
(Funciones de proporcionalidad
G Deportes directa) 'a Kira Sensei

©  videojuegos 2:13 SUSCRIBIRSE

Constant functions (funciones constantes)

MAS DE YOUTUBE 22 visualizaciones - Hace 3 mese ] Verdad Oculta
CONSTANT
@  YouTube Premium FUNCTIONS SUSCRIBIRSE
(Funciones constantes)
HH Peliculas de YouT.. @ CdeCiencia
ps://www.youtube.com/watch?v=0NgagzHipl 222} SUSCRIBIRSE

Figura 11. Pagina de presentacion del canal percatic.

Como puede comprobarse en la Figura 1, la cifra de suscriptores alcanza los 172, en su
mayoria de paises sudamericanos, dado que los videos estan en espafiol. En inglés y en
espafiol hay unicamente 3 videos: funciones contantes, funciones de proporcionalidad
directa, e interés compuesto.

Como todo recurso web, ademas del nimero de reproducciones global, resulta interesante
analizar otros indicadores, como los recogidos en la Tabla 1. Como puede comprobarse,
entre Espafia, Colombia y México se concentran el 86 % de los suscriptores.

Tabla 1. Pais, visualizaciones, tiempo de visualizacion y el porcentaje medio reproducido

(octubre 2018)
. . .. Porcentaje
. L Tiempo de visualizacion .
Pais Visualizaciones Mi medio
mnutos .
reproducido
Espafia 179 133 36 %
Colombia 23 14 30%
México 23 13 20%

En total hay 43 videos disponibles, siendo los que recoge la Tabla 2 los que tienen un
mayor numero de reproducciones:

Tabla 12. Titulo del video, fecha de creacion y curso recomendado

Fecha de Curso
creacion recomendado

Visualizaciones




Interés compuesto capitalizable

29/11/2012 3°ESO 22.971
mensualmente.
Funcion exponepmal con 7/6/2017 39 4° ESO 4.124
exponente negativo
Sumatorio logaritmo 22/9/2014 4° ESO - 1°BACH 1.492
Parabola y recta 8/2/2015 4° ESO 574
Interés compuesto 23/11/2012 3°-4°ESO 459

En el aula este recurso es muy interesante como complemento de la docencia, siendo
empleado en una u otra medida segun el tiempo disponible. En cualquier caso, nunca
puede entenderse como un sustituto de la clase presencial. Segiin mi experiencia, los
videos resultan interesantes para los alumnos no més de 5 minutos, después de los cuales
el nivel de atencion decae considerablemente. De hecho, pocos son los alumnos que se
subscriben al canal y los visualizan desde casa (o desde su lugar de estudio) para resolver
sus dudas. Cuando se insiste al alumno en el motivo de su falta de interés por el canal, la
mayoria considera que los videos consumen muchos datos, siendo también bastante
frecuente dar como respuesta la dificultad de reproduccion en algunos dispositivos.

Por tanto, intentando dar una solucion a esta falta de interés, surgio la idea de crear una
pagina web. Esta pagina fue el paso previo a las apps desarrolladas. La pagina
www.percatic.com permite el acceso de los estudiantes a diversos contenidos con un
gasto menor de datos que los videos.

Usted no se ha autentificado. (Entrar)
! PERCATIC Espaiiol - Internacional (es) v
o
Meni principal Calendario
& Novedades Curso 2018/2019, < octubre 2018 >
Entrar Luon Mar Mié Jue Vie Sib Dom
1 2 3 4 5 6
Nombre de usuario Categorias 8 9 10 u 12 1 Yy
3
Contrasefia = =
Mateméticas 5 16 1 8 19 20 21
Ents - 3 5 7
Iirar Matematicas 2 ESO 1 2 23 24|5[26 27 8
iHa extraviado la contrasefia? . 29 30 3t
Mateméticas 4 ESO S
Usuarios en linea VERTE = -
P neocube ) egonas
(iltimos 5 minutos) Matemiti
T Bits de inteligencia 8 Matematicas
Varios
Soroban @
Todos los cursos ...
Buscar cursos: I Novedades

(Sin novedades atin)

Usted no se ha autentificado. (Entrar)

Figura 2. Aspecto de la pagina principal de www.percatic.com

Como puede comprobarse, ademas de contenidos matematicos, también hay disponibles
otros materiales. En cuanto a los primeros, se suelen actualizar periddicamente, segtn los
cursos impartidos cada afio. Por experiencia, decir que es un instrumento que permite
poner a disposicion del alumno materiales en tiempo real: colecciones de ejercicios,
soluciones a algunos de ellos o revision de algun concepto tedrico. Sin embargo, la pagina
web no resuelve el problema de aclarar dudas més profundas, dado que se trata de un
recurso estatico. Por otro lado, su acceso no es posible cuando los datos de internet no
estan habilitados o no hay redes wifi.

APPS PERCATIC

“Un dispositivo como el iPad o cualquier otra tableta en entorno Android, puede darnos
las prestaciones que se requieren para un curriculum que busque la mejora en la
educacion” (Santiago-Campion, Amo-Vilva y Diez-Ochoa, 2014:3). Tomando como
base esta idea, y la necesidad, ya mencionada, de facilitar al alumno el acceso a recursos



dindmicos que permitan resolver sus dudas casi en cualquier lugar, se desarrolld la
primera app en el afio 2014. Tanto esta primera, denominada percatic2, como las demas
estan disponibles desde Play Store. Su descarga es rapida y gratuita.

La Tabla 3 recoge la fecha de creacion y el numero de descargas de todas ellas.

Tabla 3. Apps, afio de creacion y nimero de descargas (octubre 2018)

Fecha de Numero de Pais y

creacion  Descargas porcentaje
percatic?2 2015 222 Espana (69,4%)
percatic3 2015 289 Espana (24%)
percatic4.1 2017 61 Espana (24,6%)
percatic4.2 2018 11 Espana (36,4%)
Funciones Percatic 2018 24 Espaia (45,8%)

La filosofia de funcionamiento de todas es la misma, siendo también el mismo su
desarrollador (ManiHome): parten de una pagina principal, que permite el acceso directo
a los contenidos de la app, a la pagina web www.percatic.com, o al canal de Youtube ya
comentado (Figura 3).

Q PERCATIC

Bienvenido a la app de matematicas Percatic,
podrds encontrar toda clase  de ejercicios
para practicar

Acceso directamente a la app

Acceda directamente a la Web

Web

Acceda directamente a YouTube

Figura 3. Ventana principal de percatic?.

El acceso directo a la app, permite revisar los contenidos organizados por temas (Figura
4):



Del Papel a las APP... (pasando por YouTube)

INICIO

Tema 1: Los nimeros enteros

Teoria Ejercicios

Tema 2: Potencias y raices cuadradas

Teoria Ejercicios

Tema 3: Fracciones y nimeros decimales

Teoria Ejercicios

Tema 4: Expresiones algebraicas

Teoria Ejercicios

Tema 5: Funciones

Ejercicios

Tema 6: Hipérbolas

Ejercicios

Figura 4. Ventana de acceso a contenidos de percatic?.

Cada tema realiza una revision tedrica breve (apartado Teoria) y propone al usuario unos
cuantos ejercicios (apartado Ejercicios). Cada ejercicio se puede responder las veces
deseadas, hasta llegar a la solucion correcta.

percatic3 es la segunda app disponible. A diferencia de la anterior, percatic3 tiene
publicidad, si bien, esta publicidad no interrumpe su funcionamiento, limitdndose a una
franja en la parte inferior de la pantalla (Figura 5). Este elemento publicitario sera
eliminado o incorporado a las otras apps segin los resultados obtenidos en percatic3,
dado que es un ingreso extra para los desarrolladores.
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L PERCA TIC Tema 1: Radicales

Ejercicios

Bienvenido a la app de matematicas Percatii ___Tema 2: Sucesiones, progresiones e intereés
podras encontrar toda clase de ejercicio Ejercicios
para practicar

Tema 3: Polinomios

Ejecicios

Tema 4: Sistemas de ecuaciones

3° Nivel

Ejercicios

Acceda directamente a la Web Tema 5: Resolucion de sistemas graficamen

Ejercicios

Tema 6: Ecuaciones de segundo grado

Acceda directamente a YouTube o
Ejercicios

Tema 7: Resolucién de ecuaciones por el mét
de ruffini

Ejercicios

a

;
RIS EARHT ATy

Figura 5. Ventana principal y de acceso a contenidos de percatic3.

Los contenidos de cuarto de la ESO se dividen en dos apps: percatic4.1.y percatic4.2. El
aspecto y rasgos de funcionamiento es similar a percatic2, teniendo en cuenta que no
tiene publicidad.

Por ultimo, teniendo en cuenta la dificultad afiadida que supone para algunos alumnos las
funciones, la Ultima app desarrollada se dedica a éstas: Funciones Percatic. La
organizacion difiere de las anteriores: los ejercicios se organizan por temas, dedicando a
cada uno un tipo de funcion. El ultimo tema se dedica a un examen, con el que se pretende
repasar los conceptos aprendidos. La Figura 6 muestra su aspecto.

Conviene sefialar que, debido a esta reciente incorporacion, su funcionamiento ain
presenta alguna que otra deficiencia.
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Del Papel a las APP... (pasando por YouTube)

Funciones 1 Percatic Funciones 1 Percatic

Tema 1 Examen

Funciones Constantes Repaso

LUl A0SRy s AR AL Rt MAAE A0S MAAR JNNENARAJNNAY NSNHJNANE JNNE. IO 2O \V

Figura 6. Ventana principal y de acceso a contenidos de Funciones Percatic

DESARROLLOS FUTUROS

El desarrollo de estas herramientas es un proceso dindmico, que exige su constante
revision y perfeccionamiento. Aunque ya se han ido corrigiendo ciertas erratas
advertidas, a buen seguro otras quedaran sin corregir. En ese proceso han contribuido
los alumnos que las han ido descargando, siendo bienvenidas cuantas correcciones sean
sugeridas por los usuarios de las mismas. La direccion percatic(@gmail.com

Dado que el mundo es cambiante, y mucho mas el digital, el proximo paso esta sin definir
y no sabemos cual sera el siguiente instrumento que afiada un granito de arena en el
apasionante mundo de la ensefianza de las Matematicas.
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El autor desea agradecer a la desarrolladora principal de las apps D* Isabel Maniega
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Autora: Teodora Egido de La Iglesia

1.E.S. F. Garcia Bernalt. Salamanca

Resumen

Palabras clave: Matematicas, Secundaria, arte, Salamanca.

DESARROLLO

Este P.L.E. fue realizado por gran parte del profesorado del I.LE.S. F. Garcia Bernalt
(25 profesores de 60 que componian el claustro) y 9 departamentos didacticos:
Matematicas, Lengua y Literatura, Geografia e Historia, Educacion Plastica y Visual,
Orientacion, Musica, Inglés, Francés y Filosofia. En dicho proyecto participo el 100%
del alumnado de ESO y alumnado de, fundamentalmente, 1° de Bachillerato de la rama
Cientifico-Técnica.

(De donde surgio esta idea? Fue algo casual. Después de haber participado en el
programa P.R.O.M.E.C.E., descubriendo razones aureas en la escultura, nos planteamos
una pregunta: “Cuando miras la Catedral de Salamanca, ;qué ves?”. Este fue el
interrogante que origind y desencadend este proyecto. La respuesta que me
proporcionaban los profesores del centro, mis companeros de la facultad o mis alumnos
en poco podian coincidir, salvo en la belleza que se puede contemplar en ese monumento.
Mientras que unos describian el encanto de todos los elementos arquitectonicos, otros
describian las peculiaridades historicas acontecidas durante la construccion de dicha obra,
los matemadticos veian formas geométricas, razones aureas y proporcionalidad por
doquier, los alumnos un edificio enorme y antiguo,...

Esta curiosidad nos llevo a plantearnos abordar un proyecto para mirar el arte que
tenemos en nuestra ciudad, Salamanca, no desde una sola perspectiva, sino desde varios
puntos de vista. Para desarrollar esta idea, y que los alumnos pudiesen contemplar el arte
desde diversas vertientes, se desarrollaron distintas actividades desde los departamentos
didacticos implicados.

Desde el departamento de Lengua se realizaron varias actividades, como por
ejemplo, un libro de poesias ilustradas en las que aparecieran elementos matematicos
(nimeros, geometria, simetrias) observados en lugares de la Plaza Mayor, ya fuera en el
campanario del Ayuntamiento, en las puertas de los establecimientos, en los arcos, en los
medallones, en los balcones o en las baldosas del suelo. Asi, trabajaron de forma conjunta
los departamentos didacticos de Matematicas, Lengua y Educacion Plastica y Visual.
Otro ejemplo de actividad literaria fue la realizacion de un relato basado en la novela
picaresca El Lazarillo de Tormes y la narracion de leyendas de Salamanca en twits.



El departamento de Musica participd realizando distintas actividades. Una de ellas
consistio en estudiar las partituras de canciones tradicionales salmantinas y relacionarlas
con las Matematicas, ya que la frecuencia e intervalo entre las notas musicales se calculan
matematicamente. Otra actividad tuvo como escenario las dos catedrales de Salamanca
donde se pudieron estudiar sus maravillosos 6rganos y, basado en ellos, los tubos por
donde sale el sonido, la proporcion entre ellos, la melodia que producen, la razén 4urea
que estos encierran y el material con el que los construyeron.

El departamento de Orientacion, con sus alumnos de 3° y 4° de diversificacion,
particip6 en un curioso estudio de la iglesia de los Dominicos o iglesia de San Esteban,
calculando alturas y distancias en la portada de este reconocido monumento. Las
conclusiones las redactaron en un trabajo titulado Problemas con arte.

El departamento de Geografia e Historia realizo las fichas de salidas para las
observaciones directas en la ciudad de los distintos monumentos (Plaza Mayor, Palacio
de Anaya, Plaza de San Boal,....) pero también colabor6 en la observacion de todas estas
obras de arte, como por ejemplo, en los medallones de la Plaza Mayor de Salamanca, en
los que se estudiaron los personajes representados, los estilos en los que estaban
realizadas estas esculturas, el contexto histdrico referido a cada uno de los personajes,...
asi como el estudio emblematico de algunos monumentos como la Casa Lis de
Salamanca.

El departamento de Matematicas prepard distintas actividades como el estudio de
figuras geométricas en los monumentos de Salamanca: fachada del Palacio de Anaya,
Casa Lis, Puente Romano, Patio Chico, Palacio de Anaya, Catedrales, Plaza Mayor, Plaza
de San Boal, mediante mediciones directas con distintos aparatos y con programas
informaticos como Geogebra, para estudiar la proporcionalidad, las razones aureas, las
simetrias, las conicas, etc.

El departamento de Educacion Plastica y Visual se implicé en todo el proyecto
de manera directa, ya que fue el responsable de la ilustracion, maquetacion y dibujo de
muchos de los trabajos de otros departamentos. Ademas realizé salidas, como la visita al
barrio del Oeste, famoso por su arte urbano, el recorrido por las esculturas de artistas
salmantinos, donde se explico la proporcion durea entre las diversas partes de las obras,
o como la realizacion de un rally fotografico.

Como se puede ver, el estudio de los monumentos se realizé desde varios puntos
de vista. Por ejemplo, una actividad consistia en que los alumnos eligiesen un
monumento, estudiaran con el programa Geogebra sus medidas, contaran alguna leyenda
o suceso acaecido en dicho lugar, dijesen el estilo arquitectonico al que pertenece,... Otro
ejemplo fue la completa investigacion del Colegio Mayor Fonseca, en donde estudiaron
el estilo arquitectonico, el nimero de colegios mayores en aquella época, la cancion de la
tuna en la que aparece su historia, el estudio de sus medidas, de sus proporciones, su
altura, etc.

Algunas actividades como ésta eran libres, mientras que otras estaban muy
guiadas, como el estudio del Palacio de Anaya sobre el que se realiz6 un trabajo conjunto
entre varios departamentos didécticos. Esto se observa en las fichas de salida que se les
proporcioné a los alumnos para el estudio de los monumentos, donde anotaron el estilo
arquitectonico al que pertenece, las medidas de las columnas y de los capiteles y el dibujo
de los vitores en sus paredes. Fue un trabajo guiado por el departamento de Historia, pero
en el que también particip6 el de Plastica porque realizo las distintas fotografias que
tenian que aportar, el departamento de Lengua, inventando anécdotas y leyendas, y el
departamento de Matematicas, que fue el responsable de trabajar las medidas del Palacio,
buscando las razones dureas mediante la ayuda de un rectangulo. El estudio se completo
con la ponencia de D. Ricardo G. Nufiez, profesor de la facultad de Bellas Artes, que



mostro toda la geometria que oculta el Palacio, sus razones aureas, el porqué de todas las
medidas y el nimero de oro. Explicd como construy6 una maqueta a escala, parte de su
tesis doctoral, en la que se pueden observar todos los pequefios detalles del monumento.

Otro monumento estudiado por varios departamentos fue la Plaza Mayor de
Salamanca, donde no sélo tenian que realizar distintas mediciones con aparatos de medida
sino que tenian que componer poesias, estudiar los medallones que adornan los
pabellones o realizar fotos artisticas. En esta actividad se observo que la Plaza Mayor no
es cuadrada sino que como decia Unamuno “es un cuadrilatero irregular, pero
asombrosamente armoénico”. En ella se buscaron las distintas simetrias, se contd el
nimero de balcones y arcos, y se busco el lugar exacto en el que aparece dicho nimero
esculpido. Se estudiaron sus formas geométricas, las medidas de los distintos arcos que
se pueden ver en los distintos pabellones, se conocieron anécdotas cotidianas de la vida
diaria de mediados del siglo XX, como la forma de conocerse los hombres y mujeres, ya
que caminaban en distintas direcciones segun el sexo, bajo los soportales. Se analizaron
las mejores perspectivas para realizar fotografias de los distintos medallones, se cont6 el
nimero de mujeres y de hombres que aparecen, y los sucesos de la historia que les
acompafian... Esta actividad se completd con la ponencia de un escultor que realizé uno
de los ultimos medallones que adornan la Plaza Mayor, el de la reina de Espafia, Isabel
II. Santiago Pérez Lopez mostro todo el proceso de realizacion del medallon desde el
modelado en barro, para presentarlo a concurso, como la fase de talla directa, hasta ver la
obra concluida. También nos ensefi¢ algunos instrumentos utilizados para la realizacion
de la obra y como calcul6 la proporcionalidad.

Uno de los logros conseguidos en este proyecto fue la fuerte unién que se
consiguid entre los alumnos, ya que colaboraron con gran entusiasmo de las actividades
que se desarrollaban. También se notd una gran cohesion entre todos los profesores
implicados en el proyecto, aportando cada uno todo su saber en la materia que le competia
y ayudando al resto de profesores desinteresadamente. Todos los departamentos
didacticos trabajaron de forma conjunta, consiguiendo que tanto profesores como
alumnos disfrutaran del proyecto. Pero no nos podemos olvidar de los alumnos, que eran
y son el centro del proyecto, pues lograron el objetivo de aprender cosas nuevas y de ver
distintos puntos de vista de un mismo monumento, consiguieron aprender a aprender
desde la diversidad y colaborar para conseguir un objetivo comun.

Ademas, se impulso el uso de las nuevas tecnologias, ya que los alumnos TIC
crearon un apartado especial en su e-portafolio en el que plasmaron sus conclusiones,
redactaron entradas para el blog del instituto, crearon videos explicativos y archivaron
trabajos realizados con el programa Geogebra.

De esta forma, y mediante una colaboracion entre todo el profesorado, se pudieron
conseguir las siguientes competencias basicas: competencia para aprender a aprender,
competencia en educacion lingiiistica, competencia matematica, competencias en ciencia
y tecnologia, competencia digital, competencias sociales y civica, competencia en sentido
de iniciativa y espiritu emprendedor, conciencia social y expresiones culturales.

Estas actividades son una pequefia muestra de las distintas y variadas tareas que
se llevaron a cabo en el proyecto. Lo mas gratificante fue ver como los alumnos se
acercaban al arte que invade nuestra ciudad y lo veian desde distintos puntos de vista,
relacionando las distintas materias. Este era nuestro reto.

Desde aqui quisiera dar las gracias, en primer lugar, a todo el alumnado que
participd en el plan porque sin ellos no hubiera sido posible la realizacion del mismo; en
segundo lugar, al profesorado que programd e ided este proyecto; en tercer lugar, al
equipo directivo del IES Garcia Bernalt que facilitd y permitié cambios de horarios,



Egido, T.

salidas grupales y reserva de aulas; y, por tltimo, al CFIE y a la Direccion Provincial de
Educacion, por el apoyo recibido.
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